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Глава 1

Введение

Экспандерами, или расширяющими графами, называют класс разрежен-
ных графов (графов с относительно небольшим числом рёбер), обладаю-
щих замечательными комбинаторными свойствами — сильной связности,
вершинного и рёберного расширения, быстрого перемешивания и т.д.

Понятие экспандера первые возникло в начале 1970-х годов в работах
М.С. Пинскера и Л.А. Бассалыго. Настоящий взрыв интерес к экспандерам
произошёл в 1990-х, когда стали обнаруживаться многочисленные прило-
жения экспандеров в самых разных областях математики и информати-
ки. Экспандеры оказались связаны одновременно и с вполне абстрактным
областям математики (аддитивная комбинаторика, теория чисел, теория
представлений), и с теорией сложности вычислений (вероятностно прове-
ряемые доказательства, оценка сложности аппроксимации, методы деран-
домозации), и с прикладными инженерными задачами (например, помехо-
устойчивое кодирование).

В этой книге мы рассматриваем экспандер прежде всего как инструмент
в теоретической информатике. Мы обсуждаем разные варианты определе-
ния экспандера (для однородных и двудольных графов, комбинаторные и
спектральные) и их взаимосвязь, описываем несколько методов эффектив-
ного построения экспандеров и рассматриваем различные примеры исполь-
зования экспандеров в теории сложности вычислений и теории кодирова-
ния.

Мы излагаем результаты, для понимания которых и не требуются зна-
ния, выходящие за пределы университетского курса математики. Несмотря
на то, что вся книга посвящена особому классу графов, никаких специаль-
ных знаний по теории графов от читателя не требуется — достаточно лишь
знать, что такое граф. Мы предполагаем, что читатель знаком со стандарт-
ными университетскими курсами линейной алгебры и теории вероятностей.
Желательны также начальные знания по теории сложности вычислений
(понятие эффективной вычислимости, вычисления с ограничением на ис-
пользуемые время и память, сложностные классы детерминированных и
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вероятностных алгоритмов) и теории кодирования (линейные коды). В от-
дельных разделах используются понятия из курса общей алгебры (группы,
конечные поля, представления и характеры конечных групп), анализа (пре-
образование Фурье) и теории сложности вычислений (схемы из функцио-
нальных элементов). Таким образом, материал этой книги доступен студен-
там старших курсов, имеющим базовую математическую подготовку.

1.1 Как организована эта книга
Главы, отмеченные звёздочкой, при первом чтении можно пропускать. Гла-
вы 7 и 8 (о разных приложениях экспандеров) можно читать независимо
друг от друга.

1.2 Чего в этой книге нет
Мы не претендуем на обзор всех важных результатов об экспандерах или
хотя бы приложений экспандеров в теоретической информатике; отбор ма-
териала отражает субъективные вкусы автора. Прекрасный обзор теории
экспандеров, написанный с точки зрения computer scientists, можно найти
в [1].

Мы не касаемся использования экспандеров в математике. Читателю–
математику мы рекомедуем обзор [2].

Наконец, мы лишь коротко упоминаем один из самых удивительных
успехов теории экспандеров — эффективное построение графов Рамануд-
жана. Изучение данной темы требует по-настоящему серьезной математи-
ческой подготовки. Подробное изложение этого вопроса можно найти в [3].

В этой книге мы не обсуждаем другие типы комбинаторных объек-
тов, близкие по своим свойствам к экспандерам — extractors, dispersers,
randomness conductors, hitting set generators (мы приводим английские на-
звания, поскольку русская терминология в этой области науки ещё не сло-
жилась).

1.3 Учебная литература по экспандерам
Для computer scientists: кроме специализированного обзора [1] мы рекомен-
дуем посвященные экспандерам главы в [5] и [6] и материалы на homepage
Луки Тревисана (http://www.eecs.berkeley.edu/„luca/). Для математи-
ков: обзор [2], монография [3], а также заметки по курсу лекций [4]. Сту-
денты всех специальностей найдут для себя что-то интересное в [7].
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1.4 Используемые обозначения
Для неориентрированных графов мы используем обозначение G “ pV,Eq,
где V есть множество вершин, а E — множество рёбер. При этом мы до-
пускаем графы с петлями и с кратными (параллельными) рёбрами1. Для
двудольных графов мы иногда используем обозначение G “ pR,L,Eq, что-
бы подчёркнуть, что множество вершин разбито на два непересекающихся
класса L и R («левая» и «правая» доли соответственно); E по-прежнему
обозначает множество рёбер (у каждого ребра один из концов принадлежит
L, а другой R).

Если A и B являются подмножествами (возможно, пересекающимися)
вершин графа, мы обозначаем EpA,Bq множество рёбер, у которых один из
концов принадлежит A, а второй B. Также мы обозначаем Γpvq множество
соседей вершины v (множество всех вершин w, соединённых с v ребром).
Аналогичное обозначение используется для множеств вершин: если A есть
подмножество вершин графа, то ΓpAq обозначает множество всех соседей
A, т.е.

ΓpAq “
ď

vPA

Γpvq.

Транспонирование матрицы M мы обозначаем MJ. Векторы-столбцы
обозначаем

x “

¨

˚

˚

˚

˝

x1

x2

...
xn

˛

‹

‹

‹

‚

,

а соответствующие векторы-строки xJ “ px1, . . . , xnq.

1Для графа с кратными рёбрами правильнее называть E не множеством, а мульти-
множеством рёбер, поскольку для каждой пары вершин в E может содержаться больше
одного ребра с данными концами.
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Глава 2

Комбинаторные
определения экспандеров

В этой главе мы рассмотрим базовые определения экспандеров и докажем
существование графов, удовлетворяющих этим определениям.

2.1 Однородные экспандеры.
Начнём мы с самого простого варианта определения экспандера. Мы опре-
делим экспандер как однородный граф со свойством вершинного расшире-
ния (потребуем, чтобы у каждого не сишком большого множества вершин
графа имелось достаточно много соседей). Сформулируем определение бо-
лее точно.

Определение 1 Граф G “ pV,Eq называется однородным комбинатор-
ным pn, d, εq-экспандером (расширяющим графом), если |V | “ n (в графе
n вершин), степени всех вершин равны d (допускаются кратные ребра и
петли), и выполняется следующее свойство вершинного расширения: для
любого множества A Ă V , |A| ď n{2 множество соседей достаточно ве-
лико: |ΓpAq| ą p1` εq|A|.

Замечание 1: Чем больше значение ε в определении 1, тем более сильное
свойство требуется от графа.

Замечание 2: Степень вершины графа — это число рёбер, для которых
данная вершина является концом. Это определение распространяется и на
петли (ребра, у которых концы совпадают). Таким образом, если некоторой
вершине инцидентны d1 рёбер, не являющихся петлями, и ещё d2 петель,
то степень этой вершины равна d1 ` d2 (каждая петля учитывается с крат-
ностью один, как и всякое другое ребро).
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Теорема 1 Пусть ε – некоторое положительное число меньшее 1. Тогда
для всех достаточно больших четных d и всех n существует однородный
pn, d, εq-экспандер.

Доказательство: Мы выберем граф случайно и покажем, что с положи-
тельной (и даже довольно близкой к 1) вероятностью такой граф оказыва-
ется экспандером. Отсюда будет следовать, что экспандеры существуют.

Прежде всего, нам нужно уточнить, что означает случайный выбор гра-
фа. Другими словами, нужно зафиксировать распределение вероятностей
на графах. Мы выберем случайно d{2 перестановок πi на множестве вер-
шин графа,

πi : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu, i “ 1, . . . , d{2.

(Каждая перестановка πi выбирается среди n! равновероятных вариантов;
при этом все d{2 перестановок выбираются независимо друг от друга.) Реб-
рами графа будем считать все (неупорядоченные) пары вершин tv, πipvqu.
Таким образом, из каждой вершины v выходит d{2 рёбер tv, πipvqu и ещё
d{2 рёбер tv, π´1

i pvqu. У перестановок могут быть неподвижные точки (пере-
становка может оставлять некоторые вершины на месте), так что в случае
v “ πipvq мы получаем петлю — ребро, оба конца которой совпадают с v.
Чтобы степень каждой вершины была равна d, мы будем учитывать каж-
дую петлю дважды.

Отметим, что в таком графе с положительной вероятностью появляются
кратные рёбра (поскольку одно и то же ребро tv, πipvqu может получаться
из нескольких перестановок πi.

Теперь оценим вероятность того, что полученный в результате граф не
окажется экспандером. Согласно определению, граф не является экспанде-
ром, если найдется множество вершин S (размером не более n{2), все соседи
которого лежат в некотором множестве T , состоящем из p1` εq|S| вершин.

Зафиксируем некоторые множества вершин S и T . Зафиксируем номер
перестановки πi. Вероятность того, что для каждой вершины v P S второй
конец ребра tv, πipvqu попадёт в T , равна

|T |

n
¨
|T | ´ 1

n´ 1
¨ . . . ¨

|T | ´ |S| ` 1

n´ |S| ` 1
ď

ˆ

|T |

n

˙|S|

(в каждый сомножитель вида p|T |´kq{pn´kq из левой части неравенства не
превосходит |T |{n). Поскольку мы выбираем d{2 перестановок независимо,
вероятность того, что данное событие произойдёт для всех i, не превосходит
´

|T |
n

¯pd{2q¨|S|

. Таким образом,

Probrсвойство экспандерности графа нарушеноs ď
ÿ

S,T

ˆ

|T |

n

˙pd{2q¨|S|

,

где суммирование происходит по всем множествам вершин S размера не
более n{2 и по всем множествам T размера p1` εq|S|.
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Следует отметить, что интересующая нас вероятность ещё меньше —
чтобы свойство экспандерности нарушилось, для каждой вершины v P S
все рёбра вида tv, π´1

i pvqu также должны попасть в T . Но мы не будем
этого учитывать, рёбер вида tv, π´1

i pvqu уже достаточно, чтобы получить
нужную нам оценку на вероятность «неприятного» события.

Оценим интересующую нас сумму:

ÿ

S,T

ˆ

|T |

n´ 1

˙pd{2q¨|S|

ď

n{2
ÿ

s“1

Csn ¨ C
p1`εqs
n ¨

ˆ

p1` εqs

n´ 1

˙sd{2

. (2.1)

Каждый биномиальный коэффициент Ckn можно оценить сверху величиной
`

ne
k

˘k. Таким образом, сумма (2.1) не превосходит

n{2
ÿ

s“1

´ne

s

¯s

¨

ˆ

ne

p1` εqs

˙p1`εqs

¨

ˆ

p1` εqs

n

˙sd{2

“

“

n{2
ÿ

s“1

„

ps{nqd{2´2´ε ¨ p1` εqd{2 ¨
e2`ε

p1` εq1`ε

s

(2.2)

Остаётся заметить, что n ě 2s, а 1`ε ă 2. Таким образом, можно подобрать
такое d “ dpεq, чтобы выражение в квадратных скобках в правой части (2.2)
было меньше 1{2 при всех значениях s. Следовательно, сумма (2.1) меньше
единицы. А это и означает, что с положительной вероятностью случайный
граф является pn, d, εq-экспандером. Теорема доказана.

Упражнение 1 Оцените асимптотику d “ dpεq в теореме 1: насколько
большим должна быть степень графа, чтобы гарантировать существо-
вание экспандера с данным параметром расширения ε?

Упражнение 2 Докажите для биномиальных коэффициентов оценку

Ckn ď
´ne

k

¯k

,

где e — основание натурального логарифма.

Упражнение 3 Докажите следующие утверждения:
(а) Вероятность того, что в случайно выбранной (по равномерному

распределению) перестановке π : t1, . . . , nu Ñ t1, . . . , nu нет ни одной
неподвижной точки, стремится к 1{e при nÑ8;

(б) Для любых ε, δ P p0, 1q, для всех d и всех достаточно больших n
сумма (2.2) не превосходит δn;

(в) Утверждение теоремы 1 выполнено для графов без петель: для лю-
бого ε ă 1, для всех достаточно больших четных d и всех n существует
однородный комбинаторный pn, d, εq-экспандер без петель.
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Упражнение 4 (а) Докажите, что некоторого ε ą 0 и для всех доста-
точно больших чётных n существует однородный комбинаторный pn, 3, εq-
экспандер.

(б) Докажите, что ни для каких ε ą 0 не существует pn, 2, εq-экспан-
деров.

Замечание: Не следует воспринимать определение 1 догматически — в
некоторых случаях может оказаться удобно его немного подправить. В стан-
дартном определении требуется, чтобы свойство расширения выполнялось
для множеств, содержащих не более 50% от всех вершин графа. Однако
для приложений иногда бывает удобнее потребовать, чтобы свойство рас-
ширения выполнялось лишь для достаточно малых множеств A (скажем,
для множеств, содержащих не более 1% всех вершин графа) или, напротив,
для всех множеств, содержащих не более 99% всех вершин графа. Выбор
границы n{2 в определении достаточно произволен и не существенен для
построения теории экспандеров.

Упражнение 5 Рассмотрим распределение вероятностей на d-регуляр-
ных графах, использованное в доказательстве теоремы 1 (для чётного d ě
4). Докажите, что для любого δ ą 0 найдётся такое ρ ą 0, что для всех
достаточно больших n для случайно выбранного графа с n вершинами с
большой вероятностью выполнено свойство

min
SĂV, |S|ďρn

|ΓpSq|

|S|
ě d´ 1´ δ.

Объясните, почему оценку pd´ 1´ δq нельзя заменить на d´ δ.

2.2 Рёберное расширение
В нашем основном определении 1 требуется, чтобы граф обладал свойством
«вершинного расширения». Можно ввести числовую характеристику гра-
фа —коэффициент вершинного расширения, который показывает, насколь-
ко хорошими экспандерными свойствами данный граф обладает.

Определение 2 Будем называть коэффициентом вершинного расшире-
ния графа G “ pV,Eq число

hV pGq “ min
SĂV, |S|ďn{2

|ΓpSq|

|S|

Согласно определению, граф G является однородным pn, d, εq-экспандером,
если hV pGq ě 1` ε.

Иногда бывает удобно рассмотреть несколько другое свойство графа —
свойство рёберного расширения.
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Определение 3 Будем называть коэффициентом рёберного расширения
графа G “ pV,Eq число

hEpGq “ min
SĂV, |S|ďn{2

|EpS, S̄q|

d|S|

Большое значение коэффициента рёберного расширения означает, что для
любого множества вершин S достаточно большая доля рёбер, выходящих из
вершин этого множества, приходят в вершины вне S (так сказать, «торчат
наружу»).

Упражнение 6 (а) Докажите, что для любого d-однородного графа G

hV pGq ě hEpGq.

(б) Если в d-однородном графе с n вершинами у каждой вершины есть пет-
ля, а коэффициент рёберного расширения равен ε, то такой граф является
однородным комбинаторным pn, d, εq-экспандером в смысле определения 1.

Утверждение 1 Для любого d-регулярного графа с n вершинами

hEpGq ď
1

2
`Op1{nq.

Доказательство: Пусть число вершин n чётно. Мы покажем, что в любом
d-регулярном графе найдется множество вершин A из n{2 вершин, для ко-
торого значение |EpA, Āq| сравнительно невелико. Для этого возьмем мы
случайное множество из n{2 вершин и посчитаем среднее значение коэф-
фициента реберного расширения |EpA,Āq|

|A| для такого множества.
Каждая вершина попадает в A с вероятностью 1{2. У каждого ребра

вероятность того, что один его конец попадет в A, а второй не попадет,
равна

n{2

n´ 1
“ 1{2`Op1{nq.

Следовательно, математическое ожидание |EpA, Āq| равно общему числу
рёбер в графе, умноженному на 1{2`Op1{nq.

Можно заключить, что найдется хотя бы одно множество вершин A раз-
мера n{2, у которого число ребер, пересекающих границу A, не превосходит
dn{4`Opd{nq. Это и означает, что коэффициент рёберного расширение гра-
фа не превосходит 1{2`Op1{nq. Таким образом, для чётных n утверждение
доказано.

Упражнение 7 Докажите утверждение 1 для нечётных n.

От добавочного члена Op1{nq в утверждении 1 можно избавиться. Мы оста-
вим доказательство этого утверждения в качестве упражнения:
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Упражнение 8 Для всех n и всех чётных d, в каждом d-регулярного
графе с n вершинами найдётся такое множество A из n{2 вершин, что
|EpA, Āq| ď dn

4 (другими словами, коэффициент рёберного расширение гра-
фа не может быть больше 1{2).

Замечание: Можно доказать, что в достаточно больших графах коэф-
фициент рёберного расширения должен быть строго меньше 1{2. Точнее,
существует такая константа C ą 0, что для всех достаточно больших n
в каждом d-регулярном графе с n вершинами найдётся множество A для
которого

|EpA, Āq|

d|A|
ď

1

2
´

C
?
d
,

см. [14].

2.3 Двудольные экспандеры.
В этом разделе мы введём ещё одно важное определение расширяющего
графа — двудольный экспандер.

Определение 4 Двудольный граф G “ pL,R,Eq (L и R — левая и правая
доли графов, E — множество рёбер) называется двудольным pn,m, d, k, εq-
экспандером, если |L| “ n, |R| “ m, степень всех вершин в левой доле
L равна d, и выполняется следующее свойство расширения: для любого
множества S Ă L, |S| ď k множество соседей (соседи S лежат в R)
достаточно велико: |ΓpSq| ą p1´ εqd|S|.

Замечание: Чем меньше значение ε в этом определении, тем сильнее требо-
вание к графу. В приложениях как правило используют двудольные экспан-
деры с ε ă 1{2. А для применения в теории кодирования (для построения
экспандерных кодов) часто требуются двудольные экспандеры с ещё мень-
шими значениями ε.

Теорема 2 Пусть ε – некоторое положительное число. Тогда для любых
n и k ď n найдется d “ Oplog nq и m “ Opdkq такие, что существует
двудольный pn,m, d, k, εq-экспандер.

Замечание: Константы в Op¨q-обозначения в этой теореме зависят от ε.
Доказательство: Выберем граф случайно. Это значит, что для каждой

вершины в L мы случайно и независимо выбираем d соседей в R (таким
образом, разрешаются кратные рёбра). Покажем, что с большой вероятно-
стью такой граф оказывается экспандером.

Граф не является экспандером, если некоторое множество вершин из
левой доли графа S Ă L (размера не более k) имеет не больше p1 ´ εqd|S|
соседей. Другими словами, все соседи S содержатся в некотором подмно-
жестве правой доли графа T Ă R, состоящем из p1´ εqd|S| вершин.

Поскольку при случайном выборе графа мы проводим все nd рёбер слу-
чайно и независимо, то для каждого ребра вероятность того, что его правый
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конец окажется в фиксированном множестве T , равна |T |{m. Следователь-
но,

Probrсвойство экспандерности графа нарушеноs ď
ÿ

S,T

ˆ

|T |

m

˙sd

,

где суммирование происходит по всем множествам S Ă L размера не более
k и по всем множествам T Ă R размера p1´ εqd|S|. Оценим данную сумму
сверху:

k
ÿ

s“1

Csn ¨ C
p1´εqsd
m ¨

ˆ

p1´ εqsd

m

˙sd

(2.3)

Оценивая биномиальные коэффициенты, получаем, что сумма не превосхо-
дит

k
ÿ

s“1

´ne

s

¯s

¨

ˆ

me

p1´ εqsd

˙p1´εqsd

¨

ˆ

p1´ εqsd

m

˙sd

ď

ď

k
ÿ

s“1

«

ne

s
¨

ˆ

ep1´εq{εp1´ εqsd

m

˙εd
ffs

(2.4)

Выберем m таким, чтобы ep1´εq{εp1´εqkd
m ď 1{2. Тогда выражение в квадрат-

ных скобках из правой части (2.4) не превосходит

ne ¨ p1{2q
εd
ă 1{2

(последнее неравенство выполнено для всех d больших 1
ε logp2enq). Таким

образом, для выбранных значений параметров суммы (2.3) и (2.4) не пре-
восходят 1. Это означает, что с положительной вероятностью случайный
двудольный граф является pn,m, k, d, εq-экспандером. Теорема доказана.

Упражнение 9 Оцените асимптотику зависимости d и m от ε в тео-
реме 2: как зависят степень графа и размер правой доли от параметра
расширения ε?

2.4 Замечание об эффективных конструкциях
Когда мы говорим о экспандерных свойствах графа — вершинном или рё-
берном расширении, различных вариантах свойства «сильной связности»
или «быстром перемешивании» (мы обсудим этим свойства в следующей
главе) — возможные различные постановки вопроса:

1. Типичные свойства графа: каковы свойства «типичного», случайно
выбранного графа? Например, что можно утверждать про коэффициент
вершинного расширения для 99% графов степени d с n вершинами?
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2. Экстремальные свойства графов: насколько сильными экспандерны-
ми свойствами может обладать граф? Например, насколько большим мо-
жет быть коэффициент вершинного расширения для графа степени d с n
вершинами?

3. Явные примеры экспандеров: для каких «конкретных», «явно опи-
санных» графов можно оценить их эскадренные свойства. Нередко быва-
ет проще показать, что некоторое комбинаторное свойство выполнено для
99% графов с n вершинам, чем доказать это же свойство для какого-то
конкретного графа с простым описанием (скажем, заданного простой ал-
гебрической формулой).

4. Алгоритмически эффективные конструкции: как построить экспан-
дер, для которого не просто имеется «явное описание», но который можно
построить с помощью быстрого алгоритма.

Приведённые выше доказательства теоремы 1 и теоремы 2 неконструк-
тивны. Эти рассуждения показывают, что экспандеры с заданными пара-
метрами существуют и, более того, большинство графов являются такими
экспандерами. Однако эти доказательства не дают способа предъявить хо-
тя бы один такой граф явно. Разумеется, мы можем перебрать все графы с
заданным числом вершин и найти среди них экспандер. Но такой перебор
потребует экспоненциального (от числа вершин) времени. Хуже того, даже
для одного графа на n вершинах прямая проверка определения экспандера
требует экспоненциального перебора (нужно перебрать все подмножества
вершин и для каждого из них подсчитать число соседей).

В приложениях (например, в теории сложности вычислений и в теории
кодирования) как правило требуются алгоритмически эффективные кон-
струкции экспандеров. При этом эффективность может пониматься в двух
разных смыслах.

Эффективные в слабом смысле конструкции: экспандеры с n вершина-
ми, которые можно построить за время polypnq. В данном случае требо-
вание «построить» граф означает, что мы должны предъявить некоторое
стандартное описание этого графа (скажем, матрицу смежности или список
всех его рёбер).

Эффективные в сильном смысле конструкции: экспандеры с N “ 2Θpnq

вершинами, простые операции с которыми можно производить за время
polypnq. В таком графе каждая вершина задаётся индексом, состоящим из
Θpnq битов; мы требуем, чтобы по индексу вершины можно было найти
список всех её соседей (точнее, список индексов всех её соседей) за время
polypnq. (Тут стоит напомнить, что мы интересуемся разреженными графа-
ми, в которых у каждой вершины сравнительно небольшое число соседей.
Так что для каждой вершины размер списка её соседей будет очень корот-
ким; трудность лишь в том, как вычислять эти списки достаточно быстро.)

Поиск эффективных конструкций экспандеров с параметрами, близки-
ми к оптимальным, является одной из центральных задач теории экспанде-
ров. В разделах 4 и 5 мы изучим несколько таких конструкций, основанных
на разных математических идеях.
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2.5 Исторический коментарий
Определение экспандера, неконструктивное доказательство существование
экспандеров и первые примеры примеры их применений появилось в нача-
ле 1970-х в работах сотрудников московского Института проблем передачи
информации Л.А. Бассалыго и М.С. Пинскера, [8, 9]. Другой математик
Г.А. Маргулис (тоже сотрудник ИППИ) дал первое конструктивное доказа-
тельство существование экспандера [10]. Стоит также отметить, что граф со
свойством сильной связности (довольно близким к ставшему стандартным
определению экспандера) использовался ещё в 1960-х в работе Барздиня и
Колмогорова [11].
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Глава 3

Спектральные экспандеры.

В этой главе мы введём определение спектрального экспандера и изучим
его связь с определением комбинаторного экспандера из главы 2.

3.1 Матрица графа.
Граф c n вершинами описывается матрицей смежности M размерности
nˆ n, в которой элемент mij равно числу рёбер, соединяющих i-ую и j-ую
вершины графа. Эта матрица симметрична. Если граф однородный и сте-
пень каждой вершины равна d, то сумма чисел в каждой строке и каждом
столбце матрицы равна d.

Различные свойства графа удобно описывать в терминах этой матрицы:

• pi, jq-й элемент матрицы Mk есть число путей длины k, идущих из
вершины i в вершину j;

• если разделить матрицу M на d, то получится матрица, у которой
сумма любой строки и любого столбца равна 1. Умножение на эту
матрицу описывает случайное блуждание: если p “ pp1, . . . , pnq

J есть
вектор-столбец, состоящий из вероятностей, описывающих некоторое
распределение на вершинах графа, то вектор p 1

dMpq задает распреде-
ление через один шаг случайного блуждания (мы выбираем случай-
ную вершину v согласно распределению p и переходим к её соседу,
выбрав случайно одно из d рёбер, выходящих из v).

Последнее наблюдение показывает, что случайное блуждание по графу (из
текущей вершины мы равновероятно переходим по одному из рёбер в сосед-
нюю вершину, затем в соседнюю вершину к соседней, и так далее) связано
со степенями матрицыM{d: чем ближе эти степени к матрице равномерного
перемешивания (в которой все элементы равны 1{n), тем более равномерно
распределен результат случайного блуждания.
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Изучать степени матрицы естественно в собственном базисе. Мы уви-
дим, что в терминах собственных чисел матрицы M естественно выража-
ются многие комбинаторные свойства графа. Для начала сделаем несколько
простых наблюдений:

• матрицаM симметрична и потому имеет ортогональный собственный
базис над вещественным полем, с вещественными собственными зна-
чениями;

• поскольку сумма всех чисел в каждой строке равна d, вектор-столбец
p1, 1, . . . , 1qJ является собственным вектором и имеет собственное зна-
чение d;

• все собственные значения не превосходят d по модулю: поскольку сум-
мы элементов во всех строках матрицы равны d, то максимум модулей
собственного вектора при умножении на M увеличивается не более
чем в d раз;

• если граф состоит из нескольких компонент связности, то имеется
несколько собственных векторов с собственным значением d (для вер-
шин одних компонентах связности берём единицы, для других нули);

• напротив, если граф связен, то собственный вектор со значением d
единственный: возьмём максимальную по модулю координату этого
вектора (вершину графа), она равна среднему по соседям, и потому
во всех соседях должно быть то же значение; то же верно для соседей
соседей, и т.д.;

• у матрицы двудольного графа имеется собственный вектор со значе-
нием ´d: надо в одной доле взять единицы, а в другой минус единицы;

• если у матрицы графа есть собственный вектор со значением ´d, то
этот граф имеет двудольную связную компоненту (возьмём макси-
мальную по модулю координату, в её соседях будет то же число с
противоположным знаком, и так далее: связная компонента этой вер-
шины делится на две доли).

Упражнение 10 Найдете все собственный числа матрицы полного графа
с n вершинами (а) без петель и (б) с петлями.

Для краткости мы иногда будем называть собственные числа (спектр)
матрицы графа просто собственными числами (спектром) графа.

Упражнение 11 Пусть спектр графа G (с n вершинами и m рёбрами,
без петель и кратных рёбер) состоит из чисел λ1, . . . , λn.

(а) Чему равна сумма
n
ř

i“1

λi?

(б) Чему равна сумма
n
ř

i“1

λ2
i ?
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(в) Выразите через собственные числа графа число треугольников (цик-
лов длины 3) в G.

Упражнение 12 Докажите, что спектр регулярного графа симметри-
чен относительно нуля тогда и только тогда, когда граф является дву-
дольным.

Мы уже знаем, что у регулярного графа степени d все собственные числа
по абсолютной величине не превосходят d, и есть хотя бы одно собственное
число в точности равное d. Упорядочим собственные числа графа по абсо-
лютной величине:

d “ |λ1| ě |λ2| ě . . . ě |λn|.

Как мы увидим уже в следующем разделе, экспандерные свойства графа
(например, свойства вершинного и рёберного расширения) связаны с зазо-
ром между |λ1| и |λ2|. В дальнейшем нам часто придётся говорить о втором
по абсолютной величине собственном числе графа G. Для удобства введём
специальное обозначение

λpGq :“ |λ2|.

Напомним также, что максимальное собственное число всякой симмет-
ричной матрицыM равно максимуму отношения Рэлея по всем ненулевым
векторам:

λ1 “ max
x“0

xJMx

||x||2
.

Далее, если x1 есть собственный вектор, соответствующий собственному
значению λ1, то модуль второго (по абсолютной величине) собственное чис-
ло матрицы может быть определено как максимум модуля отношения Рэлея
по всем векторам, ортогональным x1:

λpMq “ max
xKx1

|xJMx|

||x||2
.

В частности, если первый собственный вектор имеет вид x1 “ p1, 1, . . . , 1q
J,

то

λpMq “ max
x : x1`...`xn“0

|xJMx|

||x||2
.

Аналогичное утверждение верно и для собственных чисел матрицы, упоря-
доченных по убыванию (не по абсолютной величине):

Упражнение 13 Пусть λi, i “ 1, . . . , n —собственные числа симметрич-
ной матрицы M , расположенные в порядке убывания,

λ1 ě λ2 ě . . . ě λn,

и xi соответствующие им собственные векторы. Докажите, что для
i “ 2, . . . , n

λi “ max
xKx1,...,xi´1

xJMx

||x||2
.
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Упражнение 14 Если A, B являются симметричными стохастически-
ми матрицами, то λpA`Bq ď λpAq ` λpBq (где λpMq обозначает второе
по абсолютной величине собственное число матрицы).

3.2 Спектральный зазор и свойство перемеши-
вания

В этой разделе мы определим спектральный экспандер как однородный
граф с достаточно большим спектральным зазором. Мы изучим простей-
шие свойства спектральных экспандеров и покажем, что спектральный за-
зор связан с некоторыми комбинаторными свойствами графа (свойства «быст-
рого перемешивания»).

Определение 5 Регулярный граф G степени d с n вершинами будем на-
зывать спектральным pn, d, γq-экспандером, если λpGq ď γd.

Другими словами, спектральный pn, d, γq-экспандер — это граф степени d,
у которого все собственные числа кроме одного по абсолютной величине не
превосходят γd.

Если γ “ 0, это означает, что матрица графа является матрицей пол-
ного перемешивания (в каждой клетке матрицы стоит элемент 1{n). Такое
возможно лишь в случае d “ n (такой матрицей обладает полный граф с
петлями). Если же значение γ положительно, но сравнительно мало, это
означает, что граф в том или ином смысле обладает свойствами «хорошего
перемешивания». Далее мы докажем два утверждения, несколько разным
способом формализующие это соображение. Первое из этих утверждений
(известное как лемма о перемешивании) гласит, что в спектральном экс-
пандере число рёбер, ведущих из множества вершин A в множество вершин
B, сравнительно мало отличается от d¨|A|¨|B|

n .

Лемма 1 (о перемешивании – expander mixing lemma) Для произволь-
ных (возможно, пересекающихся) множеств вершин A и B в спектраль-
ном pn, d, γq-экспандере выполняется неравенство

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|EpA,Bq| ´
d ¨ |A| ¨ |B|

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď γd
a

|A| ¨ |B|.

Замечание 1: Леммой о перемешивании удобно пользоваться, когда мно-
жества вершин A и B достаточно велики (каждое из них занимает некото-
рую фиксированную долю среди n вершин графа), а параметр γ очень мал
(значительно меньше, чем доли |A|{n и |B|{n). Лемма говорит, что число
рёбер между парой таких множеств A, B достаточно велико, т.е. спектраль-
ный экспандер обладает определённым свойством «сильной связности».

Замечание 2: Лемма о перемешивании и говорит, в частности, что один
шаг случайного блуждания в спектральном экспандере (с достаточно ма-
лым значением параметра γ) довольно быстро приближает любое начальное
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распределение к равномерному. Чтобы заметить это, перепишем её утвер-
ждение в менее симметричном виде

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|EpA,Bq|

d|A|
´
|B|

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď γ

d

|B|

|A|
.

Для интерпретации этого неравенства удобно рассмотреть равномерное рас-
пределение вероятностей на подмножестве вершин A. Мы выбираем случай-
ную вершину из A и делаем один шаг случайного блуждания (переходим
по случайно выбранному ребру в соседа данной вершины). Какова вероят-
ность того, что в результате мы попадем в одну из вершин множества B?
Мы можем утверждать, что эта вероятность равна |EpA,Bq|

d|A| . Если бы итого-
вое распределение оказалось равномерным, то данная вероятность была бы
равна доле множества B во всём графе, т.е. |B|{n. Хотя на самом деле полу-
чаемое распределение и не является равномерным, но вероятность попасть
из случайной вершина A в какую-нибудь вершину множества B отличается
от «идеальной» вероятности |B|{n ненамного — не более, чем на γ

b

|B|
|A| .

Доказательство леммы о перемешивании: Обозначим 1A и 1B характе-
ристические векторы множеств A и B (i-ая координата соответствующего
вектора равен единице, если i-ая вершина графа принадлежит A или B
соответственно; значение координаты равно нулю в противном случае). За-
метим, что сумма квадратов координат вектора 1A есть в точности число
элементов в множестве A; аналогично, сумма квадратов координат вектора
1B есть в точности число элементов в множестве B. Следовательно, евкли-
дова норма этих векторов есть квадратный корень из числа элементов в A
и B соответственно,

||1A||2 “
a

|A|, ||1B ||2 “
a

|B|.

Если M — матрица графа, то число рёбер, ведущих из A в B равно

|EpA,Bq| “ 1JA ¨M ¨ 1B (3.1)

Мы должны оценить эту величину, используя определение спектрального
экспандера.

Пусть e1, . . . , en — ортонормированный собственный базис матрицы M
заданного графа, а λ1, . . . , λn – соответствующие собственные числа. Мы
считаем, что собственные числа упорядочены по убывания абсолютной ве-
личины:

|λ1| ě |λ2| ě . . . ě |λn|

При этом

e1 “
1
?
n
p1, 1, . . . , 1qJ,

а λ1 “ d, и |λi| ď γd для i ą 1. Разложим векторы 1A и 1B по собственному
базису: 1A “

ř

aiei, 1B “
ř

biei. Если M — матрица графа, то

|EpA,Bq| “ 1JA ¨M ¨ 1B “ p
n
ÿ

i“1

aieiq
J ¨M ¨ p

n
ÿ

i“1

bieiq “
n
ÿ

i“1

λiaibi. (3.2)
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Выделим первый член из суммы в правой части (3.2):

|EpA,Bq| “ d
|A|
?
n
¨
|B|
?
n
`

n
ÿ

i“2

λiaibi

Остается оценить сумму всех остальных членов этой суммы.
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|EpA,Bq| ´
d ¨ |A| ¨ |B|

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |

n
ÿ

i“2

λiaibi| ď γd|
n
ÿ

i“1

aibi|

ď γd ¨ ||1A||2 ¨ ||1B ||2 “ γd ¨
a

|A||B|

и лемма доказана.

В следующем утверждении мы с другой стороны посмотрим на замеча-
ние 2 к лемме о перемешивании (стр. 18). Мы снова начнем с равномерного
распределения на подмножестве вершин графа A и сделаем один шаг слу-
чайного блуждания. Мы покажим, что получающееся в результате распре-
деление вероятностей на вершинах графа довольно близко к равномерному.
Точнее, мы оценим `2-норму «погрешности» — разности между полученным
нами распределением и настоящим равномерным распределением на графе.

Утверждение 2 В спектральном pn, d, γq-экспандере для любого множе-
ства вершин A выполняется неравенство

ÿ

v

ˆ

|Γpvq XA| ´
d|A|

n

˙2

ď pγdq2
|A|pn´ |A|q

n

(здесь |Γpvq X A| обозначает число рёбер, ведущих из вершины v во мно-
жество A; сумма по всем вершинам графа).

Доказательство: Обозначим a “ |A|
n (доля, которую множество A зани-

мает среди всех вершин графа). Заметим, что выражение в левой части
доказываемого неравенства есть квадрат нормы вектора

¨

˚

˚

˝

|Γpv1q XA| ´ da
|Γpv2q XA| ´ da

. . .
|Γpvnq XA| ´ da

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

|Γpv1q XA|
|Γpv2q XA|

. . .
|Γpvnq XA|

˛

‹

‹

‚

´ d ¨

¨

˚

˚

˝

a
a
. . .
a

˛

‹

‹

‚

.

В этой разности уменьшаемое

x “

¨

˚

˚

˚

˝

|Γpv1q XA|
|Γpv2q XA|

...
|Γpvnq XA|

˛

‹

‹

‹

‚

,
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есть вектор, в котором i-ая координата равна числу рёбер, ведущих из i-ой
вершины графа в множество A, а вычитаемое

y “ d ¨

¨

˚

˚

˚

˝

a
a
...
a

˛

‹

‹

‹

‚

есть проекция x на направление 1 “ p1, . . . , 1qJ. В самом деле, в разности
x´ y сумма координат равна нулю; это значит, что x´ y ортогонален 1.

Таким образом, мы хотим оценить квадрат нормы вектора x´y, принад-
лежащего подпространству векторов с нулевой суммой координат. В этом
подпространстве все собственные числа матрицы графа M по модулю не
превосходят γd, так что при умножении на M норма вектора увеличивает-
ся не более, чем в pγdq раз.

Обозначим 1A вектор из t0, 1un, у которого единицы стоят в позициях,
соответствующих элементам множества A, и нули во всех остальных пози-
циях. Тогда x “M ¨ 1A и y “M ¨ pa ¨ 1q. Таким образом,

x´ y “M ¨ 1A ´M ¨ pa ¨ 1q “M ¨ p1A ´ pa ¨ 1qq ,

и
||M ¨ p1A ´ pa ¨ 1qq ||

2 ď pγdq2 ¨ ||1A ´ pa ¨ 1q||
2.

Наконец, нетрудно подсчитать квадрат нормы 1A ´ a ¨ 1; в этом векторе в
an координатах стоит число a´1 и в оставшихся p1´aqn координатах стоит
число ´a. Поэтому ||1A´a1||2 “ ap1´aq2n`p1´aqa2n “ ap1´aqn. В итоге
мы получаем

›

›

›

›

›

›

›

›

›

¨

˚

˚

˚

˝

|Γpv1q XA| ´ da
|Γpv2q XA| ´ da

...
|Γpvnq XA| ´ da

˛

‹

‹

‹

‚

›

›

›

›

›

›

›

›

›

2

ď pγdq2ap1´ aqn.

Упражнение 15 Выведите лемму о перемешивании из утверждения 2.

Упражнение 16 Вершины спектрального pn, d, γq-экспандера нельзя рас-
красить менее чем в 1{γ цветов так, чтобы никакие смежные вершины
не были покрашены в один цвет.

Упражнение 17 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспан-
дером, целое число k ď 1{γ является делителем n, и вершины графа раскра-
шены в k цветов так, что каждый из цветов использован ровно для n{k
вершин. Докажите, что найдётся хотя бы одна вершина, среди соседей
которой встречаются все k цветов.
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3.3 Лапласиан графа
Пусть G “ pV,Eq — граф с n вершинами (не обязательно однородный) и
x “ px1, . . . , xnq распределение весов на вершинах графа. Рассмотрим меру
«неоднородности» данного распределения:

Lappxq “
ÿ

tu,vuPE

pxu ´ xvq
2

(для каждого рёбра мы берём квадрат разности весов, сопоставленных его
весам). Эта функция x называется лапласианом графа. Лапласиан графа
с n вершинами определен для любого x P Rn.

Лапласиан – это квадратичная форма, матрицу которой легко описать:

Утверждение 3 Для всякого графа G

Lappxq “ xJpDegpGq ´Mqx,

гдеM — матрица смежности графа, а DegpGq — матрица степеней графа
(в i-ой клетке диагонали стоит степень i-ой вершины графа, а во всех
клетках вне диагонали стоят нули). В частности, для однородного графа,
в котором все вершины имеют степень d,

Lappxq “ xJpd ¨ I ´Mqx,

где I — единичная матрица размера nˆ n.

Доказательство: Прежде всего заметим, что добавление или удаление пе-
тель не меняет ни величину Lappxq, ни значение xJpDeg ´Mqx. Так что
без ограничения общности можно считать, что в графе G петель нет. А для
графов без петель нетрудно заметить, что

Lappxq “
ÿ

tu,vuPE

px2
u ` x

2
v ´ 2xuxvq “

ÿ

vPV

pdegpvq ¨ x2
vq ´ 2

ÿ

tu,vuPE

xuxv “

“ xJ ¨Deg ¨ x´ xJ ¨M ¨ x.

Утверждение доказано.

Далее мы будем предполагать, что граф является однородным и каждая
вершина имеет степень d. Если спектр матрицы графа M состоит из чисел

d “ λ1 ě λ2 ě . . . λn,

то спектр лапласиана состоит из чисел

d´ λn ě d´ λn´1 ě . . . ě d´ λ1 “ 0.

Мы уже знаем, что спектр M лежит в интервале r´d, ds, причём (i) крат-
ность собственного числа d равна числу компонент связности, и (ii) крат-
ность собственного числа ´d равна числу двудольных компонент связности.
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Следовательно, собственные числа лапласиана лежат в интервале r0, 2ds,
причём кратность собственного числа 0 равна числу компопнет связности,
а кратность собственного числа 2d есть число двудольных компонент связ-
ности.

Эти свойства спектра можно усмотреть непосредственно из определения
лапласиана. Во-первых, ясно, что Lappxq является неотрицательно опреде-
ленной функцией; следовательно, все собственные числа неотрицательны.
Далее, Lappx1, . . . , xnq “ 0, если и только если внутри каждой компоненты
связности значения xi постоянны (для каждого ребра значения, сопостав-
ленные его концам, одинаковы). Наконец,

Lappxq “
ÿ

tu,vuPE

pxu ´ xf q
2 ď

ÿ

tu,vuPE

px2
u ` x

2
vq “ 2d

ÿ

vPE

x2
v.

Это значит, что каждое собственное число L не превосходит 2d; причем соб-
ственный вектор x соответствует собственному значению 2d, если и только
если для каждого ребра pi, jq соответствующие значения xi и xj противо-
положны. Размерность подпространства таких x равна числу двудольных
компонент графа.

Упражнение 18 Обозначим L лапласиан d-регулярного графа G “ pV,Eq,
где число вершин n “ |V |. Обозначим 0 “ λ1 ď λ2 ď . . . ď λn собственные
числа лапласиана. Пусть λ2 “ 0, а λ10 ą 0. Обозначим e2 собственный
вектор, соответствующий собственному числу λ2. Докажите, что среди
координат e2 встречается не более 9 различных значений.

3.4 От спектрального экспандера к комбина-
торному

В этой разделе мы изучим связь между спектральным и комбинаторным
определениями экспандера. Мы покажем, что всякий спектральный экспан-
дер является однородным комбинаторным экспандером (и чем больше зазор
между первым и вторым собственным числом у спектрального экспандера,
тем более сильные свойства рёберного и вершинного расширения мы можем
гарантировать для этого графа).

Теорема 3 Пусть граф G содержит n вершин, степень каждой вершины
равна d и спектр матрицы графа состоит из чисел

λ1 ě λ2 ě . . . ě λn.

Тогда для любого множества вершин A (непустого и не совпадающего со
множеством всех вершин) |EpA,Āq|

1
n ¨|A|¨|Ā|

ě d´ λ2.

Замечание 1: В данном случае λ2 – это второе в порядке убывания (не
по абсолютной величине!) собственное значение графа.
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Замечание 2: Если λ2 “ d, то в графе больше одной компоненты связно-
сти. Если множество вершинA образует компоненту связности, то |EpA, Āq| “
0. Так что в графе с нулевым зазором между первым и вторым собственным
числом коэффициенты рёберного и вершинного расширения также равны
нулю.

Из теоремы 3 немедленно получаем связь спектрального и комбинатор-
ного определения экспандера:

Следствие 1 (спектральный зазор ùñ рёберное расширение) Для вся-
кого спектрального pn, d, γq-экспандера

min
|A|ďn{2

|EpA, Āq|

|A|
ě
dp1´ γq

2
,

так что hEpGq ě 1´γ
2 .

Следствие 2 (спектральный зазор ùñ вершинное расширение) Для
всякого спектрального pn, d, γq-экспандера hV pGq ě 1´γ

2 . Мы доказали даже
немного более сильное свойство:

min
|A|ďn{2

|ΓpAqzA|

|A|
ě
p1´ γq

2
.

Таким образом, если взять спектральный pn, d, γq-экспандер без петель и
добавить к каждой вершине петлю, мы получим граф, для которого

min
|A|ďn{2

|ΓpAq|

|A|
ě 1`

p1´ γq

2
.

Такой граф с будет однородным комбинаторным pn, d, 1´γ
2 q-экспандером.

Первое доказательство теоремы о рёберном расширении: Пусть A –
некоторое множество вершин графа (непустое и не совпадающие с множе-
ством всех вершин). Обозначим x P t0, 1un характеристическую функцию
этого множества (xi “ 1, если i-ая вершина графа принадлежит A, и xi “ 0
иначе). Тогда

|EpA, Āq|

|A||Ā|
“

ř

tu,vuPE

|xu ´ xv|

1
2 ¨

ř

tu,vu

|xu ´ xv|

(в числителе сумма берётся по всем парам точек, соединённых ребром, а в
знаменателе по произвольным парам вершин). Поскольку каждое значение
|xi´xj | есть ноль или единица, данное выражение можно переписать в виде

|EpA, Āq|

|A||Ā|
“

ř

tu,vuPE

pxu ´ xvq
2

1
2 ¨

ř

tu,vu

pxu ´ xvq2
“

xJLx
1
2 ¨

ř

tu,vu

pxu ´ xvq2
. (3.3)
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Напомним, что второе собственное число лапласиана (равное d´λ2) рав-
но минимуму отношения Рэлея по всем векторам, ортогональным вектору
1 “ p1, . . . , 1q:

d´ λ2 “ min
yK1

yJLy

||y||2
“ min

yK1

yJLy
ř

v
y2
v

(3.4)

Выражения (3.3) и (3.4) выглядят похожими. Чтобы сделать аналогию меж-
ду этими отношениями более очевидной, преобразуем знаменатель (3.4).
При условии y K 1 (т.е. сумма координат y равна нулю) имеем

ÿ

tu,vu

pyu ´ yvq
2 “

ÿ

tu,vu

py2
u ` y

2
v ´ 2yuyvq “ 2n

ÿ

v

y2
v ´ p

ÿ

v

yvq
2 “ 2n

ÿ

v

y2
v .

Таким образом, (3.4) можно переписать в виде

d´ λ2 “ min
yK1

yJLy
1

2n ¨
ř

tu,vu

pyu ´ yvq2
(3.5)

Заметим также, что сдвигая вектор y (прибавляя одно и то же число к
каждой компоненте вектора), мы не изменим ни числитель, ни знамена-
тель (3.5). Следовательно, можно переписать (3.5) в виде

d´ λ2 “ min
y∦1

yJLy
1

2n ¨
ř

tu,vu

pyu ´ yvq2
(3.6)

(условие y ∦ 1 означает, что знаменатель (3.6) не обращается в ноль). Срав-
нивая (3.3) и (3.6), заключаем, что

d´ λ2 ď
|EpA, Āq|
1
n ¨ |A||Ā|

для любого множеств вершин A, для которого правая часть неравенства
имеет смысл (т.е. A и Ā непусты). Теорема доказана.

Второе доказательство теоремы о рёберном расширении: Пусть A есть
множество вершин графа (размера не более n{2). Обозначим 1A и 1Ā харак-
теристические векторы самого множества A и его дополнения. Рассмотрим
вектор

f “ |Ā|1A ´ |A|1Ā

сумма координат которого равна нулю. Его норма

||f ||2 “ |Ā|2 ¨ |A| ` |A|2 ¨ |Ā| “ |A| ¨ |Ā| ¨ n

Далее мы подсчитаем значение fJM f “
ř

i,jmijfifj . Рассмотрим вклад
каждого ребра графа в эту сумму. Если ребро не явлется петлёй (ребро с
концами pi, jq, где i “ j), то его вклад состоит из двух слагаемых mijfifj `
mjififj , что равняется
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• 2|Ā|2, если оба конца ребра лежат в A,

• 2|A|2, если оба конца ребра лежат в Ā,

• ´2|A| ¨ |Ā|, если один конец ребра лежит в A, а другой в Ā.

Если же концы рёбра совпадают (ребро является петлей с концами pi, iq),
то его вклад в сумму вклад сумму

ř

i,jmijfifj состоит из единственного
члена miif

2
i . Это число равно

• |Ā|2, если i-ая вершина лежит в A,

• |A|2, если i-ая вершина лежит в Ā.

Удобно пересчитать эту сумму, подсчитывая вклад не по рёбрам, а по кон-
цам рёбер. В сумму входят слагаемые трёх видов:

• |Ā| для конца каждого ребра, ведущего из A в A (всего таких концов
рёбер d|A| ´ |EpA, Āq|),

• |A| для конца каждого ребра, ведущего из Ā в Ā (всего таких концов
рёбер d|Ā| ´ |EpA, Āq|),

• ´|A| ¨ |Ā| от обоих концов каждого ребра, ведущего из A в Ā (таких
рёбер |EpA, Āq|).

(в первом и втором пункте мы считаем, что у петли один конец). Таким
образом,

fJM f “ pd|A|´ |EpA, Āq|q ¨ |Ā|2`pd|Ā|´ |EpA, Āq|q ¨ |A|2´2|EpA, Āq| ¨ |A| ¨ |Ā|.

Учитывая, что |A| ` |Ā| “ n, получаем

fJM f “ dn|A| ¨ |Ā| ´ |EpA, Āq|n2.

Разложим вектор f по векторам ортонормированного собственного базиса
матрицы графа:

f “ pf , e2q ¨ e2 ` . . .` pf , enq ¨ en

(первый коэффициент в разложении f по собственному базису равен нулю,
поскольку f ортогонален e1 “

1?
n
p1, . . . , 1q). Заметим, что

fJM f “
ÿ

iě2

λif
2
i ď λ2||f ||

2.

Сравнивая два полученных выражения для fJM f , получаем

dn|A| ¨ |Ā| ´ n2 ¨ |EpA, Āq| ď λ2 ¨ n|A| ¨ |Ā|,

что и требовалось доказать.
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3.5 От комбинаторного экспандера к спектраль-
ному˚

Теорема 4 Пусть G является однородным графом степени d с n верши-
нами, и спектр этого графа состоит из чисел

λ1 ě λ2 ě . . . ě λn.

Тогда min
|A|ďn{2

|EpA,Āq|
|A| ď

a

2dpd´ λ2q.

Замечание: Для наглядности можно соединить оценки для коэффициента
рёберного расширения из следствия 2 и из теоремы 4:

1´ pλ2{dq

2
ď hEpGq ď

a

2p1´ pλ2{dqq.

Доказательство: Обозначим ei собственные векторы матрицы графа, со-
ответствующие собственным числам λi. Как обычно, мы можем считать,
что эти векторы попарно ортогональны, причём e1 “ p1, . . . , 1q.

Нас будет интересовать второй собственный вектор e2. Поскольку он
ортогонален e1, сумма координат e2 равна нулю.

Мы хотим показать, что если зазор между d и λ2 мал, то в графе най-
дется множество со сравнительно малым коэффициентом рёберного рас-
ширения. Другими словами, в графе есть сравнительно небольшой разрез:
множество вершин графа можно так разделить на две части V “ AYA, что
число рёбер, соединяющих A и A не превосходит |A| ¨

a

2dpd´ λ2q. Такой
разрез мы построим с помощью собственного вектора e2.

Без ограничения общности будем считать, что не более половины ко-
ординат вектора e2 неотрицательны. Будем также считать, что вершины
графа vi пронумерованы таким образом, что координаты e2 идут в порядке
невозрастания:

pe2q1 ě pe2q2 ě . . . ě pe2qn .

Заменим отрицательные координаты этого вектора на нули, а положитель-
ные (которых, напомним, не больше n{2) оставим прежними. Обозначим
полученный вектор f “ pf1, . . . , fnq

J. Формально координаты нового векто-
ра определены по правилу

fi :“ maxt0, pe2qiu.

В дальнейшем мы будем изучать две меры «неоднородности» вектора f .
Первая из них — это уже знакомы нам лапласиан вектора f “ pf1, . . . , fnq

J,

Lappfq “
ÿ

ti,juPE

|fi ´ fj |

(см. с. 22); вторая мера неоднородности — тоже лапласиан, но вычисленный
не для исходного вектора, а для pf2

1 , . . . , f
2
nq; эту величину мы обозначим

Lapsqpfq :“
ÿ

ti,juPE

|f2
i ´ f

2
j |. (3.7)
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Сначала мы оценим коэффициент рёберного расширения графа через зна-
чение Lapsqpfq, а затем покажем, как Lapsqpfq связано со спектральным
зазором.

Лемма 2 Lapsqpfq ě hEpGq ¨ ||f ||
2.

Доказательство леммы: Напомним, что мы считаем вершины графа vi
пронумерованными таким образом, что

f1 ě f2 ě . . . ě fn.

Это соглашение позволяет нам избавиться от модуля в определение (3.7):

Lapsqpfq “
ÿ

ti,juPE,iăj

f2
i ´ f

2
j “

ÿ

ti,juPE,iăj

j´1
ÿ

k“i

pf2
k ´ f

2
k`1q “

“

n´1
ÿ

k“1

pf2
k ´ f

2
k`1q ¨ |Eptv1, . . . , vku, tvk`1, . . . , vnuq|

“
ÿ

k : fką0

pf2
k ´ f

2
k`1q ¨ |Eptv1, . . . , vku, tvk`1, . . . , vnuq| (3.8)

Напомним, что у вектора f не более половины координат не равны нулю.
Это значит, что в сумме (3.8) ненулевой вклад дают только слагаемые для
k ď n{2.

По определению коэффициента рёберного расширения для всех k ď n{2
мы можем оценить множитель |Eptv1, . . . , vku, tvk`1, . . . , vnuq| (количество
рёбер, у которых один конец имеет номер не больше k, а другой — строго
больше k) числом hEpGq ¨ k. Получаем

Lapsqpfq “
ÿ

ti,juPE,iăj

f2
i ´ f

2
j ě hEpGq

n´1
ÿ

k“1

pf2
k ´ f

2
k`1q ¨ k “

“ hEpGq
ÿ

fią0

f2
i “ hEpGq ¨ ||f ||

2,

и лемма доказана.
Замечание: Из доказательства леммы 2 видно, что если значение Lapsqpfq

достаточно мало, то среди разрезбиений графа вида

V “ tv1, . . . , vku \ tvk`1, . . . , vnu

найдётся хотя бы один, пересекающий сравнительно мало рёбер.
Лемма 2 позволяет нам оценить рёберное расширение графа с помощью

Lapsqpfq. Теперь мы покажем, как значение Lapsqpfq связано с более стан-
дартной величной Lappfq.

Лемма 3 Lapsqpfq ď
?

2d ¨
a

Lappfq ¨ ||f ||2.
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Доказательство леммы: Применим неравенство Коши–Бунаковского:

ÿ

ti,juPE

|f2
i ´f

2
j | ď

ÿ

ti,juPE

|fi´fj |¨|fi`fj | ď

d

ÿ

ti,juPE

pfi ´ fjq2 ¨

d

ÿ

ti,juPE

pfi ` fjq2

Первый из двух сомножителей, полученных в правой части, равен корню
из Lappfq. А второй можно оценить как

d

ÿ

ti,juPE

pfi ` fjq2 ď

d

2
ÿ

ti,juPE

pf2
i ` f

2
j q “

a

2d ¨ ||f ||,

и лемма доказана.
Остаётся связать лапласиан f и спектральный зазор графа.

Лемма 4 Для лапласиана вектора f выполнено неравенство

Lappfq ď pd´ λ2q||f ||.

Доказательство леммы: Для самого вектора f лапласиан вычислить труд-
но, но мы знаем значение лапласиана на каждом из собственных векторов
графа. В частности, из утверждения 3 мы немедленно получаем

Le2 “ pd ¨ I ´Mqe2 “ pd´ λ2qe2

(где L обозначает матрицу лапласиана).
Теперь сравним Le2 и Lf . Заметим, что для координат i, в которых

fi “ pe2qi ą 0, значение pLfqi может быть только меньше, чем pLe2qi. Сле-
довательно,

ppd ¨ I ´Mqfqi ď pd´ λqfi.

С другой стороны, координаты, в которых fi “ 0, не дают никакого вклада
в сумму

ř

fi ¨ pLfqi. Таким образом,

Lappfq “
n
ÿ

i“1

fi ¨ pLfqi “
ÿ

i : fią0

pfqi ¨ ppd ¨ I ´Mqfqi ď pd´ λ2q||f ||
2,

и лемма доказана.
Соединяя утверждения лемм 2, 3 и 4, мы получаем утверждение теоре-

мы.

3.6 Насколько большим может быть спектраль-
ный зазор?

Мы уже знаем, что чем больше зазор между первым и вторым собственным
числом, тем более сильные свойства перемешивания и расширения мы мо-
жем гарантировать для такого графа. Возникает вопрос: насколько боль-
шим можно сделать этот зазор? В этом разделе мы установим границы
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возможного — мы покажем, что спектральный зазор невозможно сделать
слишком большим. Другими словами, в d-регулярном графе модуль вто-
рого собственного числа не может быть слишком маленьким. Лучшее, на
что мы можем надеяться — это второе собственное число примерно равное
2
?
d´ 1. Сформулируем это утверждение более точно.

Теорема 5 Для любого числа d, в d-регулярных графах G с n вершинами
второе по абсолютной величине собственное число ограничено снизу:

λpGq ě 2
?
d´ 1´ op1q

при nÑ8.

Доказательство: Чтобы вычислить λpGq (модуль второго по абсолютной
величине собственного числа графа), мы рассмотрим степень этого графа
(l-ая степень графа G есть граф с тем же множеством вершин; ребрами же
становятся пути длины l в исходном графе). Матрица l-ой степени графа
есть l-ая степень матрицы исходного графа; собственные числа при этом
тоже возводятся в l-ую степень.

Мы рассмотрим некоторую чётную степень графа l “ 2k. Напомним,
что для оценки второго собственного числа симметричной матрицы надо
ограничить соответствующую ей квадратичную форму на ортогональное
дополнение к первому собственному вектору e “ p1, . . . , 1qJ и взять её мак-
симум на единичном шаре. Таким образом,

λpGq2k “ λpG2kq ě
fJM2kf

||f ||2

для любого вектора f с нулевой суммой координат. В качестве f мы берём
вектор вида

f “ p0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0,´1, 0, . . .qJ

У этого вектора ровно две ненулевые координаты (i-ая и j-ая). Вершины i
и j мы выбираем так, чтобы расстояние между ними было максимальным
возможным (т.е. равно диаметру графа G).

Для выбранного вектора f имеем

fJM2kf “ rчисло p2kq-путей из i в is `
` rчисло p2kq-путей из j в js ´ 2 ¨ rчисло p2kq-путей из i в js

Теперь выбираем k “ t
diameterpGq´1

2 u; поскольку расстояние между i и j
больше 2k, число p2kq-путей из i в j равно нулю. Остаётся оценить число
циклов с началами и концами в i и в j. Мы оценим число циклов в графе G
снизу через число циклов в дереве степени d. Такие циклы соответствуют
циклам в G, которые можно «стянуть» в вершину по рёбрам графа. Таким
образом,

λpGq2k ě

„

число путей длины 2k с началом и
концом в корне дерева степени d



.
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Теперь нам нужно подсчитать число циклов длины 2k в дереве степени
d (с фиксированным началом и концом). В таком цикле 2k рёбер делятся
на шаги, на которых мы удаляемся от корня, и шаги, на которых мы при-
ближаемся к корню; каждый раз, когда мы делаем шаг в сторону от корня,
мы выбираем одно ребро из pd´1q; когда мы делаем шаг по направлению к
корню, у нас есть единственная возможность. Число способов разделить 2k
шагов на шаги, на которых мы приближаемся к корню, и шаги, на которых
мы удаляемся от корня (число правильных скобочных структур, составлен-
ных из k пар скобок) равно k-ому числу Каталана Ck. Таким образом, число
интересующих нас циклов не меньше

Ck ¨ pd´ 1qk “
Ck2k
k ` 1

¨ pd´ 1qk “
22k

polypkq
¨ pd´ 1qk.

Следовательно,

λpGq ě 2
?
d´ 1

ˆ

1

polypkq

˙1{2k

.

Остаётся заметить, что k (диаметр графа, деленный пополам) стремит-
ся к бесконечности при росте числа вершин графа n. Так что выражение
´

1
polypkq

¯1{2k

можно заменить на p1´ op1qq.

3.7 Спектральные экспандеры: теорема о су-
ществовании

Мы изучили разные свойства спектральных экспандеров, однако до сих
пор не задавались вопросом о существовании таких графов. Напомним, что
мы хотели бы иметь графы, у которых второе по абсолютной величине
собственное число мало по сравнению с d. В этом разделе мы докажем
утверждение о существовании таких графов, хотя и не в самой сильной
форме. (Теоремы о существовании в той форме, которую мы докажем в этом
разделе, достаточно для большинства приложений). В следующем разделе
мы обсудим более сильный вариант этого утверждения, требующий более
сложного доказательства.

Теорема 6 Пусть γ ą 0 — произвольное число. Тогда для достаточно
больших d существует граф с n “ d4 вершинами степени d, у которого
все собственные числа, кроме первого d, не превосходят по модулю γd.

Доказательство: Мы докажем, что при определённом соотношении меж-
ду числом вершин и числом рёбер почти все однородные графы обладают
таким свойством. Слова «почти все» здесь означают, что при некотором
естественном распределении вероятностей случайно выбранный граф ока-
зывается спектральным экспандером (с нужными нам параметрами) с ве-
роятностью близкой к единице.
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Прежде всего опишем распределение вероятностей, которое мы будем
использовать. Оно будет отличаться от распределения, использованного в
доказательстве теоремы 1. Мы будем считать, что n (число вершин) чётно.
Если n чётно, мы имеем право рассмотреть на n вершинах совершенные па-
росочетания. (Совершенное паросочетание есть такой набор из n{2 рёбер,
что каждая из n вершин является концом ровно одного ребра. Другими
словами, совершенное паросочетание на n вершинах есть граф степени 1,
состоящий из n{2 рёбер.) Мы выбираем на n вершинах d случайных паро-
сочетаний P1, . . . , Pd (каждое из d паросочетантий выбирается равномерно;
все d выборов делаются независимо). Объединение выбранных паросочета-
ний мы и будем считать графом G. Отметим, что в таком графе не может
быть петель, однако могут быть кратные рёбра (поскольку одно и то же
ребро может входить в несколько паросочетаний).

Мы обозначаем собственные числа полученного графа λi и считаем, что

d “ |λ1| ě |λ2| ě . . . ě |λn|.

Теперь нам нужно оценить λpGq “ |λ2|. При возведении матрицы в степень
(мы выберем десятую степень) все собственные числа возводятся в ту же
степень и след матрицы станет равным

λ10
1 ` λ10

2 ` . . .` λ10
n .

Первое слагаемое равно d10; если для какой-то матрицы вся сумма близка
к d10, то все слагаемые кроме первого малы. А существование такой матри-
цы будет доказано, если мы убедимся что среднее значение следа матрицы
M10 (для матрицы графа, выбранного случайно описанным выше способом)
близко к d10.

В нашем распределении вероятностей все вершины графа равноправ-
ны. След M10 равен сумме диагональных элементов, поэтому его среднее
значение равно среднему значению одного элемента, умноженному на n. А
среднее значение одного элемента равно среднему числу путей длины 10,
начинающихся и кончающихся в данной вершине. Так что нам надо дока-
зать, что среднее число таких путей ненамного больше, чем d10{n.

Подсчёт удобно интерпретировать в терминах вероятностей. Будем счи-
тать, что помимо d паросочетаний P1, . . . , Pd (напомним, что каждое из ко-
торых выбирается независимо, причём все паросочетания равновероятны)
мы отдельно (и независимо) выбираем набор из 10 чисел ω “ pω1, . . . , ω10q,
каждое число от 1 до d. После этого мы (для фиксированной вершины гра-
фа) строим путь длины 10, выходящий из этой вершины. На первом шаге
он идёт вдоль паросочетания Pω1 , на втором — вдоль Pω2 , и так далее. Нас
интересует вероятность того, что после 10 шагов мы вернёмся в исходную
точку. Точнее, мы хотим показать, что она равна 1

n ¨ p1` op1qq.
Поменяем порядок усреднения: если усреднять сначала по выбору ωi, то

получается число петель длины 10 (делённое на d10), которое затем можно
усреднять по выбору Pi. Мы же проведём усреднение в другом порядке:
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сначала для каждого фиксированного набора ωi мы усредняем по всем гра-
фам, и лишь потом усредняем по всевозможным наборам ωi.

Все наборы ω “ ω1, . . . , ω10 делятся на три категории:

1. гарантированно приводящие в исходную точку (независимо от выбора
Pd); к этой категории относятся наборы, в которые после сокращений
подряд идущих равных чисел ничего не остаётся;

2. наборы, состоящие из десяти разных чисел.

3. наборы, которые сокращаются не полностью, но в которых присут-
ствуют равные числа (мы идём несколько раз по одному и тому же
паросочетанию, но не обязательно подряд).

Для каждого из этих трёх типов наборов ω мы оцениваем количество та-
ких наборов, а также (для каждого фиксированного набора) вероятность
получить замкнутый путь при случайном выборе паросочетаний.

1. Количество наборов первого типа не превосходит Opd5q. В самом деле,
есть некоторое (фиксированное, так как число 10 фиксировано) чис-
ло способов сокращения, и для каждого способа сокращения имеется
не более d5 способов его реализации (пять сокращающихся пар). Для
каждого такого ω вероятность получить замкнутый путь равна 1 —
какой бы граф мы не выбрали, путь с пометками ω обязательно при-
ведет в исходную вершину.

2. Наборы без повторений составляют большинство из общего числа d10

(при достаточно больших значениях d). При этом вероятность того,
что на последнем шаге цикл замкнётся, и мы вернемся в исходную вер-
шину есть 1{n, поскольку последнее ω10 число в наборе ранее не встре-
чалось и соответствующее ω10 паросочетание независимо с предыду-
щими 9 шагами нашего пути.

3. Количество наборов второго типа есть Opd9q, где константа в O-обоз-
начении соответствует числу возможных пар позиций, где происходит
совпадение (то есть C2

10 “ 10 ¨ 9{2).
В наборе ω “ ω1 . . . ω10 будем сокращать пары идущих подряд одина-
ковых букв, пока такие сокращения возможны. По условию набор не
сократится полностью — останется некоторое несократимое ω1. Дока-
жем, что вероятность вернуться в исходную точку для такого набора
ω1 равна Op1{nq. Мы докажем даже более сильное утверждение: ве-
роятность того, что при движении по пути ω1 мы хотя бы одну (не
обязательно исходную) вершину посетим дважды, равна Op1{nq.
Разобьём интересующее нас событие на случаи в зависимости от того,
когда путь в первый раз возвращается в уже пройденную вершину и
того, какой эта вершина была по счёту. Разных случаев снова будет
не больше C2

10, так что достаточно рассмотреть вероятность одного из
них.
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В момент перед назначенным возвращением в уже пройденную вер-
шину уже фиксированы некоторые рёбра некоторых паросочетаний
(те, что использованы в пути), а следующее ребро (по которому мы
должны попасть в уже посещённую вершину) ещё не фиксировано.
Поэтому для его конца остаётся не менее n´ 10 вариантов, и вероят-
ность выбрать один из них не больше 1{pn´ 10q “ Op1{nq.

Осталось сложить оценки вероятности из трёх разобранных случаев. Полу-
чаем для среднего числа замкнутых путей оценку сверху

O

ˆ

d5

d10

˙

¨ 1` 1 ¨
1

n
`O

ˆ

d9

d10

˙

¨O

ˆ

1

n

˙

.

Если n “ d4, то второй член в этой сумме будет основным, и потому среднее
значение следа есть

n ¨ d10 ¨
1

n
p1` op1qq “ d10p1` op1qq.

Следовательно, существуют и даже образуют подавляющее большинство
графы, у которых след десятой степени матрицы близок к d10 и потому
все собственные числа (кроме первого) равны opdq. Таким образом, теорема
доказана.

Упражнение 19 Докажите аналогичное утверждение для n “ d8.

Замечание: Как мы покажем в следующем разделе, некоторое обобще-
ние метода из доказательства теоремы 6 позволяет доказать значительно
более сильную оценку для спектрального зазора в случайном графе. Одна-
ко при первом чтении раздел 3.8 можно пропустить, поскольку теоремы 6 и
утверждения из упражнения 19 достаточно для всех применений, которые
нам потребуются в этой книге.

3.8 Усиление спектральной оценки для случай-
ного графа˚

В этом разделе мы покажем, как улучшить оценку из главы 3.7 и дока-
зать существование d-регулярных графов со вторым собственным числом
Opd3{4q (вместо доказанной в предыдущем разделе оценки opdq).

Теорема 7 Для всякого d и всех достаточно больших n существует спек-
тральный экспандер с параметрами pn, d,Op1{d1{4qq (d-регулярный граф,
второе собственное число которого по модулю не превосходит Opd3{4q).

Доказательство: Мы докажем теорему для чётных n (доказательство для
нечётных n оставляется читателю в качестве упражнения). Случайный граф
с n вершинами мы выбираем так же, как и в доказательстве теоремы 6. Мы
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независимо выбираем d случайных (по равномерной мере) паросочетаний
на n вершинах и объединим их в один граф. В результате получается граф,
в котором каждая вершина имеет степень d (в графе могут быть кратные
ребра, но не может быть петель). Матрицу полученного графа обозначим
M . Нужно доказать, что с большой вероятностью второе (по абсолютной
величине) собственное число этой матрицы равно Opd3{4q.

Мы будем оценивать среднее значение следа M2k для матрицы M слу-
чайно выбранного графа при подходящем k, которое подберём позже. (Мы
возводим M непременно в чётную степень; это нужно для того, чтобы сте-
пени всех собственных чисел стали положительными.) Удобно заранее поде-
лить матрицу на d, чтобы первое собственное число стало равным единице.
Мы оценим второе собственное число графа λpGq через след M2k:

1` pλ{dq2k ď trrpM{dq2ks (3.9)

Из этого неравенства видно, что нам достаточно доказать существование
графа, для которого правая часть в данном неравенстве мала. Для этого
мы, как и раньше, оцениваем сверху среднее значение правой части.

Математическое ожидание следа равно сумме математических ожида-
ний диагональных элементов. Все они одинаковы, поэтому правая часть (3.9)
равна n, умноженному на вероятность вернуться из данной точки в себя по-
сле k случайных шагов по нашему случайному графу. Таким образом, мы
должны показать, что эта вероятность лишь немного превосходит 1{n.

Вероятностное пространство является произведением двух независимых
выборов. Во-первых, мы выбираем d независимых паросочетаний P1, . . . , Pd
на n вершинах (эти паросочетания и образуют граф G). Во-вторых, мы вы-
бираем случайное слово длины 2k в алфавите из d букв P1, . . . , Pd (каждом
шаге блуждания по графу мы идем по ребру, которое получилось из од-
ного из d паросочетаний Pi). Нас интересует следующее событие: начав с
фиксированной вершины и проходя по рёбрам выбранных паросочетаний в
выбранном порядке, мы в итоге возвращаемся в исходную вершину.

Оценим эту вероятность сначала для каждого p2kq-буквенного слова от-
дельно, а потом усредним по всем словам. Прежде всего мы заметим, что
идущие в таком слове две одинаковые буквы подряд можно сократить (мы
идем по одному и тому же ребру сначала в одну сторону, а потом обратно).
Среди слов есть такие, от которых после выполнения сокращений ничего
не остаётся; для таких слов интересующая нас вероятность равна 1. Другая
простая ситуация: если после сокращения остаётся слово, в котором никакое
паросочетание Pi не встречается дважды, то вероятность равна 1{pn´1q: на
последнем шаге условная вероятность вернуться в начало (при любом раз-
витии событий на предыдущих шагах) равна 1{pn´1q, так как предыдущие
шаги никак не ограничивают последнее паросочетание.

Мы увидим, что для большинства слов вероятность вернуться в исход-
ную вершину близка к 1{n. Это большинство образуют регулярные слова.
Чтобы определить, будет ли слово регулярным, представим себе его на-
писанным по кругу и сократим (в том числе в точке контакта начала и
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конца). Если останется непустое слово, не являющееся степенью (не име-
ющее периода, меньшего длины цикла), то исходное слово будем называть
регулярным. Нерегулярные слова, таким образом, после сокращений име-
ют вид XY iX´1, где Y — несократимое слово (слово, в котором нигде не
встречаются две одинаковые буквы подряд).

Лемма 5 Доля нерегулярных слов не больше Opk2p9{dqkq.

Доказательство леммы 5: Нам нужно оценить число слов, которые после
сокращения имеют вид XY iX´1.

Чтобы описать нерегулярное слово, нужно задать буквы в соответству-
ющих X и Y . При этом требуется задать не более k букв (буквы X парны к
буквам X´1, а буквы в Y i входят в i ě 2 копиях). Таким образом, при фик-
сированных длинах X и Y у нас есть не более dk способов выбрать слово
XY iX´1.

Остаётся для каждой пары X,Y подсчитать число схем сокращения —
число нерегулярных слов, которые после сокращения приводятся к виду
XY iX´1. Будем сокращать исходное слово длины 2k слева направо (до-
бавляем очередную букву и сокращаем её с предыдущей, если сокраща-
ется). Схему сокращения опишем символически: если добавленная буква
впоследствии сократится, изображаем её левой скобкой, а ту, с которой она
сократится, правой. Буквы, которые так и не сократятся, изобразим звёз-
дочками. Таких последовательностей из скобок и звёздочек существует не
больше, чем 32k. Наконец, к такой последовательности остаётся добавить
длины слов X и Y , каждое не более Opkq.

Получатся, что число нерегулярных словне превосходит dk ¨ 32k ¨Opk2q.
Делим эту величину на общее число всех слов длины 2k в алфавите из d
символов (т.е. на d2k) и получаем Opk2p9{dqkq. Лемма 5 доказана.

Упражнение 20 Докажите, что последовательность скобок и звёздочек
в схеме сокращения можно однозначно восстановить, если знать, где сто-
ят левые скобки. (Это наблюдение позволяет усилить оценку в лемме 5
до Opk2p4{dqkq.)

Лемма 6 Для любого регулярного слова W вероятность того, что зада-
ваемое W преобразование оставляет данную точку на месте (для случай-
ных паросочетаний P1, . . . , Pd), не превышает 1{pn´ 2kq `Opk4{n2q.

Доказательство леммы 6: Нам будет удобно представлять себе вероятност-
ный процесс следующим образом: вместо того, чтобы выбирать случайные
паросочетания заранее, будем определять их постепенно по мере чтения
слова W , оставляя не фиксированными те части паросочетаний P1, . . . , Pd,
которые пока не понадобились. В каждый момент этого процесса для каж-
дого паросочетания Pi уже определённая часть представляет собой набор
рёбер (пар вершин графа), причём каждая вершина используется не бо-
лее одного раза. Когда мы переходим к следующей букве слова W , может
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оказаться, что очередное ребро уже определено имеющейся частью пере-
становок (вынужденный ход), а может оказаться, что нет (свободный ход).
В последнем случае мы доопределяем нужную перестановку, соединяя вер-
шину (равновероятно) со всеми оставшимися кандидатами.

Будем говорить, что происходит совпадение, когда на свободном ходу
мы попадаем в уже пройденную вершину. Заметим, что первое попадание в
уже пройденную вершину всегда будет совпадением (в предыдущую верши-
ну мы попали впервые, и потому из неё все ходы будут свободными, кроме
возвратного, который невозможен, так как W несократимо). Поэтому ин-
тересующая нас вероятность разбивается на два случая:

• мы вернулись в исходную вершину, при этом произошло ровно одно
совпадение;

• мы вернулись в исходную точку, при этом произошло не менее двух
совпадений.

Второй случай разбивается на Opk2q вариантов в зависимости от момен-
тов совпадений (мест в словеW , где они произошли). Вероятность каждого
варианта не более 1{pn´2kq2. В самом деле, условная вероятность совпаде-
ния при фиксированной предыстории (пути до него) не больше k{pn´ 2kq,
так как мы доопределяем перестановку в новой точке и имеется не менее
n ´ 2k равновероятных вариантов, из которых не более k успехов. Таким
образом вероятность второго случая не превосходит Opk4{n2q (можно счи-
тать, что k ! n, иначе оценка тривиальна).

Осталось показать, что в первом случае вероятность совпадения не пре-
восходит 1{pn´2kq. Это следует из того, что совпадение произойдёт в зара-
нее известном месте, а именно, при движении по последней букве слова Y
в разложении W “ XYX´1. Более того, до этого момента все пройденные
вершины будут различны.

Сейчас мы это докажем, и при этом нам придётся воспользоваться непе-
риодичностью слова Y (см. определение регулярного слова). Посмотрим на
момент, когда мы впервые попадаем в уже пройденную вершину.

Этот момент будет совпадением, поэтому достаточно доказать, что это слу-
чается в конце слова Y . В самом деле:

• после этого новые вершины в пути уже не появятся, так как из новых
вершин нужно вернуться в старые, и это будет совпадением;

• свободных ходов больше не будет, так как это было бы вторым совпа-
дением;
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• вынужденных ходов из каждой вершины (за исключением точки вет-
вения) не более двух, при этом один невозможен (возвращение по толь-
ко что пройденному ребру означало бы, что слово W сократимо);

• поэтому движение определяется почти однозначно и состоит из несколь-
ких циклов плюс возврат в исходную вершину (по предположению мы
туда возвращаемся);

• однозначно определяются не только ходы, но и соответствующие бук-
вы слова, поэтому разбиение на цикл и отросток совпадает с разло-
жением W “ XYX´1;

• поэтому мы можем сделать только один оборот (иначе Y было бы
периодично).

Лемма 6 доказана.
Подведём итог. Мы получили суммарную оценку для среднее суммы

всех собственных чисел матрицы pM{dq2k

n ¨

ˆ

1

n´ 2k
`Opk4{n2q `Opk2p9{dqkq

˙

Остаётся подобрать параметр k. Выберем его так, чтобы p9{dqk “ 1{n2, то
есть k “ 2 logd{9 n. Тогда третье слагаемое в скобках поглощается вторым,
а 1
n´2k можно заменить на 1

n `Opk{n
2q. Значит, математическое ожидание

следа матрицы pM{dq2k не превосходит

1`Opk4{nq.

Соответственно, среднее значение второго собственного числа этой матри-
цы не превосходит Opk4{nq (напомним, что мы возвели матрицу в чётную
степень, так что все собственные числа положительны). Теперь мы можем
заключить, что найдётся хотя бы одна матрица M , у которой второе соб-

ственное число не превосходит 2k

b

Opk4q
n . (На самом деле это условие выпол-

нено не только для хотя бы одной матрицы, но для большинства матриц
M .) Вспоминая о выборе k (условие n2 “ pd{9qk), получаем оценку для
второго собственного числа

2k

c

polypkq

n
“
Op1q

d1{4
.

Теорема доказана.
Замечания:
1. Мы доказали существование хотя бы одного графа с оценкой Opd3{4q

на второе собственное число. Тоже самое рассуждение вместе с неравен-
ством Чебышёва показывает, что большинство графов по указанному рас-
пределению обладает этим свойством.
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Можно доказать, что это распределение достаточно близко к равномер-
ному распределению на множестве всех 2d-регулярных графов.

2. Мы рассматривали графы чётной степени; если требуется построить
граф нечётной степени, можно добавить по петле к каждой вершине, отчего
собственные числа увеличатся на единицу.

3. Теорема о том, что у большинства графов второе собственное чис-
ло имеет порядок Opd3{4q была доказано Бродером и Шамиром (Broder–
Shamir, [15]). Намного более сложные рассуждения (Joel Friedman, [16]) поз-
воляют доказать, что на самом деле у большинства d-регулярных графов
второе собственное число близко к 2

?
d´ 1. В тоже время, теорема 5 пока-

зывает, что второе собственное число не может быть меньше 2
?
d´ 1´ op1q

(для больших n).

3.9 Случайное блуждание на экспандерах
Мы уже отмечали, что спектральные экспандеры обладают свойствами, ко-
торые можно назвать свойством хорошего «перемешивания». Даже один
шаг случайного блуждания на спектральном экспандере заметно заметно
приближает исходное распределение вероятностей на вершинах к равномер-
ному (см. лемму о перемешивании на с. 18 и утверждение 2 на с. 20). В этом
разделе мы подробнее изучим случайное блуждание на спектральном экс-
пандере, состоящее из нескольких шагов. Для начала мы продемонстрируем
основной технический приём данного раздела на простом примере.

Утверждение 4 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспандером
без петель и A — некоторое множество вершин графа, состоящее из αn
вершин. Тогда число рёбер в индуцированном A подграфе (число рёбер, оба
конца которых принадлежат A) не превосходит

nd

2
pα2 ` γαp1´ αqq.

Замечание 1: Если выбирать ребро графа случайно, то для каждого из
его концов вероятность попасть в A равна α. Если бы эти события для двух
концов ребра были бы независимы друг от друга, то вероятность того, что
ребро попало в индуцированные A подграф, равнялась бы α2. Конечно же,
на самом деле эти события зависимы. Доказываемое утверждение гласит,
что для экспандера данную вероятность можно оценить величиной pα2 `

γαp1´ αqq.
Замечание 2: Мы уже знаем, что спектральный экспандер обладает

свойством хорошего рёберного расширения: если |A| не слишком велико,
то найдется достаточно много рёбер, ведущих из множества A в его допол-
нение. По существу, доказываемое утверждение говорит то же самое, но в
других терминах: найдется не слишком много рёбер, у которых оба конца
принадлежат A.

39



Доказательство: Рассмотрим вектор f “ pf1, . . . , fnq
J, где fi “ 1, если

i-ая вершина графа G принадлежит A, и fi “ 0 иначе. ЕслиM матрица гра-
фа, то число рёбер, оба конца которых принадлежат A, можно вычислить
как 1

2 pf
JM fq. В самом деле,

fJM f “
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

mijfifj ,

и каждое ребро графа ti, ju даёт в эту сумму вклад, равный 2 (каждое ребро
считается дважды).

Пусть e1, . . . , en – собственный ортонормированный базис матрицы M
и λ1, λ2, . . . , λn соответствующие собственные числа. Мы знаем, что e1 “

1?
n
p1, . . . , 1qJ и λ1 “ d, и |λi| ď γd для всех i ą 1.
Разложим вектор f в сумму двух ортогональных векторов: f “ f‖ ` fK,

где f‖ есть проекция f на собственный вектор e1, и fK есть проекция f на
пространство, порождённое e2, . . . , en.

Заметим, что f‖ “ c ¨ e1, где коэффициент c равен скалярному произве-
дению f и e1. Другими словами,

f‖ “
f1 ` . . .` fn

n
¨ p1, . . . , 1qJ. (3.10)

Теперь вернемся к произведению fJM f и оценим его сверху.

fJM f “ fJ‖ M f‖ ` fJKM fK “ λ1||f‖||
2 `

n
ÿ

i“1

λipfK, eiq
2 ď

ď d||f‖||
2 ` pγdq

n
ÿ

i“1

pfK, eiq
2 ď d||f‖||

2 ` pγdq||fK||
2. (3.11)

Поскольку нормы векторов f‖ и fK не превосходят нормы f , мы можем
немедленно заключить

fJM f ď p1` γqd||f ||2.

Напомним, что среди координат вектора f имеется αn единиц и p1´αq нулей.
Следовательно, квадрат нормы ||f ||2 “ αn. Отсюда мы можем немедленно
заключить, что

fJM f ď αp1` γqn,

и число рёбер в индуцированном подграфе не превосходит αp1`γqn
2 . Это уже

хорошая оценка, но мы обещали доказать немного более сильное неравен-
ство.

Где можно усилить оценку? Мы очень грубо оценили величины ||f‖||2 и
||fK||

2 как ||f ||2. На самом же деле по теореме Пифагора мы имеем ||f‖||2 `
||fK||

2 “ ||f ||2. Таким образом, (3.11) можно более аккуратно оценить как

d||f‖||
2 ` pγdq||fK||

2 ď ||f‖||
2 ` pγdqp||f ||2 ´ ||f‖||

2q “ pγdq||f ||2 ` p1´ γqd||f‖||
2.
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Остаётся вспомнить равенство (3.10) из которого следует

||f‖||
2 “

pf1 ` . . .` fnq
2

n
“ α2n.

Таким образом, мы получаем, что fJM f не превосходит

pγdqαn` p1´ γqdα2n “ pα2 ` γαp1´ αqq ¨ pdnq.

Число рёбер в индуцированном подграфе не превосходит половины от этой
величины, и утверждение доказано.

Теорема 8 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспандером
без петель и f “ pf1, . . . , fnq

J некоторый вектор. Тогда

fJM f ď γd||f ||2 `
dp1´ γq

n

˜

n
ÿ

i“1

fi

¸2

Доказательство: Рассуждение по существу повторяет доказательство утвер-
ждения 4. Обозначим e1, . . . , en ортоноримрованный собственный базис для
M и λ1, . . . , λn соответствующие собственные числа. (При этом, как обычно,
мы можем полагать e1 “

1?
n
p1, . . . , 1qJ и λ1 “ d). Далее, разложим вектор

f в сумму f “ f‖ ` fK, где f‖ параллелен, fK перпендикулярен базисному
вектору e1.

Заметим, что

f‖ “ pf , e1q ¨ e1 “

ř

fi
?
n
p1, . . . , 1qJ.

Далее,
fJM f “ pf‖q

J ¨M ¨ f‖ ` pfKq
J ¨M ¨ fK.

Поскольку fK лежит в подпространстве собственных векторов, собственные
числа которых не превосходят γd, мы получаем

fJM f ď d||f‖||
2 ` pγdq||fK||

2.

По теореме Пифагора мы имеем ||f ||2 “ ||f‖||2 ` ||fK||2. Следовательно,

fJM f ď d||f‖||
2 ` pγdqp||f ||2 ´ ||f‖||

2q.

Остаётся заметить, что ||f‖||2 “
p
ř

fiq
2

n , и теорема доказана.

Даже если граф G однороден (все вершины имеют степень d), его инду-
цированный подграф уже может быть неоднородным. Однако матрица ин-
дуцированного подграфа симметрична, а значит, имеет собственный базис.
Все собственные числа подграфа по абсолютной величине не превосходят
максимума отношения Рэлея

|fJM f |

||f ||2

среди всех ненулевых векторов f , сосредоточенных на вершинах подграфа
(координаты f для вершин, не принадлежащих A, должны быть равны
нулю). Следовательно, из теоремы 8 вытекает следующее следствие.
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Следствие 3 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспандером
без петель и A — некоторое множество вершин графа, состоящее из αn
вершин. Тогда все собственные числа индуцированного подграфа на верши-
нах A не превосходят

pγd` αp1´ γqqd.

Теперь мы готовы доказать несколько утверждений о блуждании на экс-
пандере.

Утверждение 5 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспандером
без петель и A — некоторое множество вершин графа, состоящее из αn
вершин. Рассмотрим случайное блуждание по графу

x0 ´ x1 ´ . . .´ xk,

где вершина x0 выбирается случайно (по равномерному распределению), а
затем на каждом шаге i “ 1, . . . , k следующая вершина xi выбирается
случайно (также равномерно) среди всех соседей xi´1. Тогда

Probrxi P A для всех is ď pα` γ ´ αγqk.

Доказательство: Общее число путей x0 ´ x1 ´ . . . ´ xk, в графе G равно
ndk (имеется n вариантов для выбора первой вершины x0 и по d вариантов
для выбора каждого из k шагов). Нужно подсчитать, сколько из этих путей
полностью лежат в A.

Обозначим f piq “ pf
piq
1 , . . . , f

piq
n q такой вектор, где f piqj есть число путей

длины i, проходящих только по вершинам A и заканчивающимся в j-ой
вершине графа G. В частности, в векторе f p0q в позициях вершин A стоят
единицы, а в позициях вершин вне A стоят нули.

Каждый следующий вектор f pi`1q получается из f piq умножением на мат-
рицу индуцированного подграфа. Поскольку собственные числа матрицы
этого графа не превосходят pγd` αp1´ γqqd, мы получаем

||f pkq|| ď ppγd` αp1´ γqqdqk||f p0q|| “ ppγd` αp1´ γqqdqk ¨
?
αn.

Применяем неравенство Коши и получаем, что сумма координат вектора
fk (а для вектора с неотрицательными координатами это тоже самое, что
`1-норма) не превосходит

?
n ¨ ||f pkq|| ď ppγ ` αp1´ γqqqk ¨ pdknq.

Утверждение доказано.
Замечание 1: Рассмотрим случайное блуждание по экспандеру, состоя-

щее из k “ rs шагов,
x0 ´ x1 ´ . . .´ xrs.

Как и раньше, вершина x0 выбирается случайно (по равномерному рас-
пределению), а затем на каждом шаге i “ 1, . . . , k следующая вершина xi
выбирается случайно (также равномерно) среди всех соседей xi´1. Будем
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интересоваться вероятностью того, что все вершины c номерами, кратными
s (т.е. x0, xs, x2s, . . . , xrs) попали в множество A. Вероятность этого события
оценивается следующим образом:

Probrxi P A для всех i кратных ss ď pα` γsp1´ αqqr ď pα` γp1´ αqqr.

В самом деле, нужно применить утверждение 5 не к исходному графу G,
а к его s-ой степени (к графу на n вершинах, рёбрами которого являются
пути длины s в G).

Замечание 2: Снова рассмотрим случайное блуждание по экспандеру,
состоящее из k шагов,

x0 ´ x1 ´ . . .´ xk.

На этот раз оценим вероятность того, что в множество A попали все верши-
ны c номерами xi1 , xi1`i2 , xi1`i2`i3 , . . . , xi1`i2`...`ir . Вероятность этого собы-
тия оценивается сверху

pα` γi1p1´ αqq ¨ pα` γi1p1´ αqq ¨ . . . ¨ pα` γir p1´ αqq ď pα` γp1´ αqr.

В самом деле, в рассуждение из замечания 1 легко переносится на случай,
когда шаги между «контролируемыми» номерами шагов xj неодинаковы.
Таким образом, мы доказали следующий результат:

Утверждение 6 Пусть граф G является спектральным pn, d, γq-экспандером
без петель и A — некоторое множество вершин графа, состоящее из αn
вершин. Рассмотрим случайное блуждание по графу

x0 ´ x1 ´ . . .´ xk,

где вершина x0 выбирается случайно и равномерно, а затем на каждом
шаге i “ 1, . . . , k следующая вершина xi выбирается случайно равномерно
среди всех соседей xi´1.

Пусть I Ă t0, . . . , tu некоторое подмножество номеров шагов. Тогда

Probrxi P A для всех i P N s ď pα` γ ´ αγq|I|´1.

Упражнение 21 Для распределения вероятностей p “ pp1, . . . , pnq рас-
смотрим три варианта меры «неопределённости»:

(а) энтропия Шеннона Hppq “
ř

pi “0

pi log 1
pi
,

(б) энтропия Реньи H2ppq “ ´ log

ˆ

n
ř

i“1

p2
i

˙

,

(в) min-энтропия H8ppq “ log

ˆ

min
pią0

1
pi

˙

.

Докажите, что при умножение вектора распределения p на любую два-
жды стохастическую матрицу M (все матричные элементы M неотри-
цательны; сумма элементов в каждом столбце и в каждой строке рав-
на 1) величины каждой из этих трёх энтропий выше энтропий не умень-
шаются.
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Упражнение 22 Пусть G “ pV,Eq является алгебраическим pn, d, γq-
экспандером, и A Ă E — некоторое множество его вершин. Выберем слу-
чайное ребро из A, а затем случайно выберем один из концов этого ребра.
Затем сделаем i шагов случайного блуждания по графу. Покажите, что
вероятность того, что последнее ребро в данном случайно выбранном пу-
ти принадлежит A, не превосходит |A|

|E| ` γ
i´1.
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Глава 4

Рекурсивные конструкции
экспандеров

4.1 Классические произведения графов
Напомним, что мы уже встречались с некоторым способом умножения гра-
фа на самого себя. Возведением графа G в степень k называется следующая
операция: мы сохраняем прежнее множество вершин, а рёбрами в новом
графе считаем все пути длины k в исходном графе. Результат возведения
графа в степень k мы обозначаем Gk. Если исходный граф был однородным
степени d, то его k-ая степень будет также однородным графом, но степени
dk. ЕслиM — матрица исходного графа, то матрицей его k-ой степени будет
будет Mk (обычное возведение матрицы в степень k). При этом, разумеет-
ся, собственные векторы матрицы сохраняются, а собственные числа также
возводятся в степень k.

Нетрудно также определить тензороное произведение графов. Для про-
извольных графов G1 “ pV1, E1q и G2 “ pV2, E2q назовём их тензороным
произведением граф G “ pV,Eq, в котором множество вершин V “ V1 ˆ V2

(каждая вершина в новом графе есть пара вершин исходных графов), а
рёбрами соединяются все такие пары pv1, v2q и pv11, v12q, для которых

tv1, v
1
1u P E1 и tv2, v

1
2u P E2.

Декартово произведение графов G1 и G2 мы обозначаем G1 bG2.

Упражнение 23 Объясните, как из матриц графов G1 и G2 получить
матрицу тензорного произведения G1 bG2.

Упражнение 24 Пусть спектр графа G1 состоит из чисел

λ1,1, λ1,2, . . . , λ1,n,

а спектр граф G2 состоит из чисел

λ2,1, λ2,2, . . . , λ2,m.
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Докажите, что спектр G1bG2 состоит из всевозможных произведений
pλ1,i ¨ λ2,jq.

Далее в этой главе мы определим более сложные операции на графах —
зигзаг-произведение и подстановочное произведение. Используя эти опера-
ции (вместе с тензорным произведением и обычным возведением в степень)
мы сможем строить экспандеры сколь угода большого размера из малень-
ких «строительных блоков».

4.2 Зигзаг-произведение графов
В этом разделе мы изучим метод, позволяющий получать экспандеры с
хорошими параметрами с помощью особого «произведения» графов. Это
произведение позволяет «собирать» большие спектральные экспандеры из
маленьких блоков (а подходящего вида маленькие блоки, которые и сами
должны быть эспандерами, мы можем найти перебором.)

Пусть даны два графа Gpn,Dq и HpD, dq. Запись в скобках указыва-
ет параметры: число вершин и степень каждой вершины (одинаковую для
всех вершин). Пусть при этом число вершин второго графа равно степени
первого (как в примере на рисунке).

Мы определим зигзаг-произведение этих графов. Для этого каждую вер-
шину первого графа заменим маленькой копией второго графа, прикрепив
рёбра первого графа к вершинам второго. (В маленьком графе как раз
нужное число вершин.) Обратим внимание, что в прикреплении есть про-
извол — конкретный выбор соответствия в каждой вершине не играет роли.
Получится граф с nD вершинами и рёбрами двух типов — большими рёб-
рами, унаследованными из из первого графа, и малыми, унаследованными
из второго. (На рисунке — сплошные и пунктирные линии соответственно.)
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Зигзаг-произведение (zig-zag product): Вершины у зигзаг-произведения бу-
дут те же, но рёбра совсем другие. В качестве рёбер нового графа мы берём
все пути длины 3 вида

[пунктирное ребро] – [сплошное ребро] – [пунктирное ребро].

Другими словами, каждое сплошное ребро порождает d2 рёбер зигзаг-произведения
(соединяющих пары пунктир-соседей концов сплошного ребра), как пока-
зано на рисунке (рёбра зигзаг-произведения показаны кривыми линиями):

Легко видеть, что все вершины зигзаг-произведения имеют степень d2 (каж-
дое из двух пунктирных рёбер можно выбрать d способами).

Опишем матрицу графа, полученного в результате зигзаг-произведения.
Для этого мы рассмотрим две матрицы размера nD ˆ nD (координаты со-
ответствуют вершинам графа). Первая матрица H̃ есть матрица графа с
рёбрами из пунктирных линий, вторая матрица G̃ соответствует графу с
теми же вершинами, но с рёбрами из сплошных линий. (Обозначения пока-
зывают, что эти матрицы происходят из соответственно первого и второго
графов, участвующих в зигзаг-произведении). В H̃ каждый столбец и каж-
дая строка содержат d единиц, а в G̃ — только одну единицу. Отметим, что
G̃ задаёт перестановку на множестве вершин, и её норма1 равна единице.
Ясно, что матрицей зигзаг-произведения будет произведение матриц H̃G̃H̃.

1Мы рассматриваем операторную норму матрицы, т.е. норму соответствующего ей
линейного оператора над веткорным пространством векторов с нормой `2. Более точно,
норма матрицы определяется как }M} :“ max

x“0

}Mx}
}x}

(нормы векторов в числителе и

знаменателе дроби понимаются в смысле `2).
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Замечание 1. Вершины в зигзаг-произведении графов G и H удобно за-
давать парами «координат» pg, hq, где g есть вершина графа G, а h — вер-
шина графа H (первая координата задаёт номер копии графа H, а вторая
координата указывает вершину внутри этой копии).

Замечание 2. Если G несвязен, то процедуру зигзаг-умножения G на H
можно произвести независимо для каждой из компонент связности G (и
полученный в итоге граф заведомо не будет связным).

Далее мы докажем оценки для второго собственного числа зигзаг-про-
изведения.

4.3 Первая спектральная оценка для зигзаг-
произведения

Докажем, что зигзаг-произведение двух графов, у которых малы вторые
(по абсолютной величине) собственные числа, тоже имеет небольшое второе
собственное число.

Теорема 9 Зигзаг-произведение алгебраического pn,D, αq-экспандера G и
алгебраического pD, d, βq-экспандера H является алгебраическим экспанде-
ром с параметрами pnD, d2,ď α` β ` β2q.

Замечание. Можно улучшить оценку для второго собственного числа до
α` β, но мы ограничимся доказательством более слабого утверждения.
Доказательство: Чтобы оценить второе собственное значение симметрич-
ной матрицы, надо ограничить квадратичную форму на ортогональное до-
полнение к первому собственному вектору e0 “ p1, . . . , 1q

J и взять её мак-
симум на единичном шаре. Другими словами, модуль второго собственного
числа матрицы H̃G̃H̃ есть максимум выражения

|fJHG̃H̃ f|

по всем векторам f длины nD, имеющим единичную длину и ортогональ-
ных e0 (то есть имеющих нулевую сумму координат). Чтобы оценить это
выражение, разложим f в сумму f “ g`h следующим образом: координаты
g одинаковы в каждой из «облаков» (копий графа H), а для h на каж-
дой копии графа H сумма координат равна нулю. Чтобы оценить значение
квадратичной формы на произвольном векторе f K e0, мы отдельно изуим
действие матриц G̃ и H̃ на векторы g и h:

(a) H̃g “ d ¨ g, поскольку внутри каждой копии H веса (координаты) век-
тора g одинаковы, и каждый из них распространяется в d соседей в
том же облаке.

(b) }H̃h} ď βd ¨ }h}, поскольку вектор h в каждой копии H ортогонален
первому собственному вектору матрицы графа H, а все остальные
собственные векторы этой матрицы не превосходят (по модулю) βd.
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(Если в каждой компоненте норма оператора не превосходит βd, то
это верно и для всего оператора.)

(c) |gJ G̃g| ď α}g}2; в самом деле, квадратичная форма в левой части со-
держит один ненулевой член для каждого ребра, позаимствованного
из графа G (теперь это ребро соединяет две вершины из разных обла-
ков). Поэтому выражение внутри знака модуля из левой части равно
ĝJ ¨MpGq¨ ĝ, гдеMpGq — матрица смежности графа G, а ĝ получается
из g склеиванием равных значений в каждой компоненте. При этом
сумма координат в ĝ (как и в исходном векторе f) равна нулю. По-
этому данное выражение (по предположению о графе G) оценивается
как αm}ĝ}2, что равно как раз α}g}2.

Теперь мы можем оценить искомое выражение:

|fJ H̃G̃H̃ f | “ |pg ` hqJ H̃G̃H̃ pg ` hq| ď

ď |gJ H̃G̃H̃ g| ` 2|gJ H̃G̃H̃ h| ` |hJ H̃G̃H̃ h|.

Первое из трёх слагаемых равно d2|gJG̃g| по свойству (a) и потому не пре-
восходит αd2}g}2 по (b). Второе слагаемое не превосходит 2 ¨ pβdq ¨d ¨ }g} ¨ }h}
(матрица G̃ есть матрица перестановки и сохраняет норму). Наконец, тре-
тье слагаемое не превосходит pβdq2}h}2 по аналогичным причинам. В этих
оценках можно заменить }g} и }h} на }f} и получить

pα` 2β ` β2q}f}2.

Это уже довольно хорошая оценка, но мы можем её усилить и избавиться
от двойки перед коэффициентом β. Для этого заметим, что по неравенству
Коши–Буняковского 2}g} ¨ }h} ď }h}2 ` }g}2. Следовательно,

αd2}g}2 ` 2 ¨ pβdq ¨ d ¨ }g} ¨ }h} ` pβdq2}h}2 ď

ď d2 ¨ pα}g}2 ` β}g} ` β}h}2 ` pβdq2}h}2q ď

ď pα` β ` β2qd2 ¨ p}g}2 ` }h}2q.

Остается вспомнить, что векторы g и h ортогональны друг другу, и по
теореме Пифагора }g}2 ` }h}2 “ }f}2. Таким образом, мы получаем оценку

|fJ H̃G̃H̃ f | ď pα` β ` β2qd2}f}2,

и теорема доказана.

4.4 Две рекурсивные конструкции с зигзаг-про-
изведением

Построим последовательность явно заданных графов одной и той же сте-
пени с растущим числом вершин, имеющих малые собственные числа. Ос-
новная идея: возводя матрицу в квадрат, мы не меняем число вершин гра-
фа и уменьшаем (возводим в квадрат) нормализованное (т.е. делённое на
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степень графа) второе собственное число. Зато мы увеличиваем (тоже воз-
водим в квадрат) степень вершины. Но это можно скомпенсировать зигзаг-
умножением на фиксированный граф H.

Опишем конструкцию более подробно. Зафиксируем граф Hpd4, d, 1{10q
для некоторого d (для достаточно больших d такой граф, как мы видели,
существует). Затем построим последовательность графов G0, G1, . . ., поло-
жив

• G0 “ H2. Параметры этого экспандера: pd4, d2, 1{100q.

• Gn`1 есть зигзаг-произведение G2
n и H. По индукции доказывается,

что экспандер Gn имеет параметры pd4n`4, d2,ď 1{2q. В самом деле,
после возведения в квадрат получаем pd4n`4, d4, 1{4q, а умножение на
Hpd4, d, 1{10q даёт число вершин d4n`8, степень каждой вершины d2 и
третий параметр

1

4
`

1

10
`

1

102
ă

1

2
,

что завершает доказательство.

Мы получили конструкцию экспандера, конторая является эффектив-
ной в «cлабом» смысле — такие графы можно строить за время полино-
миальное от числа вершин. Но в приложениях нам могут понадобиться
экспандеры эффективные в более сильном смысле: графы, для которых по
номеру вершины можно эффективно найти список номеров её соседей (см.
обсуждение на с. 12).

Чтобы более точно определить, что такое эффективная конструкция
графа G “ pV,Eq, мы произвольным образом зафиксируем для каждой вер-
шины графа нумерацию инцидентных ей рёбер. Будем называть функцией
вращения отображение

N : xx, iy Ñ y,

которое сопоставляет вершине графа x P V и номеру i (не превосходяще-
му степени вершины x) вершину y P V , которая является i-ым соседом x
(выйдя из x по i-ому ребру, мы попадём в вершину y “ Npx, iq).

Если число вершин в графе не превосходит 2n, а степень каждой вер-
шины равна 2d, то каждую вершину можно задавать n-битным индексом, а
номер выходящего из вершины ребра, соответственно, d-битным индексом.
Таким образом, функцию вращения можно понимать как отображение

N : t0, 1un ˆ t0, 1ud Ñ t0, 1un.

Сильная эффективность означает, что время вычисления Npx, iq полино-
миально зависит от длины аргументов, т.е. от от логарифма от числа вер-
шин и от логарифма степени графа. (Для сравнения: в «слабо эффектви-
ной» конструкции графа функция вращения будет вычислимой за время
полиномиально зависящее от самого числа вершин графа, а не от его лога-
рифма).
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Как происходит вычисление функции N в построенной нами последо-
вательности графов? Номер ребра представляет собой пару чисел, каждое
от 1 до d. Вершина графа Gn`1 представляет собой пару: одна вершина G2

n

(=вершина Gn) и одна вершина H. Движение по ребру: сначала идём по
ребру H, попадаем в какую-то вершину H (в диапазоне 1 . . . d4), воспри-
нимаем её как пару чисел в диапазоне 1 . . . d2, рекурсивно идём по двум
рёбрам графа Gn и затем делаем ещё ход в H. Таким образом, вычисле-
ние N для графа Gn`1 использует два вызова аналогичного вычисления
для Gn, что приводит к экспоненциальной оценке по n, и полиномиальной
вычислимости функции N не получается.

Однако можно модифицировать конструкцию, используя не предыду-
щий граф Gn, а граф с половинным индексом. Для начала выберем граф
H с параметрами pd8, d, 1{10q, а затем построим последовательность

G0 : p1, d2, 1{2q

G1 : pd8, d2, 1{2q

G2 : pd16, d2, 1{2q

. . .

Gn : pd8n, d2, 1{2q

. . .

Начальные графы G0 и G1 построить легко (G0 — это граф, состоящий из
единственной вершины и d2 петель, граф G1 можно получить из H раз-
множением рёбер в d раз, что не меняет собственных чисел). Затем можно
воспользоваться рекуррентной формулой

Gn “ pGtpn´1q{2u bGrpn´1q{2sq
2 z©H,

где b обозначает тензорное произведение, а z© — зигзаг-произведение. Тен-
зорное произведение в скобках имеет параметры pd8pn´1q, d4, 1{2q, после воз-
ведения в квадрат получается pd8pn´1q, d8, 1{4q и после зигзаг произведение
pd8n, d2, 1{2q (в силу того же вычисления с 1{4 и 1{10, что и раньше).

Преимущество новой конструкции в том, что при вычислении «функции
вращения» N два рекурсивных вызова относятся к половинным значениям
n; глубина рекурсии теперь стала логарифмической по n, и общее время
вычисления полиномиально по n.

Замечание. Описанная конструкция работает для всех достаточно боль-
ших чётных d. В частности, можно взять в качестве d некоторую степень
двойки. Таким образом, мы научились эффективно строить по заданному n
спектральный экспандер с параметрами p2cn, Op1q, 1{2q (для некоторой кон-
станты c, не зависящей от n). Если требуется уменьшить нормализованной
собственное число с 1{2 до некоторого δ ą 0, достаточно возвести построен-
ный граф в степень rlog2p1{δqs; при этом степень графа возведётся в такую
же степень, а число вершин не изменится. Отметим, что экспандеры с 2n

часто бывают удобны в приложениях (см., например, главу 7).
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Упражнение 25 Докажите, что для всех достаточно больших n суще-
ствует явная в сильном смысле конструкция спектрального p2n, Op1q, 1{2q-
экспандера (без предположения, что n кратно некоторому фиксированно-
му числу c).

4.5 Аффинная плоскость как экспандер
Все явные последовательности экспандеров, которые мы строили, формиро-
вались вокруг «затравочного» экспандера H с подходящими параметрами,
который мы находили перебором (длина перебора не зависела от n, так что
мы имели право использовать его в полиномиальном по n алгоритме). Сей-
час мы опишем алгебраическую конструкцию, которая позволяет строить
нужный нам затравочный граф без перебора.

Пусть q – простое число. Рассмотрим граф APq, вершинами которого
являются все пары pa, bq P Z2

q, а рёбрами соединены такие вершины pa, bq,
pc, dq, что

ac “ b` d mod q

Полезно представлять себе пару pa, bq как точку на аффинной плоскости
над Zq, а pc, dq — как прямую, задаваемую уравнением y “ cx´ d, которая
проходит через эту точку.

Таком образом, граф состоит из q2 вершин, и степень каждой вершины
равна q. Покажем, что второе по абсолютной величине собственное число
графа равно ?q.

Можно заранее догадаться, что данный граф обладает хорошими свой-
ствами перемешивания. В самом деле, вторая степень этого графа (соответ-
ствующая блужданию по графу APq по путям длины два) очень близка к
полному перемешиванию. Поэтому удобно произвести спектральный анализ
не для самого APq, а для его квадрата.

Обозначим M матрицу графа APq. Будем считать, что вершины pa, bq
нумеруются сначала по первой, а потом по второй координате. Таким обра-
зом, матрица M состоит из q2 квадратных блоков размера q ˆ q; в каждом
таком блоке (i-ом по горизонтали, j-ом по вертикали) ребра соответствуют
переходу из вершин вида pi, ˚q в вершины pj, ˚q.

МатрицуM2 легко выписать в явном виде. Действительно,M2 описыва-
ет пути длины 2 на APq. Если i “ j, то есть ровно один такой путь из pi, kq
в pj, lq (поскольку на плоскости есть ровно одна прямая, которая проходит
через точки pi, kq и pj, lq). Если k “ l, то из pi, kq в pi, lq нет путей длины два
(мы не рассматриваем вертикальные прямые на плоскости). Наконец, для
каждой вершины pi, kq имеется q циклов длины два.

Таким образом, матрица M2 имеет вид
¨

˚

˚

˝

qI J J . . . J
J qI J . . . J
. . . . . . . . . . . . . . .
J J J . . . qI

˛

‹

‹

‚
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где I — диагональная единичная матрица q ˆ q, а Jq — матрица q ˆ q, в
которой на всех местах стоят единицы.

В тензорных обозначениях это можно записать так:

M2 “ Iqˆq b pqIqˆqq ` pJqˆq ´ Iqˆqq b Jqˆq

У матрицы Iqˆq все собственные числа равны единице; у Jqˆq есть соб-
ственное число 1 кратности один и собственное число 0 кратности pq ´ 1q.
Несложный подсчёт показывает, что уM2 спектр состоит из чисел q2 (крат-
ность 1), 0 (кратность pq ´ 1q) и q (кратность qpq ´ 1q). Следовательно, у
самой матрицы M второе собственное число равно ?q.

Зафиксируем простое число q и рассмотрим следующую последователь-
ность графов:

AP 1 “ APq b APi
AP k`1 “ AP k z© APq

По свойству зигзаг-произведения, AP k является алгебраическим экспанде-
ром с параметрами pq2pk`1q, q2, Op k?q qq. Таком образом, при k “ 7 (для до-
статочно больших q) мы получаем граф, который можно брать в качестве
графа H в нашей основной конструкции явно заданных экспандеров.

4.6 Вторая спектральная оценка для зигзаг-про-
изведения

В этом разделе мы докажем оценку для второго собственного числа спек-
трального произведения в предположении, что в исходных графах второе
собственное число хотя бы немного отделено от первого.

Теорема 10 Зигзаг-произведение алгебраического pn,D, 1 ´ αq-экспандера
G и алгебраического pD, d, 1 ´ βq-экспандера H является алгебраическим
экспандером с параметрами pnD, d2,ď 1´ αβ2q.

Замечание: Если α и β достаточно малы, то оценка из теоремы 9 ста-
новится бессмысленной, поскольку сумма p1´ αq ` p1´ βq ` p1´ βq2 будет
больше единицы.

Лемма 7 Пусть A — матрица блуждания по некоторому графу (первое
собственное число равно 1), и все остальные собственные числа по модулю
не превосходят 1 ´ δ. Тогда A можно представить в виде p1 ´ δqB ` δJ ,
где B — матрица с нормой не больше 1, а J — матрица полного переме-
шивания (все матричные элементы равны 1{rчисло вершинs).

Доказательство: вычитая из A матрицу δJ , мы уменьшаем первое соб-
ственное число (единицу) на δ, а остальные не трогаем, так что все соб-
ственные числа становятся не больше 1 ´ δ по модулю. Таким образом, у
разности pA´ δJq норма не превосходит p1´ δq, и лемма доказана.
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Доказательство теоремы: Как и в доказательстве теоремы 9, мы пред-
ставим матрицу полученного зигзаг-произведения в виде H̃G̃H̃, где мат-
рица H̃ (размера nD ˆ nD) есть матрица графа, составленного из рёбер,
соответствующих графу H (граф из пунктирных линий на стр. 47), а G̃
есть матрица из рёбер, соответствующих графу G (граф с теми же верши-
нами, но с рёбрами из сплошных линий на стр. 47). Напомним, что в H̃
каждый столбец и каждая строка содержат d единиц, а в G̃ — ровно одну
единицу. Важно помнить, что матрица G̃ задаёт перестановку на множестве
вершин, и её норма равна единице.

Воспользуемся леммой 7 и представим матрицу H̃ в виде βJ̃ `p1´βqB,
где J̃ есть сумма матриц «полного перемешивания» для каждого из n «об-
лаков» нашего зигзаг-произведения, а B — некоторая матрица с нормой, не
превосходящей 1. Таким образом, матрица графа оказывается представлена
а виде

H̃G̃H̃ “ pβJ̃ ` p1´ βqBq ¨ G̃ ¨ pβJ̃ ` p1´ βqBq.

Раскрывая скобки, преобразуем матрицу графа в сумму

β2J̃ ¨ G̃ ¨ J̃ ` p1´ β2qC,

где C — некоторая матрица с нормой, не превосходящей 1.
Теперь рассмотрим более внимательно произведение J̃ ¨G̃ ¨ J̃ . Эта матри-

ца соответствует следующему трёхшаговому блужданию по графу: начав с
некоторой вершины v, мы переходим к случайно (равномерно) выбранной
вершине v1 в том же облаке (умножение на J̃), затем от v1 переходим по
«сплошному» ребру в вершину v2 в соседнем облаке (умножение на G̃), и
затем ещё раз переходим к некоторой v2 — случайно выбранной соседке v1
по облаку (ещё одно умножение на J̃). Заметим, что описанное блуждание
совпадает c умножением на матрицу J b G. В самом деле: мы переходим
из текущего облака в соседнее по случайно выбранному сплошному ребру,
а затем выбираем случайную координату внутри нового облака. Но второе
собственное число матрицы J bG легко вычислить: оно равно второму соб-
ственному числу G, т.е. p1´αqD. Следовательно, второе собственное число
H̃G̃H̃ не превосходит

β2p1´ αq ` p1´ β2q “ 1´ αβ2,

и теорема доказана.

4.7 Подстановочное произведение˚.
В разделе 4.2 мы определили зигзаг-произведение на графах, которое ока-
залось полезным для получения явных конструкций экспандеров. В этом
разделе мы введём ещё два аналогичных вида произведения на графах.

Для графа G (с n вершинами, степени D) и графа H (c D вершина-
ми, степени d) мы определим простое и сбалансированное подстановочное
произведение (как и в определении зигзаг-произвдения, важно, что степень
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первого графа равна числу вершин во втором графе). Начало конструк-
ции совершенно аналогично определению зигзаг-произведения: мы заменим
каждую вершину графа G копией графа H, прикрепив рёбра первого гра-
фа к вершинам второго. При этом у нас получится граф с nD вершинами
и рёбрами двух типов — большими из первого графа и малыми из второго
(см. рисунок на стр. 47: рёбра первого типа показаны сплошными, а рёбра
второго типа — пунктирные линии.)

Простое подстановочное произведение (replacement product): Построен-
ный выше граф в точности и есть простое подстановочное произведение G
и H (и «сплошные» и «пунктирные» рёбра на равных правах включаются
в новый граф). В полученном графе nD вершин (n «облаков» по D вер-
шин в каждой); степень каждой вершины равна d` 1 (из каждой вершины
выходит одно сплошное и d пунктирных рёбер).

Сбалансированное подстановочное произведение (balanced replacement
product): Отличие состоит лишь в том, что мы берём каждое сплошное
ребро с кратностью d. таким образом, в полученном графе-произведении
из каждой вершины выходит 2d рёбер: d сплошных и d пунктирных.

Оценим второе собственное число для сбалансированного подстановоч-
ного произведения. Мы будем оценивать не малость второго собственного
числа, а его отделённость от единицы.

Теорема 11 Пусть графы G и H являются алгебраическими экспандера-
ми с параметрами pn,D, 1 ´ αq и pD, d, 1 ´ βq соответственно. Тогда их
сбалансированное подстановочное произведение G r©H имеет параметры
pnD, 2d, 1´ αβ2{24q.

Доказательство: Удобно описывать происходящее в терминах блужданий
(соответствующих нормализованным матрицам, полученных делением мат-
рицы смежности на степень графа). Блуждание по взвешенному произведе-
нию является полусуммой двух блужданий: локального, где мы движемся
внутри одном «облаке» в соответствии с матрицей графа H, и глобального,
где мы движемся по рёбрам графа G (а выбор ребра определяется текущей
H-координатой: вершин в графе H как раз столько, сколько рёбер в G, и
мы предполагаем, что фиксировано какое-то соответствие). Таким образом,
матрицу блуждания можно записать как

U “
1

2
Ĝ`

1

2
Ĥ,

где Ĝ и Ĥ — матрицы перехода по «локальным» и «глобальным» рёбрам.
Чтобы оценить второе собственное число U , достаточно оценить второе соб-
ственное число U3 “ p 1

2 Ĝ `
1
2Ĥq

3 и доказать, что оно не больше 1 ´ εδ2{8
(а затем воспользоваться неравенством Бернулли).

В разложении для U3 будет восемь членов. Все эти члены имеют два
инвариантных подпространства: одномерное — векторы, у которых все ко-
ординаты равны (все восемь членов на этом подпространстве единичные,
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и при каждом стоит коэффициент 1{8), и ортогональное к нему (векто-
ры, сумма координат которых равна нулю), где максимальное собствен-
ное значение (и тем самым норма ограничения на это подпространство) и
есть интересующий нас параметр. Если бы мы доказали, что для одного из
этих восьми произведений второе собственное число не больше 1´ αβ2, то
это бы гарантировало, что для U3 это второе собственное число не больше
1´ αβ2{8, поскольку у оставшихся семи произведений норма не больше 1.

Какое из восьми слагаемых выбрать? Кажется, что наилучшие шансы на
перемешивание у ĤĜĤ (сначала перемешиваем внутри облака с помощью
графа H, потом идём по ребру большого графа, потом перемешиваем внут-
ри другого облака — как в зизаг-произведении). Если бы перемешивание
внутри облака было полным (переход в случайную точку облака), то такой
переход был бы переходом в случайную вершину случайной соседнем обла-
ке. Соответствующее преобразование является тензорным произведением G
и полного перемешивания, и потому имеет второе собственное число 1´ ε,
как у G.

Это много лучше, чем нам нужно (мы получили 1´α вместо 1´αβ2{8),
что и не удивительно: мы волюнтаристски заменили перемешивание вдоль
H полным перемешиванием. Но поскольку переход по ребрамH не является
полным перемешиванием, нам придётся несколько усложнить рассуждение.
(При этом вместо 1´ α мы получим для второго собственного числа более
скромную оценку 1´ αβ2{8).

Применим лемму 7 к блужданию по графу H и разложим его в сумму
p1´βqA`βB. Это разложение можно провести в каждом облаке и получить
разложение Ĥ “ p1 ´ βqÂ ` βB̂, где Â — некоторый оператор с нормой не
больше 1, а B — то самое полное перемешивание внутри облаков, о котором
мы говорили выше.

Повторяем прежнее рассуждение. Теперь в разложении

U3 “

ˆ

1

2
Ĝ`

1´ β

2
Â`

β

2
B̂

˙3

будет уже не 8, а 27 слагаемых. В одном из этих слагаемых (а именно, в
B̂ĜB̂) второе собственное значение не превосходит 1´α, а остальные пред-
ставляют собой операторы с нормой не больше 1 с некоторыми скалярными
коэффициентами (сумма коэффициентов при этих 27 слагаемых равна еди-
нице). Поэтому второе собственное значение U не больше 1´αβ2{8. Теорема
доказана.

Применим полученные оценки чтобы описать ещё одну явную конструк-
цию спектральных экспандеров. Прежде всего мы выберем алгебраический
экспандер H с параметрами pd50, d{2, 1{100q, а также алгебраические экс-
пандеры G1 и G2 с параметрами pd100, d,ă 1{2q и pd200, d,ă 1{2q соответ-
ственно (такие графы существуют для всех достаточно больших d). Далее
построим последовательность

Gn “
`

Gtpn´1q{2u bGrpn´1q{2s

˘50 r©H,
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Упражнение 26 Проверьте, что Gn является алгебраическим экспанде-
ром с параметрами pd100n, d,ă 1 ´ 1{50q; функция вращения для такого
графа Gn вычисляется за полиномиальное от n время.

4.8 Комбинаторная оценка для подстановочно-
го произведения˚

В этом разделе мы покажем, что экспандерные свойства (рёберное расши-
рение) сбалансированного подстановочного произведения можно оценить с
помощью прямого комбинаторного рассуждения, без использования спек-
тральной техники.

Теорема 12 Пусть даны два однородных графа:

• граф G степени D с n вершинами, с коэффициентом рёберного рас-
ширения hEpGq ě α,

• граф H степени d с D вершин, с коэффициентом рёберного расшире-
ния hEpGq ě β.

Тогда сбалансированное подстановочное произведение этих графов G r©H
будет графом степени 2d с nD вершинами и с коэффициентом рёберного
расширения не меньше 1

64α
2β.

Доказательство: Рассмотрим в построенном графе G r©H произвольное
множество вершин S размера не более nD{2 (т.е. не более половины всех
вершин графа). Напомним, что в конструкции подстановочного произведе-
ния возникают два типа рёбр — «сплошные» (они проводятся между обла-
ками по D вершин) и «пунктирные» (внутри каждого облака). Мы хотим
показать, что из множества S в его дополнение S̄ “ V zS ведёт не менее
1
64α

2β ¨ p2dq|S| рёбер. Мы докажем даже немного более сильное утвержде-
ние: нужное нам число рёбер из S в S̄ можно набрать, рассматривая либо
только сплошные рёбра, либо только пунктирные рёбер.

По определению подстановочного произведение множество всех вершин
G r©H состоит из n «облаков» поD вершин в каждом. Обозначим эти облака
V1, . . . , Vn, и

Si :“ S X Vi.

Назовём облако Vi насыщенным для S, если |Si| ě p1 ´ α
4 qD; в противном

случае назовём облако ненасыщенным. Разделим S на две части: множество
Sнасыщ (вершины, лежашие в насыщенных облаках) и Sненасыщ (верши-
ны, лежашие в ненасыщенных облаках).

Первый случай: предположим, что |Sненасыщ| ě α
8 |S| и оценим число

рёбер в EpS, S̄q в этом предположении. В этом случае мы подсчитаем число
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пунктирных рёбер, которые ведут из множества S в его дополнение (внут-
ри одних только ненасыщенных облаков — этого будет достаточно, чтобы
получить нужную оценку).

Каждое из облаков Vi с пунктирными облаками образует граф, изоморф-
ный H. В ненасыщенном облаке Vi множество Si занимает не более p1´ α

4 qD
вершин, а значит,

|VizSi| ě
α

4
D ą

α

4
|Si|.

Следовательно, число рёбер EpSi, VizSiq не может быть меньше, чем

hE ¨ dmint|Si|, |VizSi|u ě β ¨ d ¨
´α

4
|Si|

¯

.

Суммируя это неравенство по всем ненасыщенным облакам, получим

|EpS, S̄q| ě
αβd

4
¨ |Sненасыщ|.

Поскольку мы предположили, что

|Sненасыщ| ě
α

8
|S|,

получаем |EpS, S̄q| ě α2β
64 ¨ 2d|S|, что и требовалось.

Второй случай: теперь предположим, что |Sненасыщ| ă α
8 |S| и, соответ-

ственно, |Sнасыщ| ą p1´ α
8 q|S|. На этот раз оценим число сплошных рёбер,

выходящих из вершин S в насыщенных облаках и ведущих в вершины S̄
в ненасыщенных облаках. Разумеется, в графе могут быть и другие рёбра,
ведущие из S в S̄. Но мы покажем, что одних только рёбер указанного вида
найдётся достаточно много.

Из определения насыщенного облака следует, что

rчисло насыщенных облаковs ď
|Sнасыщ|
p1´ α

4 qD
ď
|Sнасыщ|

3
4D

.

Поскольку мы предполагаем, что S содержит не более половины всех вер-
шин графа (т.е. не более Dn{2), получаем

rчисло насыщенных облаковs ď
Dn{2

3
4D

ď
2

3
n,

и, соответственно,

rчисло ненасыщенных облаковs ě
1

3
n.

Это значит, что

rчисло ненасыщенных облаковs ě
1

2
¨ rчисло насыщенных облаковs.
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Теперь воспользуемся тем, что в исходном графе G коэффициент рёберно-
го расширения равен α. Заключаем, что число сплошных рёбер (с учётом
кратности), ведущих из насыщенных облаков в ненасыщенные, не меньше

αdD ¨min trчисло насыщенных облаковs, rчисло ненасыщенных облаковsu ą

ą
1

2
αdD ¨ rчисло насыщенных облаковs.

Однако не все эти рёбра ведут из S в S̄; нужно исключить из подсчёта два
сорта рёбер, которые нам не подходят:

• во-первых, вычтем число сплошных рёбер, у которых один из концов
лежит в насыщенном облаке Vi, но не в интересующем нас множестве
Si, а в его дополнении VizSi; таких рёбер заведомо не больше

ÿ

насыщенные облака Vi

d ¨ |VizSi| ď
αdD

4
¨ rчисло насыщенных облаковs;

• во-вторых, вычтем число сплошных рёбер, у которых один из концов
лежит в ненасыщенном облаке Vi, но при этом попадает в множество
Si Ă Vi; таких рёбер заведомо не больше

d ¨ |Sненасыщ| ă d ¨
α

8
|S| ď d ¨

α

8
¨
|Sнасыщ|

1´ α
8

ď

ď
αdD

7
¨ rчисло насыщенных облаковs.

После вычитания остаётся не меньше

p
1

2
´

1

4
´

1

7
q ¨ αdD ¨ rчисло насыщенных облаковs ě

ě
3

28
¨ αdD ¨ rчисло насыщенных облаковs

сплошных рёбер, которые ведут из вершин S в насыщенных облаках в вер-
шины в дополнении S в ненасыщенных облаках. Понятно, что все эти рёбра
заведомо лежат в EpS, S̄q, и их число не может быть меньше

3αdD

28
¨
|Sнасыщ|

D
ą

3αd

28
¨ p1´

α

8
q|S|,

что с большим запасом больше нужной нам оценки 1
64α

2β ¨ 2d|S|.
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Глава 5

Экспандеры на группах

5.1 Графы Кэли: определение и примеры
В этом разделе мы определим графы Кэли и приведём примеры спектраль-
ного анализа таких графов.

Пусть H — произвольная группа, а S Ă H — симметричное множество
элементов группы (если h P S, то h´1 P S). Графом Кэли CpH,Sq называет-
ся граф, вершинами которого являются все элементы группы H; вершины
v и w соединяются (неориентированным) ребром, если v “ wh для неко-
торого h P S. Поскольку множество S симметрично, данное определение
корректно (если v “ wh для некоторого h P S, то w “ vh´1).

Из определения немедленно следует, что степень каждой вершины в гра-
фе Кэли равна S. При этом в графе Кэли не может быть кратных рёбер.
Петли в графе Кэли имеются (причем одновременно у всех вершин), если
единичный элемент группы принадлежит S.

Пример 1. H — произвольная группа, S “ H. Графом Кэли CpH,Sq
будет полный граф с |H| вершинами (с петлями).

Пример 2. H “ Zn (группа вычетов по модулю n с операцией сложения),
S “ t1,´1u. Графом Кэли CpH,Sq будет цикл длины n.

Пример 3. H “ Zk2 ; S состоит из естественных образующих группы:
S “ tei “ p0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0q, i “ 1, . . . , nu (у ei единица стоит в позиции
номер i; остальные координаты нулевые). Графом Кэли CpH,Sq будет граф
рёбер n-мерного гиперкуба.

Для спектрального анализа графа Кэли полезно рассмотреть неприво-
димые представления группы H. Для конечных абелевых групп нужно изу-
чить характеры H.

Определение 6 Характерами группы H называют гомомомерфизмы в
мультипликативную группу комплексных чисел ξ : H Ñ C˚.

Напоминание из курса алгебры (свойств характеров):
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• У каждой группы есть тривиальный характер ξ, тождественно рав-
ный единице.

• Если ξ1, ξ2 характеры абелевой группы H, то их покомпонентное про-
изведение ξ1phqξ2phq тоже является характером; комплексное сопря-
жения характера также будет характером.

• У всякой конечной абелевой группы, состоящей из n элементов, име-
ется ровно n характеров.

• Если ξ характер группы H, то

ÿ

hPH

ξphq “

"

|H|, если ξ тривиален,
0, иначе.

• Для любых элементов группы g, h

ÿ

ξi

ξipgq ¨ ξiphq “

"

|H|, если g “ h,
0, иначе

(сумма по всем характерам группы).

• Если ξ1 и ξ2 — два характера H, то

ÿ

hPH

ξ1phq ¨ ξ2phq “

"

|H|, если ξ1 и ξ2 совпадают,
0, иначе,

т.е. характеры группы попарно ортогональны.

Теорема 13 Пусть H “ ta1, . . . , anu — конечная абелева группа, S Ă H —
её симметричное подмножество, ξ — один из характеров группы. Тогда
вектор pξpa1q, . . . , ξpanqq является собственным для матрицы группы Кэли
pH,Sq; соответствующее этому вектору собственное число равно

ÿ

hPS

ξphq.

Замечание: В данном случае мы рассматриваем матрицу графа как линей-
ный оператор над полем комплексных чисел. Так что координаты собствен-
ных векторов, которые мы вычислим, могу быть, вообще говоря, комплекс-
ными. Однако все собственные числа окажутся действительными числами.
Нам это известно заранее — собственные числа всякой матрицы графа обя-
заны быть действительными числами, поскольку такая матрица симметрич-
на. Для графов Кэли данный факт можно независимо доказать с помощью
теоремы 13. В самом деле, поскольку множество S симметрично, для каж-
дого характера ξ сумма

ř

hPS

ξphq является сопряженной к самой себе, т.е.

будет действительным числом.
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Доказательство теоремы: Подействуем на вектор pξpa1q, . . . , ξpanqq мат-
рицей M графа Кэли. Вычислим значение в i-ой координате полученного в
результате вектора. Понятно, что там должна стоять сумма величин ξpajq
по всем aj , которые соединены ребром с ai. Это значит, что aj получается из
ai умножением на некоторый элемент из S. Таким образом, i-ая координата
M ¨ pξpa1q, . . . , ξpanqq

J равна
ÿ

hPS

ξpaihq “ ξpaiq ¨
ÿ

hPS

ξphq

Тем самым, теорема доказана.

Теперь мы применим доказанную теорему, чтобы найти спектр несколь-
ких графов Кэли.

Ещё раз о Примере 2. Рассмотрим более подробно граф из Примера 2
на с. 60. Характер группы Zn однозначно определяется его значением на
элементе 1 (при этом характер должен отобразить элементы группы в кор-
ни из единицы степени n). Таким образом, мы получаем n характеров ξk,
определяемых условием

ξkp1q “ e2πki{n

Соответственно, собственные числа графа равны

λk “ ξkp1q ` ξkp´1q “ 2 cosp2πk{nq,

k “ 0, 1, . . . , n´ 1.
Мы видим, что у графа имеется собственное число λ0 “ 2; это неуди-

вительно — цикл является графом степени два, так что число 2 должно
быть его собственным числом. Если n чётно, то λn{2 “ 2 cospπq “ ´2; это
согласуется с тем, что цикл четной длины является двудольным графом.

Если же n нечётно, то второе по абсолютной величине собственное число
нужно искать среди λn´1

2
“ λn`1

2
. Отметим, что зазор между первым и

вторым собственным числом невелик — второе по абсолютной величине
собственное число равно 2 ¨ p1´Op1{n2qq.

Ещё раз о Примере 3. Теперь изучим граф из Примера 3 на с. 60. Ха-
рактеры группы Zn2 однозначно определяются значениями на образующих
элементах группы ei (причём ξpeiq может быть равно 1 или ´1). В данном
случае характеры естественно индексировать строками из n битов b1 . . . bn;
мы имеем 2n различных характеров ξb1...bn :

ξb1...bnpa1, . . . , anq “
n
ź

i“1

p´1qaibi

Cобственные числа этого графа Кэли равны

λb1...bn “ rчисло нулей в строке b1 . . . bns ´ rчисло единиц в строке b1 . . . bns
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т.е. собственными числами будут значения n, n´2, n´4, . . . ,´n (кратности
собственных чисел будут равны соответствующему биномиальному коэф-
фициенту).

Мы видим, что максимальное собственное число данного графа равно
степени графа n (степень каждой вершины равна n); имеется собственное
число ´n (граф двудольный); следующее по абсолютной величине собствен-
ное число равно n ¨ p1´ 2{nq.

Упражнение 27 Опишите графы Кэли для следующих групп:
(а) H “ Z6, S “ t3u;
(б) H “ Z6, S “ t2,´2u;
(в) H есть группа симметрий квадрата, а S состоит из двух элемен-

тов: симметрии относительно вертикальной оси квадрата и симметрией
относительно главной диагонали.

Упражнение 28 Покажите, что оценка коэффициента вершинного рас-
ширения для спектрального экспандера hV pHq ě

d´λpHq
2 из следствия 2 на

стр. 24 является точной (в общем случае константу 2 в правой части
неравенства нельзя уменьшить).

Указание: рассмотрите граф рёбер n-мерного гиперкуба.

Далее в этой главе мы рассмотрим несколько примеров применения опи-
санной техники — мы рассмотрим графы Кэли, являющиеся спектральным
экспандерами с хорошим соотношением параметров. Более глубокое обсуж-
дение данной техники можно найти в [2, 19]. Отметим также, что экспан-
деры, полученные из графов Кэли, обладают дополительными свойствами
симметрии, которые могут оказаться полезными в приложениях (см., на-
пример, [37]).

5.2 Линейное пространство как экспандер˚

В этом разделе мы пишем конструкцию, напоминающую экспандер на плос-
кости из раздела 4.5. Мы покажем, как построить экспандер из конечномер-
ного линейного пространства над конечным полем.

Пусть F есть поле из q “ 2t элементов. Рассмотрим d-мерное линейное
пространство Fd над этим полем. Точки этого пространства будут вершина-
ми графа. Нам будет удобно представлять эти точки в координатном виде,
как pa0, a1, . . . , ad´1q P Fd.

Мы соединяем рёбрами каждую вершину pa0, a1, . . . , ad´1q со всеми вер-
шинами вида

pa0, a1, . . . , ad´1q ` py, xy, x
2y, . . . , xd´1yq.

Таким образом, степень каждой вершина равна q2, и выходящие из каждой
вершины рёбра естественным образом индексируются парами px, yq P F2.
Заметим, что определение симметрично (не нужно отдельно учитывать рёб-
ра обратные к уже описанным). Обозначим описанный граф LSpq, dq.
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Теорема 14 Граф LSpq, dq является спектральным pqd, q2, pd ´ 1q{qq-экс-
пандером.

Доказательство: Заметим, что описанный граф является графом Кэли.
Группой в данном случае будет линейное пространство Fd с обычной опе-
рацией сложения, а в качестве S мы возьмём множество всех векторов

sx,y “ py, xy, x
2y, . . . , xd´1yq, x, y P F.

Снова отметим, что данное S симметрично (над полем характеристики 2
каждый вектор x обратен сам себе).

Зафиксируем произвольное линейное отображение,

L : FÑ Z2

не равное тождественно нулю (такое отображение существует для любо-
го поля характеристики 2). Теперь мы можем описать qn попарно ортого-
нальных характеров аддитивной группы Fd. Характеры данной группы мы
будем индексировать наборами pc0, c1, . . . , cd´1q из Fd:

ξc0,...,cd´1
px0, . . . , xd´1q :“ p´1qLp

ř

i cixiq

(ср. с характерами группы Zn2 из примера 3 на с. 60). Отметим, что значе-
ниями всех характеров данной группы могут быть только ˘1 (это свойство
было нетрудно предсказать заранее, поскольку каждый элемент группы об-
ратен самому себе).

С помощью теоремы 13 мы можем описать собственные векторы матри-
цы графа LSpq, dq

vc0,...,cd´1
“
`

ξc0,...,cd´1
pxq

˘

aPFd (5.1)

(координаты собственных векторов, как и вершины графа, нумеруются эле-
ментами Fd), а также собственными числа матрицы

λc0,...,cd´1
“

ÿ

px,yqPF2

ξc0,...,cd´1
py, xy, x2y, . . . , xd´1yq.

Перепишем выражения для собственных векторов в более явном виде:

λc0,...,cd´1
“

ÿ

px,yqPF2

p´1qLpy¨pcpxqq, где pcpxq “ c0` c1x` c2x
2` . . .` cd´1x

d´1.

Заметим, что

λc0,...,cd´1
“

ÿ

px,yq : pcpxq“0

p´1qLpy¨pcpxqq `
ÿ

px,yq : pcpxq“0

p´1qLpy¨pcpxqq (5.2)

Если pcpxq “ 0, то значение p´1qLpy¨pcpxqq “ 1 для всех y, так что каж-
дое такое значение x даёт вклад в сумму, равный q. Если же pcpxq “ 0,
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то произведение y ¨ pcpxq пробегает все q элементов поля, и среди соответ-
ствующих p´1qLpy¨pcpxqq встречается равное число `1 и ´1. Таким образом,
общий вклад этих слагаемых в сумму (5.2) равен нулю.

Таким образом, λc0,...,cd´1
“ q ¨ rчисло нулей многочлена pcpxqs. Триви-

альный многочлен (все коэффициенты которого равны нулю) тождественно
равен нулю во всех точках поля; это соответствует тому, что

λ0,...,0 “ q2.

У всех остальных многочленов pcpxq число нулей не превосходит d ´ 1.
Следовательно, все собственные числа кроме одного не превосходят pd´1qq.
Теорема доказана.

Упражнение 29 Дайте прямое доказательство того, что векторы (5.1)
попарно ортогональны и являются собственными векторами матрицы
графа.

Упражнение 30 Докажите, что для любого ε ą 0, для всякого целого
r и всех достаточно больших q “ 2t граф LSpq, rq имеет коэффициент
рёберного расширения не меньше 1

2 ´ ε.

Граф LSpq “ 2t, dq даёт пример простой и алгоритмически эффектив-
ной конструкции экспандера с хорошей оценкой для второго собственного
числа. К сожалению, у этого графа степень не ограничена: если мы хотим
поддерживать для второго собственного числа оценку pr ´ 1q{q ă δ (для
некоторой константы δ), то с ростом числа вершин приходится увеличи-
вать значение q, а значит и степень графа q2.

Однако из графов LSpq, dq можно построить экспандеры с ограниченной
степенью, если воспользоваться подстановочным произведением. При этом
не требуется сложная рекурсивная конструкция — подстановочное произ-
ведение достаточно применить лишь дважды! Ниже мы опишем данную
конструкцию.

Пусть q “ 2t, r “ Θpq4q, и n “ q4r (обратим внимание, что для вы-
бранных параметров q “ Op

?
nq). Мы опишем явную (в сильном смысле)

конструкцию экспандера с n вершинами, со степенью Op1q и коэффици-
ентом рёберного расширения не меньше некоторого δ ą 0. Конструкция
будет использовать в качестве «строительных блоков» следующую тройку
графов:

• G1: граф степени 3 с q2 вершинами, с коэффициентом рёберного рас-
ширения ą δ1 для некоторой абсолютной константы δ1 ą 0 (мы знаем,
что такой экспандер существует, см. упражнение 4 на с. 9, и найти
такой граф можно перебором за время qOpq

2
q “ polypnq),

• G2: граф LSpq, 6q; в этом графе q6 вершин, степень равна q2, коэффи-
циент рёберного расширения не меньше 1{4,

• G3: граф LSpq4, r ´ 8q; в этом графе q4r´8 вершин, степень равна q8,
коэффициент рёберного расширения не меньше 1{4.
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Теперь рассмотрим граф

G :“ G3 r©pG2 r©G1q.

Из определения сбалансированного подстановочного произведения следует,
что мы получили граф с n “ q4r вершинами степени 12. Теорема 12 гаран-
тирует, что коэффициентом рёберного расширения полученного графа не
меньше некоторого числа δ ą 0 (не зависящего от n).

Упражнение 31 Докажите, что построенный граф является спектраль-
ным pn “ q4r, 12,ă γq-экспандером для некоторой константы γ ą 0, не
зависящей от n.

5.3 Графы Рамануджана˚

Напомним, что в любом регулярном графе степени d второе по абсолют-
ной величине собственное число не может быть меньше 2

?
d´ 1´ op1q, см.

раздел 3.6. В то же время, для большинства графов второе собственное зна-
чение очень близко к этой границе (см. обсуждение в конце раздела 3.8). По-
нятно, что d-регулярные графы, которые у которых второе по абсолютной
величине собственное число ниже границы 2

?
d´ 1, заслуживают особого

внимания — это экспандеры с максимальным возможным спектральным
зазаором. Такие графы называют графами Рамануджана.

Любоцкий, Сарнак, Филлипс [12] и Маргулис [13] независимо указали
явную (и алгоритмически эффективную) конструкцию графов Кэли, яв-
ляющихся графами Рамануджана. Таким образом, была получена эффек-
тивная конструкция спектрального экспандера практически с наилучшими
возможными параметрами. Ниже мы опишем эту конструкцию (без дока-
зательства оценки для второго собственного числа).

Пусть p и q простые числа, p “ 1 mod 4 и q “ 1 mod 4. В качестве группы
G возьмём PGLp2,Zqq, т.е. невырожденные матрицы 2ˆ 2 над полем выче-
тов по модулю q, профакторизованные по отношению пропорциональности
(с обычной операцией матричного умножения).

Далее мы зададим в этой группе симметричное множество S. Зафикси-
руем такое целое i, что i2 “ ´1 mod q.

Упражнение 32 Докажите, что такое число i существует.

Можно доказать (с помощью теоремы Якоби о представлении числа в ви-
де суммы четырёх квадратов), что имеется ровно pp ` 1q целочисленное
решение уравнения

a2
0 ` a

2
1 ` a

2
2 ` a

2
3 “ p

такое, что a0 положительно и нечётно, а a1, a2, a3 чётны. Каждой такой
четвёрке сопоставим матрицу

A “

ˆ

a0 ` ia1 a2 ` ia3

´a2 ` ia3 a0 ´ ia1

˙

.
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Эти матрицы и образуют множество S.

Упражнение 33 Проверьте, что все матрицы указанного вида невырож-
дены (их определитель не сравним с нулём по модулю q) и никакие две из
них не пропорциональны друг другу, т.е. все эти матрицы задают разные
элементы группы PGLp2,Zqq.

Нетрудно понять, что граф Кэли CpG,Sq состоит из Θpq3q вершин, и
степень каждой вершины равна pp ` 1q. Свойства данного графа зависят
от соотношения p и q. Рассмотрим случай, когда p является квадратич-
ным вычетом по модулю q. Тогда полученный граф Кэли состоит из двух
связных компонент (в одной компоненте лежат матрицы, определитель ко-
торых является квадратичным вычетом, а в другой — матрицы с опреде-
лителем, являющимся квадратичным невычетом по модулю q). Обозначим
Xp,q компоненту связности полученного графа. Можно доказать, что у Xp,q

второе по абсолютной величине собственное число не превосходит 2
?
p, т.е.

это граф Рамануджана. Однако доказательство этого факта непросто и ис-
пользует нетривиальную алгебраическую технику. Полное доказательство
этой теоремы можно найти в [3].

5.4 Экспандер Маргулиса˚

В этом разделе мы изложим ещё одну явную конструкцию однородного экс-
пандера. Граф в этой конструкции определяется чрезвычайно просто, и его
удобно использовать на практике. Данная конструкция является незначи-
тельной модификацией исторически первой явной конструкции экспандера,
предложенной Г.А. Маргулисом в начале 1970-х, [10]. Однако доказатель-
ство оценки второго собственного числа значительно отличается от ориги-
нального доказательства Маргулиса.

Предлагаемая техника доказательства представляет самостоятельный
интерес. Она использует преобразование Фурье. Идея доказательства была
предложена Габбером и Галилом [17], а затем упрощена в [18] . Мы следу-
ем изложению доказательства из [1]. К сожалению, несмотря на все упро-
щения, доказательство содержит некоторый «магический трюк», который
затрудняет перенос этого рассуждения на другие конструкции экспандеров.

5.4.1 Метод преобразования Фурье
Напомним, что характерами группы называют гомоморфизмы из этой груп-
пы в мультипликативную группу комплексных чисел. В этом разделе нас
будут интересовать характеры группы Z2

n, т.е. отображения

ξ : Z2
n Ñ C

такие, что

ξpa1, a2q ¨ ξpb1, b2q “ ξpa1 ` b1 mod n, a2 ` b2 mod nq
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для любых pa1, a2q и pb1, b2q. Для группы Z2
n существует ровно n2 характеров

(столько же, сколько элементов в группе), и эти характеры имеют простое
описание. А именно, для каждой пары чисел k1, k2 (от 0 до n´ 1) имеется
характер ξk1,k2 , задаваемый формулой

ξk1,k2px, yq “ e2πk1xi{n ¨ e2πk2yi{n.

Введём на функциях f : Z2
n Ñ C скалярное произведение,

xf, gy :“
ÿ

vPZ2
n

fpvq ¨ gpvq

(здесь черта обозначает комплексное сопряжение). Напомним, что в смыс-
ле данного скалярного произведения все характеры группы Z2

n попарно ор-
тогональны. Отсюда следует, что характеры образуют базис в линейном
пространстве комплекснозначных функций на Z2

n. Точнее, имеет место сле-
дующее утверждение.

Утверждение 7 Всякая функция f : Z2
n Ñ C однозначно представляет-

ся в виде
fpvq “

ÿ

pk1,k2qPZ2
n

f̂pk1, k2qξk1,k2pvq,

где f̂pk1, k2q — некоторые комплексные коэффициенты.
Коэффициенты данного представления можно вычислить по формуле

f̂pk1, k2q “ xf, ξk1,k2y “
1

n2

ÿ

pz1,z2q

fpz1, z2q ¨ ξk1,k2pz1, z2q.

Набор коэффициентов f̂pk1, k2q из утверждения 7 можно рассматривать
как функцию из Z2

n в C. Эту функцию называют преобразованием Фурье
исходной функции f .

Известно, что для преобразования Фурье выполняются следующие свой-
ства:

(а)
ř

k1,k2
fpk1, k2q “ 0, если и только если f̂p0, 0q “ 0,

(б) xf, gy “ 1
n2 xf̂ , ĝy,

(в)
ř

k1,k2

|fpk1, k2q|
2 “ 1

n2

ř

k1,k2

|f̂pk1, k2q|
2,

(г) fpx1, x2q “
1
n2

ř

k1,k2

f̂pk1, k2qe
´2πk1x1i{n´2πk2x2i{n,

(д) пусть A “
ˆ

a11 a12

a21 a22

˙

некоторая матрица линейного преобразова-

ния и b “

ˆ

b1
b2

˙

вектор сдвига, gpx1, x2q “ f

ˆ

A

ˆ

x1

x2

˙

` b

˙

; тогда
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преобразование Фурье данной функции g можно вычислить по фор-
муле

ĝpy1, y2q “ e
2πi
n xA

´1b,py1,y2qy ¨ f̂

ˆ

`

A´1
˘J
¨

ˆ

y1

y2

˙˙

Упражнение 34 Докажите свойства преобразования Фурье (а-д) само-
стоятельно (либо вспомните эти доказательства, если вы изучали пре-
образование Фурье в курсе анализа).

5.4.2 Применение преобразования Фурье для оценки
спектрального зазора

Определим граф, для которого мы будем оценивать второе собственное чис-
ло. В качестве множества вершин возьмём V “ Zn ˆZn (граф будет содер-
жать n2 вершин). Чтобы описать рёбра графа, обозначим матрицы

T1 “

ˆ

1 2
0 1

˙

, T2 “

ˆ

1 0
2 1

˙

и векторы сдвига

e1 “

ˆ

1
0

˙

, e2 “

ˆ

0
1

˙

.

Из каждой вершины v “

ˆ

v1

v2

˙

проведём четыре рёбра в вершины, полу-

чающиеся с помощью преобразований T1v, T2v, T1v`e1, T2v`e2 и ещё че-
тыре ребра, получающиеся обратными преобразованиями. Таким образом,
степень каждой вершины равна 8. (Отметим, что при достаточно больших
n в этом графе не будет кратных рёбер.)

Можно показать, что определённый выше граф G является спектраль-
ным pn2, 8,ă 5

?
2q-экспандером, см. [17]. Мы докажем более слабое утвер-

ждение:

Теорема 15 Существует такое число γ ă 8, что при всех достаточно
больших n для построенного однородного графа Gn (степени 8, с n2 вер-
шинами) выполнено λpGq ď γ.

Таким образом, мы не указываем точное значение спектрального зазора и
лишь утверждаем, что он отделён от нуля некоторой константой. (Важно,
что эта константа годится для всех значений n.) Из доказательства, которое
мы приведём ниже, можно извлечь некоторое конкретное значение γ, одна-
ко мы не будем проделывать это вычисление и предоставим его читателю
в качестве упражнения.

Доказательство: Чтобы оценить второе собственное число матрицы гра-
фа M , нужно оценить отношение Рэлея. Мы должны доказать, что

min
vKp1,...,1q

vMvJ

||v||2
ď γ
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для некоторого γ ă 8. Для нашего графа это утверждение можно пере-
формулировать следующим образом. Мы должны доказать, что для всех
отображений

f : Z2
n Ñ R,

удовлетворяющих условию
ř

vPZ2
n

fpvq “ 0, выполнено неравенство

ÿ

pv,wq : v и w
соединены ребром

fpvqfpwq ď γ
ÿ

vPZ2
n

f2pvq

(сумма в левой части берётся по всем упорядоченным парам вершин v и w,
соединённых ребром). Поделим это неравенство пополам (перестанем счи-
тать каждое ребро дважды) и переформулируем интересующее нас нера-
вентво в виде следующей леммы.

Лемма 8 Если
ř

vPZ2
n

fpvq “ 0, то

ÿ

vPZ2
n

fpvqrfpT1vq ` fpT1v ` e1q ` fpT2vq ` fpT2v ` e2qs ď
γ

2
¨
ÿ

vPZ2
n

f2pvq.

Доказательство леммы: Обозначим f̂pv1, v2q преобразование Фурье функ-
ции f . Условие

ř

fpvq “ 0 означает, что f̂p0, 0q “ 0. Неравенство, которое
мы хотим доказать, после преобразования Фурье превращается в
ÿ

zPZ2
n

f̂pzq ¨ rf̂pT´1
2 zqp1` e´2πz1i{nq ` f̂pT´1

1 zqp1` e´2πz2i{nqs ď
γ

2
¨
ÿ

zPZ2
n

|f̂pzq|2.

Чтобы несколько упростить громоздкие выкладки, обозначимGpzq :“ |f̂pzq|.
напомним также, что

ˇ

ˇ

ˇ
1` e´2πti{n

ˇ

ˇ

ˇ
“ 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cos
πt

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

(мы воспользуемся этим равенством для t “ z1 и t “ z2).
Ещё раз переформулируем утверждение леммы. Мы хотим показать, что

для любой функции
G : Z2

n Ñ R,
удовлетворяющей условию Gp0, 0q “ 0, выполняется неравенство

2
ÿ

zPZ2
n

Gpzq ¨
”

GpT´1
2 zq ¨ | cos

πz1

n
| `GpT´1

1 zq ¨ | cos
πz2

n
|

ı

ď
γ

2
¨
ÿ

zPZ2
n

Gpzq2.

(5.3)
Если заменить | cos πz1n | и | cos πz2n | на единицу, то неравенство (5.3) пре-

вратится в
ÿ

zPZ2
n

Gpzq ¨
“

GpT´1
2 zq `GpT´1

1 zq
‰

ď
γ

4
¨
ÿ

zPZ2
n

Gpzq2.
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Это неравенство очевидно верно при γ “ 8 (неравенство Коши–Буняковского).
Но нам нужно доказать (5.3) для некоторого γ ă 8. Это значит, что заме-
на модуля косинусов на единицу была слишком грубой ценкой. Нам нужно
существенно использовать то, что значения косинусов в некоторых точках
намного меньше единицы.

Идея доказательства основана на элементарном арифметическом нера-
венстве: для любых действительных чисел A,B, τ выполнено неравенство

2AB ď τA2 `
1

τ
B2. (5.4)

Мы будем применять это неравенство для каждого произведения вида Gpzq¨
GpT´1

2 zq или Gpzq ¨GpT´1
1 zq из левой части (5.3). Полагая в (5.4) A “ Gpvq

и B “ Gpwq мы будем получать

2Gpvq ¨Gpwq ď τpv,wqG2pvq ` τpw,vqG2pwq.

Главный трюк состоит в выборе подходящего τ . Мы будем выбирать раз-
ные τ для разных произведений вида vq ¨ Gpwq. Таким образом, τ можно
считать функцией от пары pv,wq. Нам потребуется, чтобы данная функ-
ция τ : V 2 Ñ R обладала свойством τpv,wq “ τpw,vq´1. (Разумеется,
на диагональных элементах такая функция обязана быть равной единице,
τpv,vq “ 1.) Отложим на некоторое время вопрос о выборе τ и покажем,
как с её помощью можно упростить неравенство (5.3).

Многократно воспользовавшись (5.4), мы заменим левую часть (5.3) на
сумму
ÿ

zPZ2
n

rτpz, T´1
2 zqG2pzq`τpT´1

2 z, zqG2pT´1
2 zqs¨| cos

πz1

n
|`rτpz, T´1

1 zqG2pzq`τpT´1
1 z, zqG2pT´1

1 zqs¨| cos
πz2

n
|,

которую можно переписать в виде
ÿ

zPZ2
n

G2pzq
´

| cos
πz1

n
| ¨ rτpz, T2zq ` τpz, T

´1
2 zqs ` | cos

πz2

n
| ¨ rτpz, T1zq ` τpz, T

´1
1 zqs

¯

.

Теперь для доказательства леммы нам остаётся показать, что для некото-
рого γ ă 8

ÿ

zPZ2
n

G2pzq
´

| cos
πz1

n
| ¨ rτpz, T2zq ` τpz, T

´1
2 zqs ` | cos

πz2

n
| ¨ rτpz, T1zq ` τpz, T

´1
1 zqs

¯

ď
γ

2
¨
ÿ

zPZ2
n

G2pzq.

Мы хотим добиться того, чтобы для каждого z выражение
´

| cos
πz1

n
| ¨ rτpz, T2zq ` τpz, T

´1
2 zqs ` | cos

πz2

n
| ¨ rτpz, T1zq ` τpz, T

´1
1 zqs

¯

(5.5)
оказалось меньше 4 (точнее, меньше некоторой не зависящей от n константы
γ
2 , которая в свою очередь меньше 4).
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В данном случае удобно представлять набор остатков по модулю n в
виде

Zn “ t´n{2` 1, . . . ,´1, 0, 1, . . . , n{2u

(для нечётных n нужно добавить округление для концов интервала). Та-
ким образом, каждый из двух аргументов τ есть целочисленная точка в
квадрате со стороной длины n и с центром в точке p0, 0q.

Для точек z “ pz1, z2q, достаточно далёких от начала координат, хотя бы
одно из значений | cos πz1n |, | cos πz1n | будет отделено от нуля, и беспокоиться
не о чем (если хотя бы одна из компонет v, w достаточно далека от точки
p0, 0q, можно положить τpv,wq “ 1). Но для точек z в окрестности нуля
значения обоих косинусов становятся близки к единице. Поэтому для того,
чтобы сумма (5.5) была отделена от 4, нужно удачно подобрать функцию
τ .

Мы переходим к ключевому моменту доказательства.
Определение А: Будем называть близкой окрестностью нуля множество

всех таких v “ pv1, v2q, что

|v1| ` |v2| ă n{10

(граница в 1{10 от n выбрана произвольно и не является ни в каком смысле
оптимальной).

Определение Б: Будем говорить, что пара w “ pw1, w2q предшествует
паре v “ pv1, v2q (обозначение w ă v), если

"

|w1| ď |v1|,
|w2| ď |v2|

и хотя бы одно их этих двух неравенств является строгим.
Теперь мы готовы определить функцию τpv,wq:

• если v лежит в близкой окрестности нуля и w ă v, то положим
τpv,wq “ τ0,

• если w лежит в близкой окрестности нуля и v ă w, то положим
τpv,wq “ 1{τ0,

• во всех остальных случаях положим τpv,wq “ 1.

Какими могут быть значения τ в сумме (5.5) в случае, когда pz1, z2q лежит
в близкой окрестности нуля? Нетрудно проверить, что в этом случае из
четырёх значений τ либо два равны τ0, а два других равны 1{τ0, либо три
равны 1{τ0, и только одно равно τ0. Положив τ0 “ 5{4, мы получаем в обоих
случаях сумму меньше 4. Лемма доказана.
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Глава 6

Эффективные конструкции
двудольных экспандеров˚

Напомним, что в теореме 2 мы неконструктивно доказали существование
двудольных экспандеров. При этом для любого ε ą 0, любых целых N и
K ď N мы получали экспандер с параметрами pN,M,D,K, εq, где

D “ Θ plogNq и M “ Θ pDKq (6.1)

(константы в Op¨q зависят от ε).
Известные методы не позволяют строить экспандеры с такими пара-

метрами эффективно. Однако существует несколько явных конструкций,
которые позволяют за полиномиальное получить двудольные экспандеры
с параметрами, довольно близкими к оценке (6.1). В этом разделе мы по-
дробно рассмотрим одну из таких конструкций и коротко упомянем ещё
одну.

6.1 Конструкция на основе кода Варди–Пар-
вареша

В этом разделе мы опишем конструкцию двудольного экспандера из [22].
Данный метод для каждого α ą 0 позволяет получить алгоритм, который
для любого ε ą 0 и @N,K ď N за полиномиальное (по N) время находит
некоторый двудольный экспандер с параметрами pN,M,D,K, εq, где

D “ O
´

pplogNqplogKqq1`
1
α

¯

и M “ D2 ¨K1`α (6.2)

(константа в обозначении Op¨q здесь зависит от ε). Видно, что в (6.2) и сте-
пень графа, и число вершин в правой доле несколько избыточно по сравне-
нию с (6.1). Варьируя значение параметра α, мы можем по своему желанию
перераспределять эту избыточность между значениями D и M .
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Приведём пример. Если мы хотим, чтобы свойство расширения выпол-
нялось для множеств размера до K “ N0.1, то неконструктивное доказа-
тельство гарантирует существование экспандера с D “ OplogNq и M “

OpN0.1 logNq, а предлагаемая эффективная конструкция позволяет полу-
чить экспандер сD “ OppolyplogNqq и, скажем,M “ OpN0.10001 polyplogNqq.
Подчеркнём ещё раз, что предлагаемая конструкция работает для любых
(сколь угодно малых) ε ą 0.

Конструкция экспандера, которую мы сейчас опишем, задаётся следую-
щим набором параметров:

• конечное поле Fq (число q “ |Fq| есть степень простого числа),

• натуральное число n, неприводимый многочлен hpyq степени n над
полем Fq,

• натуральные числа m и t.

Ниже мы обсудим, как именно следует выбирать эти параметры, чтобы
получить граф с нужными нам свойствами. Теперь перейдем к описанию
конструкции — объясним, как будет устроен граф.

Левая доля графа: Будем отождествлять вершины левой доли графа с
многочленами ppxq степени не выше n над полем Fq. (Не обязательно счи-
тать вершинами все такие многочлены — можно взять только некоторые из
них.) Понятно, что число вершин в левой доле графа не превосходит qn.

Правая доля графа: Будем отождествлять вершины правой доли графа
с Fm`1

q . Таким образом, число вершин в правой доле графа равно qm`1.
Рёбра графа: Из каждой вершине левой доли графа будет выходить q

рёбер; рёбра каждой вершины будет удобно индексировать элементами поля
Fq. Правый конец каждого такого ребра мы будем вычислять с помощью
отображения

F : Fnq ˆ Fq Ñ Fm`1
q ,

т.е. F pv, iq есть правый конец i-го ребра, выходящего из вершины v левой
доли графа. Самая важная часть конструкции — это, разумеется, описа-
ние данной функции F . Напомним, что первый аргумент функции F мы
понимаем как многочлен степени не выше n, а второй аргумент как эле-
мент поля Fq. Итак, если ppxq многочлен, а y некоторый элемент поля, мы
должны определить F pp, yq. Чтобы упростить запись, введём обозначения

pjpxq :“ pt
j

pxq mod hpxq (6.3)

(возводим многочлен ppxq в степень tj и приводим по модулю hpxq). Ис-
пользуя введённые обозначения, определим отображение F :

F pp, yq :“ ry, ppyq, p1pyq, . . . , pm´1pyqs

(мы находим степени многочлена ppyq, приводим их по модулю h, а затем
вычисляем все эти многочлены в точке y).
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Замечание: Отображение F полезно представлять себе как кодирование.
При этом коэффициенты многочлена ppyq играют роль «сообщения», а на-
бор значений F pp, yq для всевозможных y играет роль «кодового слова».
Данная конструкция возникла в работе Варди и Парвареша [21] как обоб-
щение классического кода Рида–Соломона. В [22] было замечено, что взяв
код Варди–Парвареша с необычными значениями параметров, мы получим
экспандер. Дело в том, что код Варди–Парвареша обладает некоторыми
замечательными свойствами — этот код допускает эффективное декодиро-
вание списком (см. [26]). По существу, именно возможность декодирования
списком и гарантирует, что построенный граф окажется хорошим экспан-
дером. Но формально мы не будем опираться на какие-либо свойства кода
Варди–Парвареша — мы дадим прямое доказательство нужных нам комби-
наторных свойств отображения F .

Конструкция графа полностью описана. Остаётся доказать, что полу-
ченный граф обладает нужным свойством расширения. Сначала мы дока-
жем техническое утверждение, а затем убедимся, что при правильном выбо-
ре параметров эта техническая оценка даёт нужное экспандерное свойство
графа.

Утверждение 8 Если A некоторое множество вершин левой доли по-
строенного графа, состоящее из не более, чем tm вершин, то множество
его соседей достаточно велико:

|ΓpAq| ě pq ´ pn´ 1qpt´ 1qmq|A|.

Доказательство: Обозначим B :“ ΓpAq — множество вершин левой доли
графа, являющихся соседями A, и K “ |A|. Нам нужно доказать, что B
состоит не менее, чем из κK вершин, где

κ “ q ´ pn´ 1qpt´ 1qm.

Предположим противное: пусть |B| ă κK.
Напомним, что элементы множества B (как и все вершины правой доли

графа) есть наборы из pm` 1q элементов поля Fq. Мы подберём многочлен
Qpy, y1, . . . , ymq который равен нулю на каждом наборе pc0, c1, . . . , cmq из B.
При этом многочлен мы будем искать в виде

Qpy, y1, . . . , ymq “
K´1
ÿ

j“0

κ´1
ÿ

i“0

cijy
iRjpy1, . . . , ymq.

Здесь Rjpy1, . . . , ymq обозначает многочлен m переменных

Rjpy1, . . . , ymq “ yj01 ¨ yj12 ¨ . . . ¨ yjm´1
m ,

где j “ j0 ` j1t` . . .` jm´1t
m´1. Можно ли найти нетривиальный (не тож-

дественно нулевой) многочлен указанного вида, обнуляющийся на каждом
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элементе множества B? Каждое условие равенства многочлена нулю в од-
ной точке множества B есть линейное уравнение для набора коэффициен-
тов cij . Таких уравнений будет столько же, сколько элементов в B, т.е. по
нашему предположению, меньше, чем κK. При этом число коэффициентов,
задающих многочлен Q, равно в в точности κK. Таким образом, мы име-
ем систему однородных линейных уравнений, в которой число уравнений
меньше числа неизвестных. Такая система обязательно имеет ненулевые
решения.

Среди всех возможных Q указанного вида, равных нулю во всех точках
B, мы выберем многочлен с наименьшей степенью по переменной y (точнее,
выберем один многочлен среди всех многочленов с наименьшей степенью
по y). Перепишем выбранный Qpy, y1, . . . , ymq в виде

Qpy, y1, . . . , ymq “
K´1
ÿ

j“0

qjpyqSjpy1, . . . , ymq.

(Здесь qj и Sj — некоторые многочлены одной и m переменных соответ-
ственно.) Заметим, что хотя бы один из многочленов qj не делится на hpyq
(в противном случае можно было бы поделить Q на h и понизить степень
многочлена по переменной y).

Теперь возьмём произвольную вершину из множества A; ей соответству-
ет некоторый многочлен ppyq. Подставим в Q вместо y1, . . . , ym многочлены
pjpyq, определённые равенствами (6.3). Заметим, что полученный в резуль-
тате многочлен одной переменной y

Qpy, ppyq, p1pyq, . . . , pm´1pyqq (6.4)

равен нулю для любого y P Fq. При этом степень данного многочлена не
превосходит

κ´ 1` pn´ 1qpt´ 1qm, (6.5)

поскольку степень каждого многочлена qjpyq строго меньше κ, а каждый
из Sjpppyq, p1pyq, . . . , pm´1pyqq есть произведение m многочленов pjss pyq (где
степень самого pspyq строго меньше n, а js есть целое число от 0 до t´1). Мы
таким образом выбрали значение κ, чтобы (6.5) было меньше q. Следова-
тельно, многочлен (6.4) тождественно равен нулю — все его коэффициенты
равны нулю. Это, в свою очередь, означает, что многочлен

Qpy, ppyq, ppyqt, . . . , ppyqt
m´1

q (6.6)

делится на многочлен hpyq.
Теперь посмотрим на это утверждение как на уравнение в поле Fq{hpyq

(в поле разложения многочлена hpyq, т.е. в поле размера qn, элементами
которых являются многочлены над Fq, приведённые по модулю hpyq). Рас-
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смотрим в этом поле многочлен

Q˚pzq :“ Qpy, z, zt, . . . , zt
m

q mod hpyq “

“
K´1
ř

j“0

ppjpyq mod hq ¨Rjpz, z
t, . . . , zt

m´1

q “

“
K´1
ř

j“0

ppjpyq mod hq zj

(последнее равенство вытекает из определения многочлена Rj , в котором
мы использовали разложение j по степеням t). Важно, что этот многочлен
не является тривиальным (не все его коэффициенты равны нулю в в поле
Fq{hpyq), и степень этого многочлена строго меньше K.

Наше замечание о том, что многочлен (6.6) делится на hpyq, можно
переформулировать так: для каждого из многочленов ppyq, соответствую-
щих вершинам графа из множества A, в поле Fq{hpyq выполнено равенство
Q˚ppq “ 0. Таким образом, Q˚ имеет не меньше |A| нулей. Но число ну-
лей многочлена не может быть больше его степени. Получаем |A| ă K, что
противоречит выбору K. Теорема доказана.

Теперь, подбирая подходящие значения параметров, мы получим требу-
емый экспандер.

Теорема 16 Для любого α ą 0 и ε ą 0 существует алгоритм, который
для любого N и любого K ď N находит за полиномиальное по N время
некоторый двудольный экспандер с параметрами pN,M,D,K, εq, где

D “ O
´

pplogNqplogKqq1`
1
α

¯

и M “ O
`

D2 ¨K1`α
˘

.

Доказательство: Воспользуемся конструкцией графа из утверждения 8 со
следующими значениями параметров:

• n “ logN (такой выбор гарантирует, что qn ě N)

• t “
R

´

2n logK
ε

¯1{α
V

• в качестве q можно взять любую степень простого числа (например,
степень двойки) из интервала 1

2 t
1`α ă q ď t1`α

• m “

Q

logK
log t

U

(такой выбор m гарантирует, что tm ě K)

В результате мы получаем граф, в котором все вершины левой доли имеют
степень q, и для любого множества вершин левой доли A, если |A| ď K, то

|ΓpAq| ě pq ´ pn´ 1qpt´ 1qmq|A|.

Для выбранных значений параметров получаем, что число соседей A не
может быть меньше

q ´ pn´ 1qpt´ 1qm ą p1´ εqq.
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Таким образом, мы построили экспандер с требуемым свойством расшире-
ния.

Описанная конструкция эффективна (матрицу графа можно выписать
за время polypNq) поскольку все арифметические операции в поле и поиск
неприводимого многочлена h можно произвести за полиномиальное по n
время.

Упражнение 35 (а) Проверьте, что для выбранных значений парамет-
ров выполнено нужное нам условие q ´ pn´ 1qpt´ 1qm ą p1´ εqq.

(б) Проверьте, что для выбранных значений параметров выполняются
равенства D “ O

´

pplogNqplogKqq1`
1
α

¯

и M “ O
`

D2 ¨K1`α
˘

.

6.2 Конструкция с зигзаг-произведением
Параметры двудольного экспандера из конструкции их раздела 6 далеки
от оптимальных в случае, когда значения параметров N и K (размер левой
доли графа и максимальный размер множества, для которого должно быть
выполнено свойство расширения) близки (скажем, N{K “ const). Но как
раз для таких значений параметров хорошие оценки даёт конструкция из
работы [23]. Эта конструкция использует зигзаг-произведение, перенесён-
ное на (неоднородные) двудольные граф. Она позволяет для любых фик-
сированных ε ą 0 и t ą 1 и для всех натуральных n эффективно строить
двудольный экспандер с параметрами

pN “ 2n,M “ 2n´t, D “ 2d,K “ 2k, εq.

где d “ O plog tq и k “ n ´ t ´ d ´ Op1q. Мы не приводим доказательства
этого результата и отсылаем заинтересованного читателя к оригинальной
статье [23].
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Глава 7

Применение экспандеров:
вероятностные алгоритмы

Мы в этом разделе мы применим экспандеры для улучшения качества ра-
боты вероятностных алгоритмов. Мы опишем общий способ, позволяющий
уменьшить вероятность ошибки таких алгоритмов и при этом (а) не сильно
ухудшить сложность вычислений, и (б) сравнительно «экономно» расходо-
вать случайные биты.

Предположим, что для решения некоторой задачи имеется полиноми-
альный вероятностный алгоритм, который на любом входе x с вероятно-
стью не менее 1´ δ возвращает правильный ответ. (Мы предполагаем, что
δ ă 1{2.) Чтобы уменьшить вероятность ошибки алгоритма, можно парал-
лельно запустить имеющийся алгоритм t раз на независимых значениях
датчика случайных битов, а затем из полученных t результатов выбрать
наиболее часто случающийся. У нового алгоритма вероятностью ошибки
не будет превосходить ct для некоторого c ă 1. Таким образом, сделав чис-
ло итераций t достаточно большим, можно сделать вероятность ошибки
меньше любого наперёд заданного числа. Можно даже сделать вероятность
ошибки экспоненциально убывающей (с ростом длины входа). При этом
время работы алгоритма будет оставаться полиномиальным. Очевидным
недостатком этого подхода является рост числа используемых случайных
битов — их число умножается на t.

Мы покажем, что существует альтернатива простому повторению исход-
ного алгоритма на независимых наборах случайных битов. Данный подход
позволит радикально уменьшить вероятность ошибки, но при этом сравни-
тельно экономно расходовать случайные биты. Для этого мы будем генери-
ровать с помощью экспандеров «псевдослучайные» биты. Набор псевдослу-
чайных битов можно будет получать из короткой «затравки» — небольшого
набора настоящих случайных битов. При этом полученные псевдослучай-
ные биты, как мы увидим, можно использовать для параллельного запуска
многих копий вероятностного алогритма, (почти) как если бы они были
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по-настоящему случайными независимыми.

7.1 Уменьшение вероятности ошибки алгорит-
ма без увеличения числа случайных битов

В этом разделе мы рассмотрим самый простой способ получения из экспан-
дера «псевдослучайных» битов. Мы покажем, как уменьшить вероятности
ошибки вероятностного алгоритма без увеличения числа используемых слу-
чайных битов. Мы ограничимся рассмотрением алгоритмов с односторон-
ней ошибкой. Напомним стандартное определение класса задач, для кото-
рых существует полиномиальный вероятностный алгоритм с односторонней
ошибкой.

Определение 7 Язык L принадлежит сложностному классу RP, если
существует полиномиальный алгоритм A такой что

1. если x P L, то для всех r P t0, 1upolypnq Apx, rq “ 1

2. если x R L, то Apx, rq “ 1 может выполняться не более чем для 50%
от числа всех r P t0, 1upolypnq

Покажем, что для любого δ ą 0 всякий полиномиальный вероятностный
алгоритм A можно переделать в другой полиномиальный вероятностный
алгоритм A1 так, чтобы вероятность ошибки уменьшилась с 1{2 до δ, а
число используемых случайных битов при этом не изменится.

Пусть исходный алгоритм использует k “ kpnq случайных битов для вы-
числений на входах длины n. Зафиксируем однородный p2k, d, εq-экспандер1

G для некоторого ε ą 0. Индекс (номер) каждой вершины в этом графе за-
писывается последовательностью из k нулей и единиц. Таким образом, мы
можем отождествить вершины G и наборы из k битов.

Новый алгоритм действует следующим образом: выбирается случайная
вершина v графа (для этого требуется k случайных битов); затем исходный
алгоритм A последовательно запускается на всех d наборах случайных би-
тов, соответствующих соседям вершины v в графе. Если все полученные
ответы равны 1, новый алгоритм также возвращает единицу; в противном
случае возвращается ноль.

Покажем, что у нового алгоритма вероятность ошибки не превосходит
1

2p1`εq . Обозначим B “ Bpxq множество всех плохих (для данного x) вер-
шин графа — множество таких вершин w из правой доли графа, которые
соответствуют неверному ответу старого алгоритма на входе x. Поскольку
вероятность ошибки старого алгоритма не превсходит 1{2, число вершин в
Bpxq не превосходит половины от числа всех вершин графа, т.е., |B| ď 2k´1.

1 Напомним, что у нас есть эффективные конструкции экспандеров с 2k вершинами
для всех достаточно больших k, см. упражнение 25 на стр. 52 и замечание перед ним.)
Без ограничений общности мы предполагаем, что для интересующего нас числа k. Для
чётных k экспандеры с 2k вершинами также можно строить с помощью конструкции из
раздела 5.4.
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Аналогично, обозначим C “ Cpxq множество таких вершин v графа, ко-
торые для которых новый алгоритм даёт неверный ответ на входе x. Оче-
видно, C состоит из вершин, все соседи которых лежат в B.

Предположим, что C содержит не менее 2k

2p1`εq вершин. Произвольным
образом выберем из множества C некоторое подмножество, состоящее ровно
из 2k

2p1`εq вершин и назовём его C 1. Из определения экспандера следует, что

|ΓpCq| ą p1` εq|C 1| “ 2k{2.

Это противоречит тому, что все соседи C 1 лежат в B.
Таким образом, мы построили алгоритм, в котором ошибка снизилась

с 1
2 до 1

2p1`εq . Покажем, как понизить вероятность ошибки ещё больше.
Зададимся некоторым числом t и построим алгоритм, вероятность ошиб-
ки которого меньше 1

2p1`εqt . В новом алгоритме мы выбираем случайную
вершину v графа (для этого по-прежнему требуется k случайных битов);
затем запускаем исходный алгоритм A на всех наборах случайных битов,
соответствующих вершинам w графа, в которые можно попасть из v за t
шагов (таких вершин заведомо не более dt). Если все полученные ответы
равны 1, новый алгоритм также возвращает единицу; в противном случае
возвращается ноль.

Оценим вероятность ошибки нового алгоритма. Снова обозначим C “

Cpxq множество таких вершин v графа, для которых новый алгоритм даёт
неверный ответ на входе x. Предположим, что C содержит не менее 1

2p1`εqt

вершин. Выберем среди них подмножество, состоящее из ровно 1
2p1`εqt вер-

шин и назовём его C 1. Из определения экспандера следует, что

|ΓpΓpΓp. . .Γp
loooooomoooooon

t итераций

C 1q . . .qqq| ą p1` εqt|C 1| “ n{2

Это противоречит тому, что все цепочки из t рёбер, начинающиеся верши-
ной из C 1, обязаны заканчиваться вершиной из B.

Выбирая параметр t достаточно большим, мы получим алгоритм с ве-
роятностью ошибки менее 1

2p1`εqt ă δ. При этом значение t зависит от же-
лаемой вероятности ошибки δ, но не зависит от размера входа n.

Остаётся обсудить время работы построенного алгоритма. Мы исполь-
зуем старый алгоритм как «чёрный ящик» и вызываем его (на разных на-
борах случайных битов) dt раз. Поскольку d и t – некоторые константы (не
зависящие от входа алгоритма), и исходный алгоритм A работал за поли-
номиальное время, можно заключить, что все требуемые вызовы требуют
лишь полиномиального времени.

Однако кроме нескольких вызовов старого алгоритма нам требуется
производить некоторые манипуляции с графом G. Чтобы иметь возмож-
ность делать это за полиномиальное время, нам нужна явная конструкция
экспандера. Более того, нам нужен экспандер явный в сильном смысле:
размер графа экспоненциально растёт с увеличением k, и нам необходим
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алгоритм, который по заданному номеру вершины w за время polypkq на-
ходит список номеров всех соседей w.

7.2 Блуждание на экспандере как генератор
псевдослучайных битов: вероятностные ал-
горитмы с односторонней ошибкой.

Мы в этом разделе мы рассмотрим другой подход у улучшению качества
работы вероятностного алгоритма. Здесь мы по-прежнему рассматриваем
только алгоритмы с односторонней ошибкой. Мы предполагаем, что если
алгоритм выдает ответ 1, то он заведомо правильный, а выдаваемый ответ
0 может быть ошибочным. При этом для любого входа вероятность ошибки
ограничена некоторым δ ă 1.

Чтобы уменьшить вероятность ошибки алгоритма, достаточно последо-
вательно запустить данный алгоритм t раз на независимых значениях дат-
чика случайных битов. Если в произведенных параллельных вычислениях
хотя бы один из полученных результатов окажется раным 1, то в качестве
ответа нужно выдать 1. Если же все t результатов равны 0, то в качестве
ответа нужно выдать 0. Нетрудно видеть, что вероятность ошибки после
t-кратного повторения уменьшилась с δ до δJ. Однако и число использу-
емых случайных битов выросло в t раз. Далее мы покажем, как добиться
экспоненциального уменьшения вероятности ошибки, используя значитель-
но меньше случайных битов.

Построим спектральный p2n, d, γq-экспандер (здесь n— число случайных
битов, которое требовалось исходному вероятностному алгоритму). Выбе-
рем случайно вершину графа x0, а затем сделаем t шагов случайного блуж-
дания по графу, x0 ´ x1 ´ . . . ´ xt. Затем запустим t ` 1 копию старого
алгоритма, используя индексы вершин x0, x1, . . . , xt как наборы случайных
битов. Как и прежде, если в произведенных параллельных вычислениях
хотя бы один из полученных результатов окажется раным 1, то в качестве
ответа нужно выдать 1; если же все t результатов равны 0, то в качестве
ответа нужно выдать 0.

Если исходный алгоритм был полиномиальным, то и новый алгоритм
будет работать за полиномиальное время. Разумеется, нужно, чтобы кон-
струкция используемого p2n, d, γq-экспандера была явной в сильном смысле
(по номеру вершины можно эффективно найти номера её соседей).

Сколько же случайных битов использует новый алгоритм? Чтобы за-
дать на графе путь длины t, нам нужно n ` Optq случайных битов. Это
много лучше, чем tn случайных битов, которые были нужны для наивного
t-кратного повторения исходного алгоритма. При этом согласно утвержде-
нию 5 вероятность ошибки нового алгоритма будет не больше pδ` γ ´ δγqt.
Если взять γ достаточно малым (напомним, что мы умеем строить спек-
тральные экспандеры для сколь угодно малого параметра γ ą 0), то ве-
роятность ошибки будет меньше ct для некоторого c ă 1, т.е. вероятность
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ошибки экспоненциально убывает с ростом t.

7.3 Блуждание на экспандере как генератор
псевдослучайных битов: вероятностные ал-
горитмы с двусторонней ошибкой.

Рассмотрим теперь более общий случай — будем считать, что исходный
вероятностный алгоритм может выдавать как положительные, так и отри-
цательные ложные ответы. При этом для любого входа вероятность ошибки
ограничена некоторым δ ă 1{2.

Как и раньше, чтобы уменьшить вероятность ошибки, можно последо-
вательно запустить исходные алгоритм t раз на независимых значениях
датчика случайных битов, а затем выбрать из t полученных экземпляров
ответа самый часто встречающийся. С ростом t вероятность ошибки будет
экспоненциально убывать. Однако число используемых случайных битов
также увеличивается в t раз.

Как и в случае алгоритма с односторонней ошибкой, мы можем добиться
экспоненциального убывания вероятности ошибки, более экономно расходо-
вать случайные биты. Снова рассмотрим спектральный p2n, d, γq-экспандер
(где n — число случайных битов, которое требовалось исходному вероят-
ностному алгоритму). Сделаем t шагов случайного блуждания по графу,
x0´x1´ . . .´xt. Затем запустим t`1 копию старого алгоритма, используя
индексы вершин x0, x1, . . . , xt как наборы случайных битов. Среди полу-
ченных ответов нужно выбрать самый часто встречающийся; его-то мы и
объявим результатом работы нового алгоритма.

Как и раньше, случайное блуждание задается n`Optq случайными би-
тами. А утверждение 6 позволяет оценить вероятность ошибки нового ал-
горитма. Она не превосходит

ÿ

IĂt0,...,tu, |I|ąt{2

pδ ` γ ´ δγq|I|´1 ď 2t`1pδ ` γ ´ δγqpt´1q{2,

т.е. для достаточно малых γ вероятность ошибки будет экспоненциально
убывать с ростом t.

7.4 Алгоритм проверки связности графа с ис-
пользованием логарифмической памятью

Мы уже видели, что зигзаг-произведение позволяет «собирать» из малень-
ких экспандеров сколь угодно большие экспандеры с ограниченной степе-
нью и достаточно малым вторым собственным числом. Теперь мы рассмот-
рим ещё одно замечательное одно применение этих операций. Мы докажем
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теорему о дерандомизации одного из самых знаменитых вероятностных ал-
горитмов — алгоритма проверки s-t-связности в неориентированном графе
(задача UPATH) с логарифмической памятью.

Задача UPATH: Задан неориентированный граф G “ pV,Eq, в котором вы-
делены две вершины s, t P V . Требуется выяснить, есть ли в графе путь из
вершины s в вершину t.

Теорема 17 Задача UPATH может быть решена вероятностным алго-
ритмом с логарифмической памятью.

Вероятностный алгоритм для решения задачи UPATH устроен очень
просто: нужно сделать N “ polyp|V |q (выбор полинома мы уточним чуть
позже) шагов случайного блуждания по графу, начав с вершины s. Если за
N шагов нам удастся побывать в вершине t, мы точно знаем, что в графе
есть путь из s в t. В противном случае мы полагаем, что такого пути нет.

В каждый момент работы алгоритма нам требуется помнить номер теку-
щего шага блуждания (от 1 до N) и номер вершины, в которой мы в данным
момент находимся. Для хранения этой информации достаточно памяти раз-
мера Oplog |V |q.

Ясно, что если пути из s в t нет, то алгоритм выдаст правильный ответ.
Остаётся оценить вероятность другой ошибки: путь из s в t существует, но
за N шагов блуждания мы его не обнаружим. Без ограничения общности
можно считать, что граф регулярен и недвудолен (мы всегда можем до-
биться этого, добавив в граф некоторое количество петель). Далее покажем,
что при случайном блуждании по связному однородному и недвудольному
графу распределение вероятностей на вершинах быстро приближается к
однородному. Ключевое свойство графа:

Лемма 9 В d-регулярном связном и недвудольном графе с n вершинами
щель между первым и вторым по абсолютной величине собственными
числами не может быть меньше 1{polypnq, т.е.

λ{d ě 1´Θp1{ncq

для некоторой константы c (не зависящей ни от n, ни от d).

Доказательство леммы: По условию граф является связным, так что
собственное число d имеет кратность 1. Далее, если у графа есть отри-
цательные собственные числа, мы перейдём от исходного графа G к его
квадрату G2. При возведении в квадрат все собственные числа также возве-
дутся в квадрат и станут положительными (щель между первым и вторым
по модулю собственным числом также измениться в полином раз — умно-
жится на Opdq). Важно отметить, что поскольку исходный граф G не был
двудольным, в его квадрате максимальное собственное число имеет крат-
ность 1 (связный недвудольный граф при возведении в квадрат остаётся
связным).
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Таким образом, остаётся доказать лемму для связного графа, у кото-
рого все собственные значения положительны. Обозначим f “ pf1, . . . , fnq

J

собственный вектор, соответствующий второму собственному числу G2 (он
ортогонален первому собственному вектору p1, 1, . . . , 1qJ, т.е.

ř

fi “ 0).
Всегда можно считать, что норма f равна единице. Тогда найдётся коор-

дината i такая, что |fi| ě 1{
?
n. Предположим для определённости, что fi

положительно. Поскольку сумма всех координат f̄ равна нулю, то найдётся
и координата j, для которой fj ď 0.

Рассмотрим в графе кратчайший путь из i-ой вершины в j-ую:

fi ´ . . .´ fj .

В этом пути найдётся хотя бы одно ребро fl ´ fm, для которого

|fl ´ fm| ě |fi ´ fj |{n ě
1

n
?
n

Итак, мы нашли в графе такую пару вершин, соединённых ребром, что
разница |fl ´ fm| не меньше 1{n1.5.

Теперь вычислим лапласиан графа: просуммируем pfl ´ fmq
2 по всем

рёбрам pl,mq графа (см. раздел 3.3). При этом каждое ребро мы считаем
по одному разу:

ÿ

tl,muPE

pfl ´ fmq
2 “

ÿ

tl,muPE

pf2
l ` f

2
m ´ 2flfmq “ d

n
ÿ

s“1

f2
s ´ fM fJ “ 2d2 ´ 2λ

(здесьM , как обычно, обозначает матрицу графа, d — его степень). Напом-
ним, что данное равенство верно независимо от того, есть ли в графе петли.
Данная сумма снизу ограничена pfs ´ flq

2 ě 1
n3 . Следовательно, разность

d´ λ ограничена снизу Θp1{n3q. Лемма доказана.
С помощью этой леммы мы докажем корректность работы нашего ал-

горитма. Обозначим p̄piq распределение вероятностей на вершинах после i
шагов случайного блуждания по графу (распределение p̄p0q сосредоточено
в единственной вершине s). Пусть обозначим равномерное распределение
ū “ p 1

n , . . .
1
n q на вершинах компоненты связности s, и разложим p̄piq в сум-

му ū и некоторого вектора из его ортогонального дополнения:

p̄piq “ ū` q̄piq,

где сумма координат вектора q̄piq равна нулю. Если M — нормализованная
матрица графа, то q̄pi`1q “Mq̄piq. На подпространстве векторов с нулевой
суммой норма линейного оператора M равна (нормализованному) второ-
му собственному числу графа; по лемме это число не может быть больше
1 ´ Θp1{ncq, где n есть число вершин в компоненте связности вершины t.
Следовательно, на каждом шаге норма q̄piq уменьшается по крайней мере
в p1´Θp1{ncqq раз, и через polypnq шагов распределение p̄piq станет очень
близко к равномерному (на компоненте связности графа). Таким образом,
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если s и t принадлежат одной компоненте связности, то вероятность попасть
через polypnq шагов в вершину t будет близка к 1{n. Если же увеличить чис-
ло шагов ещё в полином раз, то вероятность хотя бы раз побывать в t станет
близка к единице. Теорема доказана.

Далее мы покажем, как дерандомизовать алгоритм случайного блуж-
дание на графе без значительного увеличения используемой памяти. Более
формально, мы докажем следующую теорему.

Теорема 18 Задача UPATH может быть решена детерминированным ал-
горитмом с логарифмической памятью.

Прежде чем доказывать теорему, заметим, что мы уже умеем решать
на логарифмической памяти задачу UPATH для pn, d, 0.99q-экспандеров. В
самом деле, мы знаем, что диаметр такого экспандера равен Oplog nq. Мы
можем перебрать все пути длины C log n с началом в вершине s и проверить,
ведёт ли хотя бы один из них в t; такая проверка очевидно требует лишь
логарифмической памяти (и полиномиального времени).

Чтобы решить задачу для произвольного графа G, мы превратим его в
экспандер с помощью зигзаг-произведения.

Доказательство теоремы: Мы предполагаем, что нам задан (в виде
оракула) неориентированный граф G с n вершинами, без петель и парал-
лельных рёбер. Далее мы построим на основе G несколько «воображаемых»
графов; мы сможем моделировать блуждание по каждому из этих вообра-
жаемых графов с помощью исходного оракула и дополнительной памяти
размера Oplog nq.

Воображаемый граф G1: заменим в исходном графе каждую вершину vi
степени di ą 3 на цикл длины di; рёбра, входившие ранее в данную вершину
мы по одному присоединим к вершинам этого цикла. Таким образом, в
графе G1 степень каждой вершины не превосходит 3. Обозначим через n1
число вершин в G1 (это число не превосходит polypnq).

Воображаемый граф G2: Добавим к каждой из вершин G1 нужное число
петель так, чтобы получился D-регулярный граф для некоторого D “ d4;
целое число d мы выберем так, чтобы существовал спектральный экспандер
H с параметрами pD “ d4, d,ă 0.01q.

Воображаемые графы Gi : G0 “ G2; каждый следующий граф Gi`1

определяется рекурсивно:

Gi`1 “ pGi z©Hq2.

При этом каждый граф Gi будет экспандером с параметрами

pn1 ¨Di, d4,ă 1´ εiq

для некоторого εi.
Нас интересует значение параметров εi (насколько хорошими экспанде-

рами будет построенные графы). Оказывается, что на каждом шаге значе-
ние ε будет увеличиваться почти вдвое. В самом деле, произведение Gi z©H
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будет спектральным экспандером с параметрами pnD, d2, 1´p0.99q2εiq (свой-
ство зигзаг-произведения, теорема 10). Затем мы берём вторую степень это-
го графа, и все собственные числа возводятся в квадрат. Для малых x имеем
p1´ xq2 « 1´ 2x; таком образом, если εi достаточно мало, то

εi`1 « 2 ¨ 0.992εi « 2εi.

Сначала рассмотрим случай, когда исходный граф G связен. Тогда и
граф G0 тоже состоит из единственной компоненты связности. Применяя
лемму 9 к графу G0, заключаем, что ε0 ě Ωp1{pn1qcq. Далее, для каждого
следующего Gi значение εi становится почти в два раза больше. Следова-
тельно, для k “ Θplog nq граф Gi оказывается спектральным экспандером,
у которого нормализованное второе собственное число по крайней мере не
превосходит 0.99. Отсюда следует, что и граф Gk (как и всякий спектраль-
ный экспандер) связен.

При каждом переходе от Gi к Gi`1 мы увеличиваем число вершин в
графе в D раз. Следовательно, при k “ Θplog nq число вершин в Gk равно
polypnq. Поскольку нормализованное второе собственное число Gk не пре-
восходит 0.99, мы заключаем, что расстояние между любыми двумя верши-
нами в графе Gk имеется путь длины Oplog nq.

Что даст описанная конструкция, если исходный граф G несвязен? Для
каждой компоненты связности, взятой в отдельности, будут верны анало-
гичные рассуждения. Таким образом, итоговый граф Gk будет состоять из
нескольких (не связанных между собой) спектральных экспандеров, соот-
ветствующих компонентам связности исходного графа. (Каждая компонен-
та связности Gk будет состоять из вершин, у которых первая тензорная
«координата» является вершиной из соответствующей компоненты связно-
сти G0, см. замечание 2 на стр 48.) При этом диаметр каждой из компонент
связности Gk будет ограничен Oplog nq.

Таким образом, вершины s и t в исходном графе G связаны путём, если
и только если в Gk каждые две вершины в Gk, у которых в первой тен-
зорной координате стоят s и t соответственно, связаны путём в постро-
енном графе (причём этот путь должен иметь длину не больше Oplog nq).
Мы можем проверить данное свойство, взяв в Gk любую пару вершин, со-
ответствующих s и t из исходного графа, а затем перебрав все пути лога-
рифмической длины.

Упражнение 36 Опишите подробнее рекурсивный алгоритм, моделиру-
ющий один шаг блуждания на графе Gk с использованием памяти Oplog nq.
(Детальное описание алгоритма и его доказательство его корректности
можно найти в [24].)
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Глава 8

Применение экспандеров:
коды на графах

8.1 Линейные коды (напоминание)
Напомним, что (двоичным) кодом называется набор слов C Ă t0, 1un. Эле-
менты C называют кодовыми словами, число n называют длиной кодового
слова, а M “ |C| — объёмом кода. Код объема M можно использовать для
«кодирования» наборов из m “ tlogM u битов (каждому набору из m битов
сопоставляется своё кодовые слова). Минимальным расстоянием кода на-
зывают наименьшее хэмминговское расстояние между парой кодовых слов.
Если кодовое расстояние равно d, то говорят, что данный код позволяет ис-
правлять

X

d´1
2

\

ошибок. В самом деле, если в кодовом слове инвертировать
до

X

d´1
2

\

битов, мы сможем однозначно восстановить исходное слово.
Свойства кодв характеризуется тройкой параметров rn, k, ds: длина кодо-

вого слова n, число передаваемых информационных битовm и минимальное
расстояние между кодовыми словами d. Отношение m{n называют скоро-
стью кода (это отношение является свого рода коэффициентом полезного
действия кода — оно показывает, сколько «полезных» битов удаётся пере-
слать в расчёте на один бит кодового слова).

Пример 1. Рассмотрим множество из двух слов C “ t000, 111u. Это мно-
жество является кодом с длиной кодовых слов n “ 3. Объем этого кода
M “ 2, и минимальное расстояние равно 3. Данный код позволяет исправ-
лять одну ошибку. Если при передаче кодового слова через канал с шумом
один из трёх битов окажется испорчен (поменяется на противоположный),
мы сможем однозначно восстановить вид этого слова до искажения (ска-
жем, слово 001 могло получиться изменением одного бита из кодового слова
000, но не из 111).

Задача теории кодирования состоит в поиске кодов с оптимальным со-
отношением параметров. Скажем, при фиксированных n и d максимизиро-
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вать k — найти максимальное значение kmax, для которого код с параметра-
ми rn, k, ds существует. Полного решения этой задачи нет, однако известны
некоторые оценки на kmax сверху и снизу. Простейшими оценками такого
рода являются неравенства Хэмминга и Гилберта: если d ă n{2, то
оценка Хэмминга: kmax

n ď 1´ hp d2n q ` op1q (при nÑ8),

оценка Гилберта: kmax

n ě 1´ hp dn q ` op1q (при nÑ8),
где hpαq “ α log 1

α ` p1´ αq log 1
1´α .

(Доказательство неравенств Хэмминга и Гилберта можно найти в любом
учебнике по теории кодирования.)

Отдельная и с практической точки зрения очень важная задача — поиск
эффективных алгоритмов декодирования для разных типов кодов. Алго-
ритм декодирования должен восстановить кодовое слово, в котором были
испорчены (стёрты или инвертированы) некоторые биты. Как мы покажем
ниже, с помощью экспандеров можно строить коды, для которых имеются
очень быстрые алгоритмы декодирования.

Код C Ă t0, 1un называется линейным, если слова этого кода образуют
линейное подпространство в Fn2 . Линейный код можно описать двумя спосо-
бами. С одной стороны, можно указать базис в пространстве кодовых слов.
С другой стороны, можно задать систему однородных линейных уравнений
для переменных x1, . . . , xn, решения которой и будут кодовыми словами.
Для линейных кодов минимальное расстояние между кодовыми словами
равно минимальному возможному числу единиц в ненулевом кодовом сло-
ве.

Пример 2. Рассмотрим множество 7-битных двоичных слов x “ x1x2 . . . x7,
биты которых удовлетворяют следующей системе линейных уравнений (над
полем Z2)

$

&

%

x4 ` x5 ` x6 ` x7 “ 0,
x2 ` x3 ` x6 ` x7 “ 0,

x1 ` x3 ` x5 ` x7 “ 0.

Нетрудно понять, каков найти объём этого кода: система из 3 линейно неза-
висимых уравнений с 7 уравнениями имеет пространство решений размер-
ности 4, так что код состоит из 24 “ 16 кодовых слов.

Упражнение 37 Докажите, что минимальное расстояние для кода из
примера 2 равно 3, т.е. код позволяет исправлять одну ошибку1.

Итак, всякий линейный код задаётся системой линейных уравнений. Эти
уравнения иногда называют контрольными суммами (набор битов являет-
ся кодовым словом, если и только если все значения контрольных сумм
для этих битов равны нулю). Матрицу это системы уравнений называют
проверочной матрицей.

1Этот код является частным случаем кода Хэмминга.

89



Согласно определению, если H является проверочной матрицей кода,
то набор из n битов x “ px1, . . . , xnq является кодовым, если и только ес-
ли HxJ “ 0). Так, для приведённого выше примера проверочная матрица
имеет вид

H “

¨

˝

0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

˛

‚.

Для линейных кодов верно следующее утверждение, аналогичное оценке
Гилберта:

Оценка Варшамова–Гилберта: если kmax

n ě 1´hp dn q`op1q, то существует
линейный код с параметрами rn, k, ds (op1q обозначает член, стремящийся к
нулю при nÑ8).

Подробнее об основных понятиях терии кодирования можно прочитать
в кратких курсах лекций [25], [26] либо, например, в классической моногра-
фии [27].

В этой главе мы покажем, как строить линейные коды с помощью экс-
пандеров. Эти коды будут обладать достаточно хорошим соотношением па-
раметров; кроме того, мы предъявим для этих кодов быстрые алгоритмы
декодирования. Говорить об эффективных алгоритмах кодирования и деко-
дирования имеет смысл для кодов, заданных явно. Для экспандерных ко-
дов это означает, что конструкция кода должна использовать эффективно
заданный экспандер. В данном случае достаточно эффективности в сла-
бом смысле (см. обсуждение в разделе 2.4) — нам нужны экспандеры на n
вершинах, которые можно построить алгоритмически за время polypnq. В
разделах 8.2–8.5 и разделе 8.8 мы будем использовать комбинаторные дву-
дольные экспандеры, а в разделах 8.6–8.7 подходящие спектральные экспан-
деры. Более детальное обсуждение экспандерных кодов и их приложений
можно найти в обзорах [32] (на английском языке) или [28] (на русском).
Подготовленный читатель найдёт интересные технические подробности в
оригинальных работах по экспандерным кодам, например, в [29, 31].

8.2 Коды на двудольном экспандере
Мы начнём с простейшей конструкцию линейного кода на экспандере. Мы
сопоставим каждому двудольному экспандеру некоторую проверочную мат-
рицу (т.е. некоторую систему уравнений). Мы покажем, что свойства линей-
ного кода, задаваемого этой проверочной матрицей, связаны с комбинатор-
ными свойствами исходного экспандера.

Систему однородных линейных уравнений над полем Z2 удобно пред-
ставлять в виде двудольного графа. Вершины левой доли графов соответ-
ствуют переменным, а вершины правой доли графа — уравнениям; i-ая вер-
шина из левой доли соединяется ребром с j-ой вершиной из правой доли,
если переменная xj входит (с ненулевым коэффициентом) в j-ое уравнение.
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Нас будут интересовать системы линейных уравнений, графы которых
являются двудольными pn,m, k, d, εq-экспандерами. Мы хотим, чтобы си-
стема уравнений задавала код с хорошими свойствами: код должен иметь
не слишком низкий «коэффициентом полезного действия» (отношение раз-
мерности пространства кодовых слов к n должно быть не меньше некоторой
константы c), и код должен исправлять не меньше δn ошибок для некоторой
зданной доли δ ą 0.

Чтобы код обладал требуемыми свойствами, нам потребуется, чтобы для
параметров pn,m, k, d, εq-экспандера выполнялись следующие соотношения:

m ď p1´ cqn,
k ą 2δn,
ε ă 1{2.

В самом деле, число уравнений равно m, так что размерность пространства
решений такой системы будет не меньше n´m. Это значит, что в коде будет
не менее 2n´m “ 2cn кодовых слов.

Остаётся доказать, что данный код действительно исправляет δn оши-
бок. Для этого нужно проверить, что расстояние между любыми кодовыми
словами больше k ą 2δn. Для линейного кода это условие эквивалентно
тому, что в каждом ненулевом кодовом слове должно быть не меньше k
единиц.

Предположим противное: пусть есть кодовое слово x “ x1 . . . xn (реше-
ние системы линейных уравнений, заданной нашим экспандером), в кото-
ром менее k единиц. Обозначим A множество вершин из левой доли гра-
фа, соответствующих единицам в данной битовой последовательности. По-
скольку |A| ă k, можно воспользоваться свойством расширения: число со-
седей A достаточно велико,

|ΓpAq| ą p1´ εqd|A|.

Из A выходит ровно d|A| рёбер. Оценим среднее (по всем вершинам v P
ΓpAq) число ребер, которое приходит из A в v. Это число не превосходит

d|A|

p1´ εqd|S|
“ 1{p1´ εq ă 2.

Итак, среднее число ребер, соединяющих вершину из ΓpAq с множеством
A, больше нуля и меньше двух. Это значит, что хотя бы у одной вершины
v из правой доли есть ровно один сосед из A. Но в таком случае уравнение,
соответствующее v, не выполняется на наборе x1 . . . xn (в уравнение входит
только одна переменная со значением 1, в все остальные равны 0). Таким
образом, мы доказали, что набор битов с менее чем k единицами не может
быть кодовым словом.

В следующем разделе мы покажем, что для построенного нами экспан-
дерного кода есть быстрый алгоритм декодирования.
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8.3 Экспандерные коды: параллельный алго-
ритм декодирования

Пусть G “ pL,R,Eq — двудольный экспандер с параметрами pn,m, d, k, εq.
На этом экспандере построим линейный код, как это было описано в разде-
ле 8.2. Каждой вершине в левой доле графа мы сопоставляем бит кодового
слова, а каждой вершине правой доли графа сопоставляем контрольная
сумма; набор битов считается кодовым словом, если все его контрольный
суммы равны нулю.

В разделе 8.2 мы показали, что в таком коде расстояние между кодовыми
словами не меньше k. Это значит, что если в кодовом слове искажены (ин-
вертированы) менее k{2 битов, то мы можем исправить внесённые ошибки и
восстановить исходное кодовое слово. Однако наивный алгоритм исправле-
ния ошибок (перебор всех возможных способов инвертировать ă k{2 битов
в слове) требует огромного перебора. Главное достоинство экспандерных
кодов — это быстрые алгоритмы декодирования.

Далее мы рассмотрим несколько алгоритмов декодирования экспандер-
ных кодов. Эти алгоритмы будут исправлять разное число ошибок, и тре-
бования к экспандерам у них также будут несколько разными. Начнём мы
с самого простого паралелльного алгоритма декодирования.

Однофазный параллельный алгоритм декодирования экспандерного кода.

Вход алгоритма: набор битов x1, . . . , xn, приписанных вершинам левой
доли экспандера G “ pL,R,Eq.

1. Для каждой вершины w P R вычислить соответствующую контроль-
ную сумму

cw :“
à

vPL : pv,wqPE

xv

2. Если все контрольные суммы равны 0, закончить работу, выдав
текущий набор битов x1, . . . , xn.

3. Для каждой вершины v P L инвертировать бит xv, если более по-
ловины контрольных сумм, включающих xv не равны 0, т.е.

число вершин w P R таких, что pv, wq P E и cw “ 1, больше d{2

4. Вернуться к пункту 1.

Замечание: В пунктах 1 и 3 данного алгоритма вычисления для всех
вершин можно выполнять параллельно.

Теорема 19 Если ε ă 1{8 и исходный набор битов x “ x1 . . . xn отличает-
ся от некоторого кодового слова y “ y1 . . . yn в не более, чем k{2 позициях,
то через Oplog nq итераций описанный алгоритм остановится и выдаст
в качестве результата кодовое слово y.
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Определение 8 Пусть G “ pL,R,Eq — двудольный граф, и A Ă L неко-
торое множество вершин левой доли этого графа. Будем называть вер-
шину правой доли графа w P R уединённым соседом множества A, если
существует ровно одна вершина v P A, соединённая ребром с v. Других
соседи A будем называть неуединёнными.

Доказательство теоремы будет использовать следующую лемму:

Лемма 10 (об уединённых соседях) Пусть граф G “ pL,R,Eq явля-
ется двудольным экспандером с параметрами pn,m, d, k, εq (без кратных
рёбер), и A Ă L — некоторое множество вершин левой доли графа, |A| ď
k. Тогда число уединённых соседей A (в правой доле графа R) не меньше
p1´ 2εqd|A|.

Доказательство леммы: Обозначим U множество всех уединённых сосе-
дей A. Из A выходит d|A| рёбер. При этом |U | из них приходят в вершины,
являющиеся уединёнными соседями A в правой доле (по одному ребру в
каждого уединённого соседа). А все остальные рёбра приходят в неуеди-
нённых соседей (в каждого неуединённого соседа A приходит не меньше
двух рёбер). Таким образом, мы получаем

|ΓpAq| ď |U | `
d|A| ´ |U |

2
“

1

2
d|A| `

1

2
|U |.

С другой стороны, по определению экспандера мы имеем

|ΓpAq| ą p1´ εqd|A|.

Следовательно,

p1´ εqd|A| ă
1

2
d|A| `

1

2
|U |,

и |U | ą p1´ 2εqd|A|. Лемма доказана.
Доказательство теоремы 19: Пусть x “ x1 . . . xn — текущий набор би-

тов, приписанных вершинам левой части графа. Мы предполагаем, что
x не более, чем в k{2 позициях отличается от некоторого кодового слова
y “ y1 . . . ynq. Покажем, что после очередной итерации алгоритма рассто-
яние между новым набором битов x1 “ x11 . . . x

1
n и кодовым словом y со-

кратится не менее, чем в c раз для некоторой константы c ą 1. (Из этого
свойства алгоритма немедленно следует, что через Oplog nq итерации рас-
стояние станет равно нулю, т.е. текущий набор битов превратиться в нужное
нам кодовое слово y.)

Обозначим A и A1 множества тех позиций, в которых наборы битов x
и x1 соответственно отличаются от кодового слова y. Изучим соотношение
между A и A1. Для этого разделим A1 на две части: положим

A1 “ B Y C,

где B Ă A и C Ă t1, . . . , nuzA. Другими словами, B состоит из позиций,
в которых сохранятся исходные «неправильные» биты (отличающиеся от
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битов в y), а C состоит из позиций, в которых «правильные» биты (такие
же, как в y) после выполнения одного шага алгоритма биты превратились
в «неправильными».

Отдельно оценим размеры B и C. Прежде всего отметим, что если вер-
шина w P R не соединена ребром ни с одной вершиной из A, то её кон-
трольная сумма равна 0, как и все контрольные суммы кодового слова y.
В уединённых соседях A контрольная сумма обязательно равна единице
(ровно одна переменная в уравнении имеет неправильное значение). Если
же вершина w является неуединённым соседом A, то мы не можем точно
сказать, будет ли её контрольная сумма равна 0 или 1 — это зависит от
чётности числа вершин в A, соединённых ребром с w).

По лемме 10 число уединённых соседей A не меньше p1 ´ 2εqd|A|. Во
всех этих соседях контрольные суммы заведомо равны 1. Следовательно,
не более 2εd|A| рёбер ведут из A в некоторого неуединённого соседа.

Это наблюдение позволяет нам оценить размер B. В самом деле, «непра-
вильный» (принадлежащий A) бит xi остаётся не инвертированным (т.е.
i P B), только если хотя бы половина (хотя бы d{2 из d) его контроль-
ных сумм равна нулю. А это значит, что хотя бы половина соседей данной
вершины являются неуединёнными соседями A. Таким образом,

|B| ď
2εd|A|

d{2
“ 4ε|A|.

Теперь оценим размер множества вершин C. Для этого нам потребуется
рассмотреть множество соседей объединения A Y C. Во-первых, среди со-
седей этого объединения встречаются все соседи A (коих не больше d|A|).
Во-вторых, среди этих соседей встречаются также вершины w P R, соеди-
нённые ребром с C, но не соединённые с A. Но вершин второго типа не
может быть очень много. В самом деле, у каждой вершины C более поло-
вины соседей имеют единичную контрольную сумму; такие вершины обя-
заны быть соседями A (точнее, соседями нечётного числа вершин из A).
Таким образом, каждая вершина из C может иметь не больше d{2 соседей,
не покрытых множеством ΓpAq. Следовательно,

|ΓpAY Cq| ď d|A| `
1

2
d|C|.

Теперь предположим, что объединение A Y C не очень велико (содержит
не более k вершин). Тогда к AYC можно применить свойство расширения
экспандера. Получаем

dp1´ εqp|A| ` |C|q ă |ΓpAY Cq| ď d|A| `
1

2
dC,

откуда вытекает
|C| ď

ε
1
2 ´ ε

|A|.

Что делать, если в AY C содержится больше k вершин? Просто выбросим
из C «лишние» вершины — обозначим C 1 произвольное подмножество C,
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состоящее из ровно k ´ |A| вершин. Тогда |A Y C 1| “ k. Затем применим к
AY C 1 приведенное выше рассуждение и получим

|C 1| ă
ε

1
2 ´ ε

|A|.

Но тогда

|AY C 1| ă p1`
ε

1
2 ´ ε

q|A| ă
|A|

1´ 2ε
ă k,

что противоречит выбору C 1.
Теперь мы можем объединить полученные оценки для B и C. При ε ă

1{8 получаем

|A1| “ |B Y C| ă 4ε|A| `
ε

1
2 ´ ε

|A| ă
6ε

1´ 2ε
|A| ă |A|.

Это значит, что число «неправильных» битов среди xi на каждой итерации
алгоритма уменьшается в константу раз. Понятно, что через Oplog nq шагов
ни одной ошибки не останется. Теорема доказана.

Замечание: Каждая итерация описанного алгоритма может требует про-
извести Opnq операций. Таким образом, если использовать этот алгоритм
без распараллеливания, его выполнение потребует времени Opn log nq. В
следующем параграфе мы опишем модификацию данного алгоритма, ра-
ботающего за время Opnq.

Упражнение 38 Докажите, что для экспандерного кода, построенно-
го на экспандере с параметрами pn,m, d, k,ă 1{8q, кодовое расстояние не
меньше 3

4k (что несколько лучше оценки k{2, которую мы доказали в раз-
деле 8.2).

8.4 Экспандерные коды: последовательный ал-
горитм декодирования

В этом разделе мы опишим последовательный алгоритм декодирования экс-
пандерного кода из раздела 8.2, работающий за линейное время.

Однофазный параллельный алгоритм декодирования экспандерного кода.

Вход алгоритма: набор битов x “ x1 . . . xn, приписанных вершинам
левой доли экспандера G “ pL,R,Eq.

1. Для каждой вершины w P R вычислить соответствующую контроль-
ную сумму

2. Для каждой вершины v P L вычислить число sv – количество соот-
ветствующих ей контрольных сумм, равных 1.
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3. Пока не все контрольные суммы равны 0, повторять следующую про-
цедуру

3.1. выбрать вершину u P L, для которой более половины контроль-
ных сумм равны 1;

3.2. инвертировать бит xu;

3.3. скорректировать значение контрольных сумм для всех вершин
w P R, связанных с u;

3.4. скорректировать число sv для тех вершин из левой доли
графа, которые входят в контрольные суммы, изменившиеся
на шаге 3.3

4. Выдать в качестве результата набор текущих значений xi.

Упражнение 39 Докажите, что каждую итерацию шага 3 описанного
алгоритма можно выполнять за время Op1q. (Указание: Нужно органи-
зовать хранение самого графа и чисел sv таким образом, чтобы на каж-
дом шаге было легко находить вершины, для которых требуется обновить
значение sv.)

Теорема 20 Если ε ă 1{4 и исходный набор битов x “ x1 . . . xn отличает-
ся от некоторого кодового слова y “ y1 . . . yn в не более, чем k{2 позициях,
то через Opnq итераций описанный алгоритм остановится и выдаст в
качестве результата кодовое слово y.

Доказательство теоремы 20: Заметим, что на каждой итерации шага 3
описанного алгоритма число ненулевых контрольных сумм убывает. Сле-
довательно, алгоритм остановится не более, чем через m шагов (а мы рас-
сматриваем графы, для которых m ă n). Чтобы доказать корректность
алгоритма, мы должны установить следующий факт:

Пока не все контрольные суммы равны 0, найдётся хотя бы одна вер-
шина в левой доле графа, для которой более половины контрольных сумм
раны 1 (таким образом, шаг 3.1 всего удается выполнить).

Сначала мы докажем это свойство в предположении, что число иска-
женных битов xi (хэмминговское расстояние между текущим набором x и
кодовым словом y) не превосходит k. Обозначим через Ai множество та-
ких вершин левой доли графа, которым на i-ой итерации шага 3 нашего
алгоритма приписаны «неправильные» значения битов (т.е. xi “ yi). Из
леммы 10 следует, что у Ai найдется не меньше

p1´ 2εqd|Ai| ą d|Ai|{2

уединённых соседей. Это значит, что в среднем у вершины из Ai имеется
не меньше d{2 уединённых соседей. Поскольку для каждого уединённого
соседа Ai соответствующая контрольная сумма равна 1, мы заключаем,
что пока Ai непусто, найдётся хотя бы одна вершина v P Ai, для которой
более половины контрольных сумм ненулевые.
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Закончено ли доказательство теоремы? Не совсем. Наше рассуждение
опиралось на предположение, что множество вершин Ai с «неправильны-
ми» битами не превосходит k. В начале работы алгоритма это условие вы-
полнено (более того, по условию теоремы для исходного множества ошибок
выполнено |A0| ă k{2). Однако на некоторых итерациях алгоритма раз-
мер текущего множества Ai вполне может возрастать. Не перевалит ли он
через k? К счастью, это невозможно. Мы знаем, что на каждой итерации
алгоритма уменьшается другой важный параметр — число ненулевых кон-
трольных сумм. При этом в начале работы алгоритма количество ненулевых
контрольных сумм заведомо не превосходит

d|A0|

(все соседи исходного множества A). Далее, на каждом шаге число еди-
ничных контрольных сумм не может быть меньше, чем число уединённых
соседей, т.е. не меньше

p1´ 2εqd|Ai| ą
1

2
d|Ai|

(мы снова используем лемму 10 и воспользовались условием ε ă 1{4). Сле-
довательно,

1

2
d|Ai| ď d|A0|.

Это значит, что размер Ai может вырасти, но не более, чем вдвое по срав-
нению с первоначальным, и число «неправильных» битов никогда не пре-
восходит границы 2|A0| “ k. Теперь теорема полностью доказана.

8.5 Экспандерные коды: двухфазное декоди-
рование˚

Напомним, что в разделе 8.2 мы установили, что код, исправляющий ошиб-
ки, можно построить на pn,m, d, k, εq-экспандерах в предположении, что
ε ă 1{2. В тоже время, алгоритм декодирования из раздела 8.4 применим
только для экспандеров с более сильным свойством — с параметром рас-
ширения ε ă 1{4. Однако, чем меньше параметр ε, тем труднее построить
граф с требуемым свойством расширения. Поэтому возникает вопрос: мож-
но ли организовать быстрое исправление ошибок для кодов на экспандерах
с более слабыми параметрами? Оказывается, что быстрое декодирование
можно организовать для экспандеров с ε превышающими границу 1{4, ес-
ли применять несколько более сложный способ исправления ошибок. В этом
разделе мы рассмотрим алгоритм декодирования, работающий за линейное
время для кодов на pn,m, d, k, εq-экспандерах с ε ă 1{3

Замечание: В [30] показано, что рассматриваемый ниже алгоритм рабо-
тает даже для экспандеров с параметром ε чуть больше 1{3 (точнее, для
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ε “ 1
3 `

6
d ). Остаётся неизвестным, можно ли быстро декодировать экспан-

дерные коды на графах с ещё большими ε.

Работа алгоритма декодирования, который мы сейчас опишем, состоит
из двух фаз. В первой фазе мы выявляем и «стираем» все биты слова,
которые вызывают сомнения. При этом окажется, что мы сотрём все биты,
в которых случились ошибки (а также некоторые биты, значения которых
на самом деле правильные). Во второй фазе алгоритма мы восстановим
правильные значения всех стертых битов.

Первая фаза алгоритма декодирования (стирание подозрительных битов).

Вход алгоритма: набор битов x “ x1, . . . , xn, приписанных вершинам
левой доли графа.

1. Выбираем пороговое значение t :“ p1´ 2εqd.

2. Инициализация:

A0 :“ H,
B0 :“ множество всех вершин из правой доли графа с ненулевой
контрольной суммой

3. Пока можно найти v P LzAi, у которой ě t соседей лежат в Bi,

3.1. Ai`1 :“ Ai Y tvu,

3.2. Bi`1 :“ Bi Y Γpvq

Упражнение 40 Покажите, что хранение данных можно организовтаь
таким образом, что описанная первая фаза алгоритма декодирования бу-
дет выполнена за время Opnq.

Лемма 11 Пусть исходный набор битов x “ x1 . . . xn отличается от
некоторого кодового слова y “ y1 . . . yn не болеее, чем в k{p1 ´ 3εq пози-
циях. Обозначим Afinal множество Ai в момент остановки первой фазы
алгоритма декодирования.

(а) Все позиции i, в которых биты xi и yi различаются, входят в
Afinal.

(б) Множество Afinal содержит не более k элементов.

Доказательство леммы: (а) Обозначим E Ă L множество всех вершин
из левой доли графа для которых биты xi и yi различаются (позиции, в
которых произошли «ошибки» в кодовом слове). Разделим это множество
на две части:

Egood “ E XAfinal, Ebad :“ EzAfinal.

Предположим, что Ebad непусто. Применим к этому множеству лемму 10:

|ΓpEbadq| ě p1´ 2εqd|Ebad|.
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Следовательно, найдётся вершина v P Cbad, у которой не меньше t “ p1 ´
2εqd соседей являются уединёнными. Каждый из этих соседей либо явля-
ется уединённым соседом всего E (такой вершине соответствует ненулевая
контрольная сумма, и она включается в B0 на стадии инициализации), ли-
бо имеет соседей из Egood (такая вершина на одной из итераций алгоритма
должна быть включена в Bi`1 при выполнении шага 4.2.). В любом случае,
у такой вершины v должно быть не меньше t соседей, лежащих в Bfinal. Но
тогда v должна была быть включена в Afinal. Мы получили противоречие
с определением множества Ebad .

(б) Заметим, что в множество B0 при инициализации включается не
более d|E| вершин (каждый «ошибочный» бит влияет на значения не бо-
лее, чем на d контрольных сумм). Далее, на каждой итерации алгоритма
к множеству Ai добавляется по одной вершине, т.е. |Ai| “ i. При этом к
множеству Bi на каждой итерации добавляется не более d´ t “ 2εd новых
контрольных сумм (для новой вершины v, которую мы на i-ом шаге добав-
ляем к текущему множеству Ai, не меньше t соседей уже были включены
в Bi). Следовательно,

|ΓpAiq| ď |Bi| ď |B0| ` 2εd ¨ i.

Предположим, что алгоритм делает не менее k итераций. Применим к мно-
жеству Ak свойство расширения:

p1´ εqd|Ak| ă |ΓpAkq| ď |B0| ` 2εd|Ak| ď d|E| ` 2εd|Ak|.

Получаем

|Ak| ď
|E|

1´ 3ε
ă k.

Но это противоречит тому, что на каждом шаге множество Ai состоит в
точности из i вершин. (Отметим, что здесь мы воспользовались важным
ограничением: число ошибок не превосходит k{p1´ 3εq). Лемма доказана.

Применив первую фазу алгоритма декодирования, мы сотрём в исход-
ном наборе битов px1, . . . , xnq все «подозрительные» биты xi, попавшие в
Afinal. Формально «стирание» означает, что мы заменяем значение некото-
рых битов xi на специальный символ ‘?’. При этом лемма 11(а) гарантиру-
ет, что все «ошибочные» биты xi будут «стёрты» (если в позиции i после
завершения первой фазы декодирования стоит не вопросительный знак, а
ноль или единица, мы можем быть уверены, что это правильное значение
соответствующего бита кодового слова). Кроме того, лемма 11 (б) говорит,
что общее число стертых битов не превосходит k. Теперь мы можем перей-
ти ко второй фазе алгоритма, которая позволит восстановить правильные
значения битов кодового слова в «стертых» позициях.

Вторая фаза алгоритма декодирования (восстановление стертых битов).

Вход алгоритма: набор символов x1, . . . , xn, приписанных вершинам левой
доли графа, где xi P t0, 1, ?u для каждого i.
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1. Инициализация: C0 :“ множество всех соседей вершин, помеченных ‘?’

2. Пока можно найти w P Ci, у которой ровно один сосед v P L помечен
‘?’,

2.1. меняем пометку xv на 0 или 1 так, чтобы контрольная сумма
в w стала равна нулю,

2.2. Ci`1 :“ Ciztwu

Упражнение 41 Покажите, что описанную вторую фазу алгоритма де-
кодирования можно выполнить за время Opnq.

Лемма 12 На каждой итерации шага 2.1 мы помещаем в xv пометку 0
или 1, совпадающую с соответствующим битом кодового слова yv.

Доказательство леммы: индукция по числу итераций. База индукции сле-
дует из лемма 11(а) — в начале работы алгоритма все «нестёртые» биты xi
совпадают с битами кодового слова yi.

Лемма 13 Вторая фаза алгоритма декодирования останавливается толь-
ко тогда, когда Ci становится пустым (а все вершины левой доли оказы-
ваются помеченными нулями или единицами — пометки ‘?’ исчезают).

Доказательство леммы: Достаточно заметить, что пока есть множество
вершин v P L с пометками ‘?’ непусто, у этого множества есть хотя бы один
уединённый сосед.

Таким образом, мы доказали следующий результат.

Теорема 21 Если ε ă 1{3, то для кода на экспандере с параметрами
pn,m, d, k, εq описанный двухфазный алгоритм декодирования позволяет ис-
правлять до k{p1´ 3εq ошибок за линейное время.

8.6 Код Земора˚

Первым ингредиентом кода будет двудольный граф. Нам потребуется сба-
лансированный двудольный граф G “ pL,R,Eq, у которого по m вершин в
левой и правой доле, и степень каждой вершины равна d. В таком графе
G имеется 2m вершин и n “ dm рёбер. Такой двудольный граф естествен-
но задавать матрицей M размерности m ˆm, в которой каждый элемент
Mij равен числу рёбер, которые ведут из i-ой вершины L в левой доле в
j-ую вершину в правой доле R. (Для двудольных графов такое представле-
ние удобнее, чем обычное описание графа с помощью матрицы смежности
размерности p2mq ˆ p2mq.)

Мы будем считать, что mˆm-матрица смежности данного графа совпа-
дает с матрицей спектрального pm, d, γq-экспандера с некоторым достаточно
малым γ. Подчеркнём важное отличие этой конструкции от всех примене-
ний спектральных экспандеров, встречавшихся нам ранее: до сих пор мы
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считали, что матрица m ˆm с ограничением на второе собственное число
задаёт граф с m вершинами; теперь же мы «удваиваем» множество вершин
и интерпретируем эту матрицу как описание двудольного графа с 2m вер-
шинами. Поскольку мы используем симметричную матрицу спектрального
экспандера, мы получаем в результате двудольный граф с дополнительным
свойством симметрии: число рёбер, соединяющих i-ую вершину левой доли
и j-ую вершину правой доли, совпадает с числом рёбер, соединяющих j-ую
вершину левой доли и i-ую вершину правой доли.

Упражнение 42 Покажите, что для построенного двудольного графа вы-
полнена лемма о перемешивании в следующем виде: для всяких множеств
вершин A Ă L и B Ă R число рёбер, соединяющих A и B, удовлетворяет
неравенству

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|EpA,Bq| ´
d|A||B|

m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď γd
a

|A||B|.

В дальнейшем мы будем полагать d и γ фиксированными константами;
при этом значение m можно будет брать сколь угодно большим.

Вторым ингредиентом конструкции будет линейный код для слов длины
d. Оценка Варшамова–Гилберта гарантирует, что существует линейный код
Clocal с параметрами rd, klocal, δds, где klocal « dp1 ´ hp2δqq. Поскольку d
фиксировано (не растёт с ростом m), такой код можно найти перебором.
Данный код задаётся набором из d´ klocal « d ¨ hp2δq линейно независимых
уравнений (над полем Z2) для d переменных.

Теперь мы готовы определить линейный код Земора. Мы припишем каж-
дому ребру графа свою переменную xi, i “ 1, . . . , n (длина кода будет равна
числу рёбер в графе). Каждая вершина v выделяет в графе подмножество
из d рёбер — набор из тех рёбер, которые инцидентны v. (Мы считаем, что
для каждой вершины графа на инцидентных ей рёбрах некоторым обра-
зом зафиксирован порядок). Будем требовать, чтобы биты xi, приписанные
каждому такому набору, образовывали кодовое слово в «локальном» коде
Clocal.

Другими словами, каждой вершине приписан набор из

d´ klocal « d ¨ hp2δq

линейных уравнений на переменных xi (контрольные суммы локального
кода); набор битов является кодовым словом, если и только если он удовле-
творяет всем этим уравнениям.

Описание кода завершено. Подсчитаем, сколько в этом коде кодовых
слов. Мы приписали каждой вершине « dhp2δq уравнений. Общее число
уравнений, таким образом, составляет примерно 2mdhp2δq. Это значит, что
размерность пространства решений этой системы уравнений примерно рав-
на

n´ 2mdhp2δq “ p1´ 2hp2δqqn.

Следовательно, скорость («коэффициент полезного действия») данного ко-
да равняется p1´ 2hp2δqq. Остаётся понять, сколько данный код позволяет
исправлять ошибок.
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Утверждение 9 Расстояние построенного линейного кода не меньше, чем
δpδ ´ γqn (« δ2n при малом γ).

Доказательство: Рассмотрим ненулевое кодовое слово x “ x1 . . . xn с мини-
мальным числом единиц (минимальным весом). Обозначим E1 множество
рёбер, соответствующих ненулевым битам этого кодового слова. Назовём A
и B множества вершин из левой и правой долей графа, в которые входит
хотя бы одно ребро из E1. Поскольку набор битов x является кодовым сло-
вом, он удовлетворяет уравнениям, приписанным всем вершинам графа. Но
в выбранном нами «локальном коде» возможны лишь такие d-битовые на-
боры, в которых есть хотя бы δd единиц (либо уж все биты вектора равны
нулю). Следовательно, в каждую из вершин A и B входит не менее δd рёбер
E1. Суммируя все рёбра, выходящие из A и B, получаем

2|E1| ě δdp|A| ` |B|q

(коэффициент 2 в левой части соответствует тому, что каждое ребро посчи-
тали дважды — как ребро с концом в A и как ребро с концом в B).

Поскольку наш двудольный граф G построен из спектрального pm, d, γq-
экспандера, можно воспользоваться леммой о перемешивании:

|E1| ď |EpA,Bq| ď
d|A||B|

m
` γd

a

|A||B|.

Получаем

δ

2
p|A| ` |B|q ď |E1| ď

|A||B|

m
` γ

a

|A||B| ď
p|A| ` |B|q2

4m
`
γ

2
p|A| ` |B|q

(среднее геометрическое не превосходит среднего арифметического). Сле-
довательно, |A| ` |B| ě 2mpδ ´ γq.

Вспомная, что |E1| ě δd
2 p|A| ` |B|q, получаем

|E1| ě δpδ ´ γqdm “ δpδ ´ γqn,

и утверждение доказано.

Таким образом, мы научились строить линейный код с параметрами

rn, p1´ 2hp2δqqn, δpδ ´ γqns

Данная конструкция имеет смысл, если hp2δq ă 1{2; это условие заведомо
выполнено для δ ă 0.01.

Для кода Земора известен быстрый (полиномиальный по n) алгоритм де-
кодирования. Поскольку кодовое расстояние данного кода не меньше δpδ ´
γqn « δ2n, можно было бы надеяться исправлять до « 1

2δ
2n ошибок. Столь

хорошего результата мы не добъёмся. Однако мы покажем, что можно быст-
ро исправлять « 1

4δ
2n ошибок (примерно вдвое меньше, чем хотелось бы).
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Более точно, для любого ε ą 0 можно построить быстрый алгоритм, кото-
рый восстанавливает кодовое слово, в котором испорчено (инвертировано)
не более p1´εqδpδ´γqn

4 битов.
Процедура декодирования будет устроена следующим образом. Попере-

менно для всех вершин левой и правой доли графа мы производим локаль-
ную процедуру декодирования: для каждой вершины берём все входящие
в неё рёбра; если значения d соответствующих переменных xi не образуют
кодовое слово в локальном коде Clocal, мы заменяем их на ближайшее кодо-
вое слово длины d (так, чтобы все контрольные суммы в данной вершине
стали равны нулю). На каждом шаге мы применяем процедуру коррекции
к вершинам одной доли графа. Поэтому каждое из рёбер может оказаться
вовлечено только в одну такую процедуру коррекции, и конфликтов между
исправлениями ошибок в локальных кодах на разных вершинах не возни-
кает (здесь существенно, что граф двудольный). Мы повторяем процедуру
попеременно для левой и правой доли графа, пока все контрольные суммы
не обнулятся.

Утверждение 10 Пусть δ достаточно мало (hp2δq ă 1{2). Для произ-
вольного ε ą 0, всех достаточно малых γ и всех m описанный выше ите-
ративный алгоритм декодирования исправляет до p1´εqδpδ´γqn

4 ошибок.
Более точно, если x “ x1 . . . xn отличается от одного из кодовых слов

(построенного выше кода) не более чем в p1´εqδpδ´γqn
4 битах, то приведён-

ный алгоритм декодирования остонавливается через Oplog nq итераций (и
выдаёт соответствующее кодовое слово).

Доказательство: Чтобы упростить обозначения, мы ограничимся случаем,
когда исходное слово x близко к кодовому слову, состоящему из одних нулей
(таким образом, в x не более p1´εqδpδ´γqn

4 единиц).
На каждом шаге процесса декодирования каждое ребро графа поме-

чено нулём или единицей (в самом начале единицами помечено не более
p1´εqδpδ´γqn

4 рёбер). Нам нужно доказать, что через Oplog nq шагов все рёб-
ра будут помечены нулями.

Рассмотрим пометки на рёбрах графа после i-ого шага процедуры де-
кодирования (на нечётных шагах мы обрабатываем вершины левой доле
графа; на чётных шагах — вершины правой доли). Обозначим Ai и Bi мно-
жество вершин в левой и правой долях графа соответственно, в которые
после i-ой итерации входит хотя бы одно ребро с пометкой 1. Далее мы
докажем, что существует такая константа c ă 1, что

• для нечётных i (на i-ом шаге обрабатывались вершин левой доли)
|Ai`1| ď c|Bi|

• для чётных i (на i-ом шаге обрабатывались вершин правой доли)
|Bi`1| ď c|Ai|

Из этих неравенств немедленно следует доказываемое нами утверждение —
на каждом шаге число «обеспокоенных» единицами вершин (в той доле
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графа, где только что произошла очередная коррекция) уменьшается в кон-
станту раз. Данные неравенства мы докажем индукцией по номеру шага i.

Прежде чем проводить индукцию, сделаем простое наблюдение. Пусть
A1 есть число вершин правой доли графа, в которые входят единичные рёб-
ра после первого шага декодирования (первый шаг декодирования мы при-
меняем к вершинам в левой доле графа). Сравним |A1| с числом единичных
рёбер, которые имелись в кодовом слове до 1-го шага декодирования. Если
очередной шаг декодирования не обнулила все рёбра, входящие в некото-
рую вершину, это значит, что в неё входило не менее δd{2 единичных рёбер.
Таким образом,

|A1| ď
rчисло единичных рёбер, входивших в вершины A1 до 1-ого шагаs

δd{2

Следовательно,

|A1| ď

1
4 p1´ εq

δ
2 pδ ´ γqn

δd{2
“

1

2
¨ p1´ εqpδ ´ γq ¨

n

d
.

Далее по индукции мы покажем, что на каждом четном шаге i “ 2, 4, 6, . . .
|Bi| ď |Ai´1|, а на на каждом четном шаге i “ 3, 5, 7, . . . |Ai| ď |Bi´1|.
Таким образом, для каждого i мы можем считать, что по предположению
индукции

|Ai´1| ď
1

2
¨ p1´ εqpα´ γq ¨

n

d

(если i ´ 1 нечетно, и на предыдущем шаге происходила коррекция в вер-
шинах слева) или, соответственно,

|Bi´1| ď
1

2
¨ p1´ εqpα´ γq ¨

n

d

(если i´1 четно, и на предыдущем шаге происходила коррекция в вершинах
справа).

Теперь мы готовы сделать шаг индукции. Рассмотрим случай чётного
i, когда происходит исправление ошибок в локальных кодах в вершинах
правой доли (для чётных номеров рассуждения симметричны). Применим
лемму о перемешивании:

|EpAi, Bi`1q| ď
d|Ai| ¨ |Bi`1|

m
`d log

a

|Ai||Bi`1| ď
d|Ai| ¨ |Bi`1|

m
`dγ

|Ai| ` |Bi`1|

2

(второе неравенство есть переход от среднего геометрического к среднему
арифметическому).

Оценим снизу |EpAi, Bi`1q|. Для того, чтобы некоторая вершина в пра-
вой доле после i-ой итерации попала в Bi`1, в неё (до текущей процедуры
коррекции) должно входить не менее δd{2 рёбер с единичными пометками.
Правый конец каждого такого ребра по определению лежит в Ai.
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Соединим вместе нижнюю и верхнюю оценку для |EpAi, Bi`1q| и вос-
пользуемся тем, что по предположению индукции |Ai| ď 1

2 ¨ p1´εqpδ´γq ¨
n
d ;

наше неравенство можно переписать в виде

pδd{2q|Bi`1| ď
1

2

p1´ εqpδ ´ γqnd
m

|Bi`1| ` dγ
|Ai| ` |Bi`1|

2
.

Вспомним, что n “ md и получим

|Bi`1|

|Ai|
ď

γ{2

δ{2´ γ{2´ 1
2 p1´ εqpδ ´ γqq

.

Если γ достаточно мало, то данное отношение меньше 1. Утверждение до-
казано.

8.7 Надёжные схемы из функциональных эле-
ментов˚

В этом разделе мы обсуждаем задачу построения надёжных схем из функ-
циональных элементов2. Мы предполагаем, что читатель знаком с поняти-
ем схемы из функциональных элементов, вычисляющей булеву функцию
f : Bn Ñ B. Мы будем предполагать, что зафиксирован некоторый ко-
нечный полный базис булевых функций B, и каждой внутренней вершине
схемы из функциональных элементов сопоставляется некоторая функция
g P B, причём арность g совпадает с входной степенью вершины (также
фиксируется соответствие между входящими рёбрами и аргументами g).
Входным вершинам схемы (вершинам с входной степенью 0) сопоставляют-
ся аргументы функции, которую вычисляет схема.

Пусть задана схема из N функциональных элементов, вычисляющая
некоторую функцию f : Bn Ñ B. Рассмотрим работу данной схемы со слу-
чайными ошибками. Будем предполагать, что каждый из функциональных
элементов независимо от других элементов (и от входов схемы) с некото-
рой вероятностью ε «портится», становится «неисправным». Будем назы-
вать данное распределение неисправностей на функциональных элементах
ε-случайным. При этом мы не предполагаем, что испорченные функцио-
нальные элементы всегда возвращают неверное значение (т.е. отрицание
правильного результата вычислений для заданных аргументов). Мы счита-
ем поведение испорченного элемента непредсказуемым — он может возвра-
щать и правильные, и неправильные значения. Можно полагать, что все
неисправные элементы схемы переходят во власть злонамеренного против-
ника, который по своему произволу определяет их выходы. При этом вы-
ходы на остальных (исправных) функциональных элементах определяются
по обычным правилам.

2Более подробное обсуждение этой темы можно найти в [36].
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Определение 9 Схема из функциональных элементов pε, δq-надёжно вы-
числяет функцию f , если для любого набора входных значений, при ε-
случайном выборе элементов, в которых возникает неисправность, с ве-
роятностью не менее p1´ δq схема выдаёт правильное значение функции,
как бы ни действовал противник.

Теорема 22 Для произвольного полного базиса булевых функций B, для
всех достаточно малых ε найдётся δ “ Opεq такое, что всякая булева
функция может быть вычислена pε, δq-надёжной схемой в данном базисе.

Доказательство: Прежде всего заметим, что если теорема верна для одного
полного базиса, то она обязана выполняться и для любого другого базиса,
быть может с другими ε и δ (поскольку элементы одного базиса можно
моделировать блоками, составленными из элементов другого базиса). Без
ограничения общности мы можем считать, что наш базис состоит из всех
булевых функций трёх аргументов. Мы покажем, что любую обычную бу-
леву схему можно переделать в pε, δq-надёжную. Доказательство проведём
индукцией по глубине формулы.

Итак, пусть выход (обычной) булевой схемы вычисляется применением
функционального элемента b к тройке значений f1, f2, f3. Каждое из зна-
чений f1, f2, f3 в свою очередь вычисляется некоторыми подсхемами (быть
может, пересекающимися). Глубины этих подсхем заведомо меньше, чем
глубина всей схемы; поэтому мы можем считать, что для f1, f2, f3 уже име-
ются pε, δq-надёжные схемы T1, T2, T3. Если к выходам схем T1, T2, T3 приме-
нить операцию b, то вероятность получить неверный ответ не превосходит
p3δ` εq (итоговый результат может оказаться неверным, если хотя бы одно
из значений fi вычислено неправильно или если неисправность возникла в
самом элементе b). Назвоём построенную схему R. Чтобы уменьшить веро-
ятность ошибки, мы изготовим три копии схемы R и применим к выходам
этих трёх схем функцию большинства. Вероятность того, что и после этого
мы получим ошиочный ответ, не превосходит

3p3δ ` εq2 ` ε

(ошибка должна случиться хотя бы в двух из трех независимых копий схе-
мы C либо в итоговом вычислении большинства). Для малых ε и подходя-
щего δ “ Opεq получаем

3p3δ ` εq2 ` ε ď δ

и теорема доказана.
Отметим, что приведённая конструкция может экспоненциально увели-

чить размер схемы, хотя её глубина увеличивается лишь в константу раз.

Упражнение 43 Докажите, что для всех достаточно малых ε найдёт-
ся δ “ Opεq такое, что функцию большинства

majoritypx1, . . . , xnq “

"

1, если более половины xi равны 1,
0, иначе
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можно вычислить pε, δq-надёжной схемой размера polypnq. Указание: реа-
лизуйте функцию majority булевой схемой глубины Oplog nq, а затем вос-
пользуйтесь теоремой 22.

Далее мы докажем более сильный вариант теоремы 22.

Теорема 23 Для произвольного полного базиса булевых функций B, для
всех достаточно малых ε найдётся δ “ Opεq такое, что всякая булева
схема C из N элементов может быть преобразована в pε, δq-надёжную
схему размера OpN logNq.

Преобразование исходной схемы в надёжную можно произвести алго-
ритмически за время за время polypNq.

Доказательство: Прежде чем доказывать теорему, введём определение:

Определение 10 Двудольный граф называется pk, d, α, βq-компрессором,
если

1. в левой и правой долях графа содержится по k вершин;

2. степень каждой вершины равна d;

3. пусть A — произвольное множество вершин левой доли графа, и
|A| ď αk; обозначим B множество таких вершин правой доли графа,
у которых большинство соседей принадлежат A; тогда размер B не
превосходит βk.

Лемма 14 (о компрессоре) Если 4αpγ2 ` αq ă β ă 1{2, то матрица
смежности спектрального pk, d, γq-экспандера задаёт pk, d, α, βq-компрес-
сор (двудольный граф с 2ˆk вершинами также задаётся матрицей kˆk).

Отложим доказательство леммы и покажем, как она помогает доказать
теорему. Зафиксируем некоторый параметр k (в последствии мы выберем
k “ OplogNq). Долее, построим pk, d, 2α, βq-компрессор такой, что β`Lε ă α
(константа L не зависит от k и определяется соотношением числа d и базиса,
над которым мы строим схему; подробнее значение L мы обсудим ниже).

Мы преобразовываем заданную нам схему C в эквивалентную ей pε, δq-
надёжную схему C 1. Для этого мы заменим каждый функциональный эле-
мент на некоторый блок из Opkq элементов (устройство такого блока мы
сейчас опишем). Если в схеме C выход элемента номер i подавался на вход
элементу номер j, то в новой схеме C 1 от блока номер i к блоку номер j бу-
дет идти «кабель» из k проводов. В идеальной ситуации (когда нет ошибок)
сигналы во всех проводах этого кабеля будут одинаковы; более того, это бу-
дет ровно тот сигнал, который проходил по соответствующему проводу в
исходной схеме (при тех же входных значениях).

Теперь опишем устройство блока, соответствующего одному из элемен-
тов схемы C. Мы объясним конструкцию на простейшем примере: пусть
в C присутствовал функциональный элемент конъюнкция; наша задача —
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построить надёжный блок, успешно моделирующий этот функциональный
элемент при умеренном количестве ошибок. В этот блок будут входить 2k
сигналов (два кабеля по k проводов). Мы сводим соответствующие провода
из этих кабелей (первый с первым, второй со вторым, и т.д.) и для каж-
дой пары вычисляем конъюнкцию. Получаем k результирующих сигналов.
Затем пропускаем эти сигналы через корректор: это схема с k входами и
k выходами; каждый выход вычисляется как большинство среди некото-
рых d входов; а правило, по которому каждому из выходов сопоставляются
d входов, есть pk, d, 2α, βq-компрессор. Отметим, что весь описанный блок
реализуется схемой глубины Op1q и состоит из Opkq функциональных эле-
ментов (константы зависят от выбора базиса).

С помощью оценки вероятности больших уклонений (неравенство Чер-
нова) нетрудно показать, что если k “ ΩplogNq, то с большой вероятностью
ни в одном из N описанных блоков не случится больше Lεk ошибок (число
L определяется глубиной схемы-корректора, т.е. зависит от выбора бази-
са). Если каждый из входных кабелей несет не более αk «неправильных»
сигналов (т.е. сигналов, отличных от значения в соответствующем прово-
де исходной схемы C), то и среди k выходных сигналов будет не более αk
ошибочных. Действительно, перед применением корректора неправильные
сигналы обоих входов складываются – их может стать 2αk. Затем мы про-
пускаем сигналы через компрессор, и доля ошибок уменьшается до β. На-
конец, нужно учесть ещё Opεkq новых ошибок, которые могли случиться в
самом блоке. Всего на выходе имеем долю ошибок β `Opεq ă α.

Чтобы закончить конструкцию, нам нужно вычленить из k-жильного
кабеля на выходе последнего блока один сигнал с ответом. Для этого нам
нужно вычислить большинство среди значений этих k сигналов. Это можно
сделать разными способами; например, можно применить «экспоненциаль-
ную» конструкцию из теоремы 22 (при вычислении функции большинства
среди OplogNq значений данный метод даст схему размера polyplogNq, см.
упражнение 43).

Чтобы закончить доказательство теоремы, остаётся доказать существо-
вание строятся графов-компрессоров.

Доказательство леммы о компрессоре: Пусть e1, . . . , ek — ортонормиро-
ванный собственный базис матрицы M спектрального pk, d, γq-экспандера,
а λ1, . . . , λk – соответствующие собственные числа. Мы будем считать, что
собственные числа упорядочены по убыванию абсолютной величины. При
этом

e1 “
1
?
k
p1, 1, . . . , 1qJ,

а λ1 “ d (по условию леммы остальные собственные числа по модулю не
превосходят γk). Пусть A – некоторое множество вершин графа, и |A| ď αk.
Обозначим f “ pf1, . . . , fkq

J характеристический вектор этого множества
(fi “ 1 если i-ая вершина графа принадлежит A, и fi “ 0 иначе). Ясно, что
||f ||2 “ |A| ď αk. Оценим норму вектора M f .
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||M f ||2 “ pM fqJ ¨ pM fq “ fJ ¨ pM2fq “
k
ÿ

i“1

λ2
i pf , eiq

2 “ α2d2k `
k
ÿ

i“2

λ2
i pf , eiq

2

Поскольку все собственные числа кроме первого по модулю не превосходят
γk, получаем

||M f ||2 ď α2d2k ` pγdq2
k
ÿ

i“2

pf , eiq
2 ď α2d2k ` pγdq2||f ||2 ď pα2d2 ` αγ2d2qk.

Далее, для выбранного A мы рассмотрим множество B, которое состоит
из всех вершин графа, у которых не менее d{2 соседей лежат в A. Это
значит, что B состоит из таких вершин i “ 1, . . . , n, что в i-ой координате
вектора f 1 “ pM fq стоит число не менее d{2. Получаем

|B| ď
k
ÿ

i“1

ˆ

f 1i
d{2

˙2

ď
4

d2
||M f ||2 ď 4pα2 ` αγ2qk ď βk,

и лемма доказана.

8.8 Структура данных для хранения множе-
ства

В этом разделе мы применим экспандеры для построения структуры дан-
ных, которая позволяет очень экономно хранить множество и при этом
очень быстро обрабатывать запросы о принадлежности элемента к этому
множеству. Строго говоря, эта задача не относится к теории кодирования.
Но при её решении нам пригодится техника, которую мы использовали ра-
нее в этом разделе при анализе экспандерных кодов.

Сформулируем интересующую нас задачу более точно. Пусть имеется
некоторое множество A, все элементы которого принадлежат универсуму
U “ t1, . . . , nu. Требуется построить такую структуру данных, с помощью

которой можно очень быстро отвечать на вопросы вида «x
?
P A». При этом

мы предполагаем, что размер хранимого множества m “ |A| много меньше,
чем размер универсума (например, m “ polyplog nq или m “ n0.01).

На практике для организации структур данных типа множество при-
меняют разные методы. Самое простое решение — просто хранить массив
из n битов (по одному биту для каждого элемента универсума), с едини-
цами в позициях для элементов, принадлежащих множеству A, и нулями в
остальных позициях. При таком способе хранения данных ответить на за-
прос «x

?
P A» очень просто, нужно лишь прочитать в массиве значение x-ого

бита. Очевидный недостаток такого наивного способа хранения множества
состоит в том, что размер массива должен быть равен размеру универсума
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(это слишком расточительно, если m ! n). Другой наивный подход состо-
ит в том, чтобы хранить список элементов множества A (точнее, список
индексов всех элементов универсума, которые входят в A). Один элемент
универсума задается log n битами, так что при данном способе хранения
множества наша «база данных» будет состоять из m log n битов. Это значе-
ние близко к оптимальному. В самом деле, из универсума размера n можно
выбрать подмножество из m элементов Cmn способами. Следовательно, для
описания такого множества нам нужно как минимум logCmn битов. Если m
много меньше чем n, то

logCmn “ Ωpm log nq.

Недостаток второго наивного способа хранения множества также очеви-
ден — для обработки одного запроса «x

?
P A» нам потребуется запросить из

хранилища данных довольного много информации.
Итак, первое наивное решение задачи (хранения множества в виде бито-

вого вектора) позволяет организовать очень быструю обработку запросов,
но требует избыточного размера используемой памяти. Второе наивное ре-
шение позволяет минимизировать размер хранимой структуры данных, но
требует значительных усилий при обработке запросов. Нельзя ли объеди-
нить достоинства этих двух подоходов и избежать их недостатков? Оказы-
вается, что существует (по крайней мере, теоретически) способ, который
позволяет хранить множество максимально экономно — в виде набора из
Opm log nq битов, и при этом при обработке каждого запроса вида «x

?
P A»

читать только один бит из базы данных3. При этом алгоритм, обраба-
тывающий запросы, будет вероятностным. Это значит, что при обработке
запроса x

?
P A может допускаться ошибка; однако для каждого x из уни-

версума вероятность ошибки будет меньше некоторого наперёд заданного
δ. Предлагаемый способ хранения множеств был предложен в [33].

Теорема 24 Для любого δ ą 0 существует вероятностный полиномиаль-
ный алгоритм A со следующим свойством. Для любого m-элементного
множества

A Ă t1, . . . , nu

найдётся такой набор из Opm log nq битов X “ XpA,nq, что для про-
извольного x P t1, . . . , nu алгоритм Apx, n,mq запрашивает единственный
бит xj из X после чего отвечает на вопрос «принадлежит ли элемент x
множеству A?» с вероятностью ошибки не больше δ.

3Описываемая в этом разделе структура данных представляет в основном теоретиче-
ский интерес и не применяется на практике. Одна из причин — до сих пор не извест-
но алгоритмически эффективных конструкций двудольных экспандеров со свойствами
необходимыми для её построения. На практике для хранения множества используются
другие методы, например, техника двойного хэширования (Fredman, Komlós, Szemerédi,
[34]), cuckoo hashing [35] и структуры данных, построенные на разного вида сбалансиро-
ванных деревьях.
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Далее мы опишем структуру данных, существование которой утверждается
в теореме 24. Основным ингридиентом конструкции является двудольный
экспандер.

Пусть граф G “ pL,R,Eq является двудольным экспандером с парамет-
рами pn, s, d, k, εq, где размер левой доли n совпадает с размером универ-
сума, граница расширяемого множества k равна удвоенному размеру мно-
жества A, а ε “ δ{3 (треть от допустимой вероятности ошибки). Согласно
теореме 2 мы можем считать, что d “ Oplog nq и s “ Opm log nq.

Мы отождествляем вершины левой доли графа с элементами универсу-
ма. Соответственно, множество A — это некотороеm-элементное подмноже-
ство левой доли графа. Вершины правой доли графа будут соответствовать
битам нашей «базы данных». Таким образом, мы будем считать, что каждой
вершине правой доли экспандера приписывается ноль или единица. Имен-
но это сопоставление нулей и единиц вершинам правой доли графа и есть
«закодированое» представление множества A.

Далее мы укажем правило разметки — правило, по которому вершинам
правой доли приписываются нули и единицы. При этом мы сможем гаран-
тировать, что для каждой вершины v из левой доли графа выполняется
следующее основное свойство разметки:

• если v P A, то не меньше p1 ´ δqd соседей вершины v в правой доле
графа помечены битом 1;

• если v R A, то не меньше p1 ´ δqd соседей вершины v в правой доле
графа помечены битом 0.

Теперь можно объяснить, как будет происходить обработка запросов x
?
P A.

Для заданного x (точнее, для вершины левой доли графа, соответствующей
элементу x из универсума) мы случайно выбираем выходящее из неё ребро
и запрашиваем из базы данных бит, соответствующий правому концу этого
ребра. Если пометка полученной вершины равна 1, то мы отвечаем на за-
прос, что x принадлежит A; если же пометка равна 0, то мы отвечаем, что x
не принадлежит A. Сформулированное выше основное свойство разметки
гарантирует, что для каждого x вероятность ошибочного ответа будет не
больше δ.

Замечание 1: Экспандер, используемый в конструкции, не зависит от
множестваA. Точнее, выбор экспандера зависит только от параметров n,m, δ.
От конкретного множества A зависит только разметка правой доли экспан-
дера нулями и единицами.

Замечание 2: Размеры экспандера, который используется в данной кон-
струкции (если мы захотим задать граф матрицей смежности или списком
рёбер) значительно больше, чем размер универсума. Кажется, что это обес-
ценивает наше стремление к минимизации рамера базы данных. Но нам
не обязательно постоянно хранить весь экспандер; достаточно уметь его
вычислять по заданным параметрам. Постоянно хранить требуется только
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разметку правой вершины графа нулями и единицами. А эта информация
займёт лишь Opm log nq битов.

Замечание 3: Для того, чтобы данная конструкция имела какой-либо
практический смысл, нам потребовалась бы явная (в сильном смысле) кон-
струкция экспандера, в которой по индексу вершины левой доли и номеру
выходящего из неё ребра можно эффективно вычислить индекс вершины в
правой доле, являющейся вторым концом ребра. Кроме того, как мы уви-
дим ниже, при построении разметки правой доли графа нам потребуется
некоторое ещё более сильное свойство экспандера. В настоящее время не из-
вестно эффективных конструкций экспандеров с требуемыми свойствами и
одновременно обладающие параметрами, близкими к оптимальным.

Для доказательства теоремы осталось объяснить, почему правую до-
лю графа можно разметить нулями и единицами так, чтобы выполнялось
нужное нам «основное свойство разметки». Мы воспользуемся следующей
леммой.

Лемма 15 Пусть δ ą 0 и граф G “ pL,R,Eq является двудольным экс-
пандером с параметрами pm, s, d, k, δ{3q. Тогда для любого A Ă L размера
не более |A| ď k{2 число вершин x P LzA таких, что

|Γpxq X ΓpAq| ě δd

не превосходит |A|{2.

Доказательство леммы: Пусть в LzA найдется множество B, состоящее из
|A|{2 вершин, у каждой из которых не менее δd соседей являются также и
соcедями A. Рассмотрим множество соседей объединения A и B:

|ΓpAYBq| ď d|A| ` p1´ δqd|B|

(у каждой вершины A не более d соседей, а у каждой вершины B не более
p1 ´ δqd соседей, не учтённых как соседи A). С учётом |B| “ |A|{2 правую
часть данного неравенства можно переписать в следующем виде:

d|A| ` p1´ δqd|B| “ p3{2´ δ{2qd|A| “ p1´ δ{3qdp|A| ` |B|q.

С другой стороны, по определению экспандера мы имеем

|ΓpAYBq| ą p1´ δ{3qd|AYB|,

и мы получаем противоречие. Лемма доказана.

Теперь мы готовы построить нужную нам разметку на вершинах правой
доли. Мы получим её с помощью несложного итеративного алгоритма.

Шаг 1: Пометим всех соседей множества A битом 1, а все остальные
вершины правой доли пометим 0. Для такой разметки все запросы для
x

?
P A будут обрабатываться правильно (с нулевой вероятностью ошибки).
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Однако для некоторых x из дополнения A вероятность ошибки может ока-
заться большой (если слишком много соседей x помечено единицей, хотя
сама вершина x не принадлежит A). Обозначим B множество всех таких
«патологических» вершин:

B :“ tx P LzA : |Γpxq X ΓpAq| ě δdu.

По лемме 15 число таких вершин будет не больше |A|{2.
Шаг 2: Поменяем пометки для некоторых вершин правой доли — сдела-

ем пометки всех соседейB равными нулю. После этого исправления запросы
для всех x R A будут обрабатываться корректно (теперь для каждой вер-
шины из LzA число соседей с пометкой 1 стало заведомо меньше δd, так что
вероятность ошибки при обработке запроса также меньше δ). Однако для
некоторых x P A ситуация могла ухудшиться. В самом деле, после исправле-
ния некоторых пометок с 1 на 0 у некоторых вершин из A могли появиться
соседи, помеченные нулем. При этом у некоторых вершин из A доля таких
соседей могло стать больше δ. Обозначим A1 множество «патологических»
вершин в новой разметке:

A1 :“ tx P A : |Γpxq X ΓpBq| ě δdu.

Снова применим лемму 15 и заключим, что таких вершин будет не больше
|B|{2.

На шаге 3 мы поменяем пометки всех соседей A1 на единицы. После это-
го для некоторого множества вершин B1 Ă B число соседей с пометкой 1
снова станет больше или равно δd. Далее, на шаге 4 мы поменяем помет-
ки соседей B1 на нули, но опять появится множество проблемных вершин
A2 Ă A1, у которых слишком много соседей с пометкой 0, и т.д. На шагах
1,3,5,. . . данной процедуры мы будем изменять текущую разметку, помечая
единицами всех соседей вершин множеств

A Ą A1 Ą A2 Ą . . . ,

а на шагах с номерами 2, 4, 6, . . . мы менять разметку, помечая нулями всех
соседей вершин из некоторых множеств

B Ą B1 Ą B2 Ą . . .

соотвественно. Лемма 15 гарантирует, что каждое очередное Bplq как ми-
нимум в два раза меньше предыдущего Aplq и, соответственно, каждое сле-
дующее Apl`1q как минимум в два раза меньше предыдущего Bplq. Таким
образом, на каждом шаге число «проблемных» вершин становится вдвое
меньше. Через log n итераций проблемных вершин не останется вовсе, и
процедура смены пометок завершится. Полученная в итоге разметка пра-
вой доли графа будет обладать нужным нам свойством.

Напомним, что по теореме 2 для заданных значений n (размер универ-
сума), k “ 2|A| (удвоенный размер множества) и ε “ δ{3 (треть допусти-
мой вероятности ошибки) существует двудольный экспандер с параметрами
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pn, s “ Opn logmq, d, k “ 2m, ε “ δ{3q. (Как обычно, в константе в Op¨q скры-
та зависимость от ε.) Это означает, что размер структуры данных, которую
мы построим на таком экспандере (разметка нулями и единицами правой
доли графа) будет равен Opn logmq битов. Теорема доказана.

Замечание: Теперь, когда конструкция полностью описана, становит-
ся понятно, какое дополнительное свойство экспандера нам нужно, чтобы
требуемую разметку можно было построить эффективно. Нам требуется,
чтобы по всякому множеству S вершин из левой доли графа (размера не
более k) можно было бы эффективно найти множество всех вершин x P LzS
таких, что

|Γpxq X ΓpAq| ě δd.

Слово эффективно в данном случае означает, что по заданному множеству
A мы можем найти список таких вершин за время polyplog n, |S|q. Можно
показать, что таким замечательным свойством обладает экспандер из раз-
дела 6. Однако для этого экспандера размер правой доли оказывается равен
Opnpolyplogmqq вместо оптимальной асимптотики Opn logmq, которая до-
стигается с экспандером из неконструктивного доказательства теоремы 2.
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