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1 Лекция 1. 17 февраля.

1.1 Детерминированные коммуникационные протоко-
лы и коммуникационная сложность – основные опре-
деления.

Мы будем говорить о задачах следующего вида. Пусть имеются два челове-
ка (или две машины, два компьютера) которые хотят совместно вычислить
значение некоторой функции двух аргументов f(x, y). По традиции мы бу-
дем называть первого участника игры Алисой, а второго Бобом. Значение
первого аргумента функции (значение x )известно только Алисе, а значение
второго аргумента (значение y) известно только Бобу. Алиса и Боб могут
обмениваться сообщениями по каналу связи. Требуется вычислить значение
f(x, y), переслав по каналу связи минимальное количество информации.

Мы предполагаем, что Алиса и Боб заранее (до того, как им станут из-
вестны значения x и y) договариваются о коммуникационном “протоколе” —
о наборе соглашений, какие именно данные и в каком порядке они будут
пересылать друг другу при тех или иных значениях x, y.

Опишем понятие протокола более формально. Пусть задана некоторая
функция f : X × Y → Z (для конечных X и Y ).

Определение. Коммуникационным протоколом для вычисления неко-
торой функции изX×Y в Z называется ориентированное двоичное дерево с
корнем и со следующей разметкой на вершинах и рёбрах. Каждая внутрен-
няя вершина дерева помечена буквой A или B. Каждой вершине с помет-
кой A приписана некоторая функция gi : X → {0, 1}, а каждой вершине с
пометкой B приписана некоторая функция hj : Y → {0, 1} (разным вер-
шинам соответствуют, вообще говоря, разные функции gi и hj). Каждому
листу дерева сопоставлен некоторый элемент из Z. Каждое ребро в графе
помечено нулём или единицей; из каждой вершины, не являющейся листом,
выходит по одному ребру с пометкой 0 и одному ребру с пометкой 1.

Данное определение самым общим образом формализует идею “прото-
кола о намерениях”, заранее подготовленного Алисой и Бобом. Выполнение
протокола можно представлять себе так. Пусть Алисе задано некоторое
значение x ∈ X, а Бобу некоторое значение y ∈ Y . Поместим в вершину
дерева (протокола) фишку. Далее будем перемещать эту фишку вниз по
дереву, последовательно удаляясь от корня, пока она не попадём в один
из листьев. Перемещение фишки выполняется следующим образом. Пусть
текущая вершина помечена буквой A. Это значит, что текущих ход делает
Алиса. Она применяет функцию gi для текущей вершины к своему значе-
нию x. Если gi(x) = 0, то Алиса посылает Бобу по каналу связи бит 0, и
фишка перемещается в соседнюю вершину по исходящему ребру с пометкой
0; если же gi(x) = 1, то Алиса посылает Бобу бит 1, и фишка перемещается
по исходящему ребру с пометкой 1. Аналогично, для вершин с пометкой B
Боб вычисляет hj(y), посылает значение Алисе, и фишка перемешается в
соответствующего сына текущей вершины. Когда фишка попадает в лист

3



дерева, записанное там значение z ∈ Z объявляется результатом выполне-
ния протокола.

Мы говорим, что протокол вычисляет f : X ×Y → Z, если для любого
x ∈ X и любого y ∈ Y при движении из корня по пути, соответствующему
заданным x и y, мы попадаем в лист, помеченный z = f(x, y).

Неформальное замечание: наше определение коммуникационного про-
токола соответствует тому, что ответ f(x, y) узнают и Алиса, и Боб. Более,
того, значение f(x, y) может узнать наблюдатель, подслушивающий обмен
сообщениями между Алисой и Бобом. Наблюдателю не нужно заранее знать
значения x и y, достаточно знать лишь протокол — структуру дерева и раз-
метку на его вершинах.

Определение. Сложностью коммуникационного протокола называет-
ся его глубина, т.е., максимальное расстояние от корня до листа. Комму-
никационной сложностью функции f называется минимальная сложность
протокола, вычисляющего f . Мы будем обозначать её CC(f).

Докажем несколько тривиальных оценок для коммуникационной слож-
ности функции f : X × Y → Z.

Свойство 1: CC(f) ≤ dlog |X|e+ dlog |Y |e.
Доказательство: Алиса пересылает своё значение x ∈ X Бобу, а Боб

своё значение y ∈ Y Алисе. Для этого им нужно отправить dlog |X|e и
dlog |Y |e битов соответственно. В результате они оба могут вычислить f(x, y).

Свойство 2: CC(f) ≤ dlog |X|e+ dlog |Z|e.
Доказательство: Алиса пересылает своё значение x ∈ X Бобу, а Боб

вычисляет значение z = f(x, y) и сообщает z Алисе.

Свойство 3: Если функция f X × Y → Z сюръективна, то CC(f) ≥
dlog |Z|e.

Доказательство:Поскольку каждый элемент множества Z может быть
получен в качестве значения функции f , в дереве коммуникационного про-
токола для каждого элемента z ∈ Z должен быть хотя бы один лист. (Для
каждого значения z ∈ Z в протоколе может быть несколько разных листьев,
и мы не знаем, сколько именно. Но можно утверждать, что хотя бы один
лист для каждого из z найдётся.) Протокол является двоичным деревом.
Если в двоичном дереве имеется не менее |Z| листьев, то его глубина не
может быть меньше dlog |Z|e.

1.2 Примеры коммуникационных протоколов.
Пример 1: Пусть Алиса и Боб получили по целому числу из интервала
0, . . . , 2n − 1 (числа могут быть стандартным образом представлены строч-
кой из n битов). Требуется вычислить функцию максимума

f(x, y) = max{x, y}.
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Другими словами, участники протокола хотят узнать, кто из них обладает
большим числом, и узнать значение этого числа.

Легко увидеть, что коммуникационная сложность этой функции не пре-
восходит 2n. Первое решение: Алиса посылает своё число Бобу, а Боб по-
сылает своё число Алисе; после этого они оба могут вычислить max{x, y}.
Второе решение: Алиса посылает своё число Бобу; Боб вычисляет макси-
мум из двух чисел, и отправляет ответ Алисе. В обоих случаях протокола
требует переслать по каналу связи 2n битов информации.

Упражнение (совсем простое). Постройте дерево для обоих описанных
коммуникационных протоколов.

Таким образом, мы выяснили, что CC(max{x, y}) ≤ 2n. С другой сторо-
ны, из Свойства 3 следует, что CC(max{x, y}) ≥ n. Можно ли более точно
оценить значение CC(max{x, y})?

Упражнение. Придумайте для функции max{x, y} протокол с как мож-
но меньшей коммуникационной сложностью.

Пример 2: Пусть Алиса и Боб получили по набору чисел из интервала
1, . . . , 2n, то есть x, y ⊂ {1, . . . , 2n}. Требуется вычислить среднее ариф-
метическое (рациональное число) всех чисел Алисы и Боба. Можно пере-
формулировать задачу так: требуется вычислить среднее арифметическое
элементов мультимножества x ∪ y, каждый элемент которого считается
с кратностью один, если ровно один из участников получил это число, и с
кратностью два, если оба участника получили это число в качестве элемен-
та своего множества.

Коммуникационная сложность этой задачи не превосходитO(log n). Дей-
ствительно, нетрудно построить коммуникационный протокол с указанной
сложностью: Алис и Боб пересылают друг другу количество элементов, а
также сумму всех чисел в x и y. С другой стороны, из Свойства 3 следует,
что сложность задачи не меньше Ω(log n) (как минимум все целые числа из
интервала 1, . . . , n могут появляться в качестве ответа).

Пример 3: Пусть Алиса и Боб получили по набору чисел из интер-
вала 1, . . . , 2n, то есть x, y ⊂ {1, . . . , 2n}. Требуется вычислить медиану2

мультимножества x∪y (как и в примере 2, каждый элемент объединения
считается с кратностью один, если один из участников имеет это число в
своём множестве, или два, если это число было дано обоим участникам).
Мы оставляем эту задачу в качестве упражения:
Упражнение. (а) Докажите, что коммуникационная сложность задачи вы-
числения медианы не превосходит n+ dlog ne.

(б) Докажите, что коммуникационная сложность задачи вычисления ме-
дианы не превосходит O(log2 n).

(в) Докажите, что коммуникационная сложность задачи вычисления ме-
дианы не превосходит O(log n).

2Медианой мультимножества целых чисел мы называем его “средний” элемент. Если
мультимножество состоит из нечётного числа элементов, a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a2s+1, то
его медианой называют число as+1. В мультимножестве из чётного числа элементов
a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ a2s мы для определенности будем называть медианой элемент as.
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2 Лекция 2. 24 февраля.

На этой лекции мы изучим технику для доказательства нижних оценок для
коммуникационной сложности функций.

2.1 Простейшие теоретико-информационные оценки.
Рассмотрим функцию побитового исключающего или

XOR(x, y) : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1}n

(XOR(x1, . . . , xn, y1, . . . , y1) = x1 ⊕ y1, . . . , xn ⊕ yn, в каждом разряде биты
Алисы и Боба складываются по модулю 2). Ясно, что CC(XOR) ≤ 2n, для
нахождения ответа Алисе и Бобу достаточно послать друг другу свои входы
x и y. Интуитивно кажется, что это оптимальный протокол. В самом деле,
если Алиса кроме своего входа x узнает после выполнения протокола ещё
и значение XOR(x, y), она тем самым узнает y. Аналогично, Боб узнает
значение x. Это значит, что так или иначе Алиса и Боб обязаны сообщить
друг другу свои входы. А это значит, что в протоколе необходимо послать по
n битов в каждом направлении, и сложность протокола невозможно сделать
меньше 2n.

Эта интуиция верна. Однако утверждение требует более строго доказа-
тельства. Формальная трудность состоит в том, что мы не можем гаранти-
ровать, что при любых входах x и y Алиса и Боб посылают друг другу по
n битов. В самом деле, нетрудно придумать такой протокол, в котором при
некоторых x и y Алиса или Боб (или даже одновременно оба участника)
посылают значительно меньше битов. Мы должны доказать тем не менее,
что для любого протокола, вычисляющего XOR, найдутся такие x и y, для
которых и Алиса, и Боб обязаны послать своему визави не меньше n битов.

Зафиксируем некоторый коммуникационный протокол Π для вычисле-
ния XOR. Будем говорить, что пара (x, y) ∈ {0, 1}n × {0, 1}n трудна для
Алисы, если при выполнении протокола при данных входах Алиса посыла-
ет Бобу не менее n битов; аналогично, пара (x, y) трудна для Боба, если при
выполнении протокола с данными входами Боб посылает Алисе не менее n
битов. Нам нужно доказать, что есть хотя бы одна пара входов, которая
трудна одновременно и для Алисы, и для Боба (это означает, что слож-
ность протокола не меньше 2n).

Лемма. Для любого входа Алисы x найдется строго больше 2n−1 входов
Боба y таких: что пара (x, y) трудна для Алисы.

Доказательство леммы: При фиксированном x и различных y можно
получить любое из 2n значение XOR(x, y). Следовательно, при фиксирован-
ном x и разных y можно достичь 2n разных листьев протокола. Некоторые
из этих листьев могут находиться на расстоянии от корня меньше n. Однако
таких листьев строго меньше 2n. В самом деле, во всяком двоичном дереве
число листьев на расстоянии менее n от корня не может быть больше 2n−1,
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причём строгое равенство достигается только для полного двоичного дере-
ва глубины n−1. Случай полного двоичного дерева мы можем отбросить —
в нашем случае общее число листьев равно 2n. Таким образом, больше по-
ловины листьев должны быть на расстоянии не менее n от корня, и лемма
доказана.

Итак, более половины пар входов (x, y) трудны для Алисы. Аналогич-
но, более половины пар входов трудны для Боба. Следовательно, найдётся
пара, которая трудна сразу для обоих участников протокола. Это значит,
что сложность протокола не меньше 2n, что и требовалось доказать.

2.2 Одноцветные комбинаторные прямоугольники.
Теоретико-информационные оценки, подобные рассуждению из главы 2.1
работают лишь для очень специальных функций f . В этой главе мы изучим
более мощный инструмент для доказательства нижних оценок коммуника-
ционной сложности.

Определение 1. Множество S ⊂ X × Y называется комбинаторным
прямоугольником (или просто прямоугольным множеством), если суще-
ствуют такие A ⊂ X и B ⊂ Y , что S = A×B.

Определение 2. Множество S ⊂ X × Y называется комбинаторным
прямоугольником, если для любых двух пар (x, y) и (x′, y′) из S пара (x, y′)
также принадлежит S.

Лемма. Определение 1 и Определение 2 эквивалентны.

Доказательство леммы: Определение 2 очевидно следует из опреде-
ления 1. Для доказательства эквивалентности предположим, что некоторое
множество S удовлетворяет определению 2. Обозначим через A и B про-
екции S на первую и вторую координаты. Нам нужно проверить, что S
совпадает с декартовым произведением A×B.

Пусть x ∈ A; это означает, что для некоторого v пара (x, v) принад-
лежит S. Далее, пусть y ∈ B; это означает, что некоторого w пара (w, y)
принадлежит S. Согласно определению 2 мы можем заключить, что (x, y)
(“гибридизация” (x, v) и (w, y)) также принадлежит S. Лемма доказана.

Пусть Π – некоторый коммуникационный протокол для вычисления функ-
ции f : X × Y → Z, и l один из листьев данного протокола. Назовем Sl
множество всех таких пар (x, y) ∈ X × Y , что на входе (x, y) Алиса и Боб
(следуя протоколу Π) приходят в лист l.

Утверждение. Для всякого коммуникационного протокола Π и для
всякого листа l в этом протоколе множество Sl является комбинаторным
прямоугольником.

Доказательство: Удобно воспользоваться вторым определением пря-
моугольного множества. Пусть на входах (x, y) и (x′, y′) Алиса и Боб попа-
дают в один и тот же лист l. Тогда и на входе (x, y′) они попадут в тот же
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самый лист. В самом деле, запустим протокол на входе (x, y′). Индукцией
по номеру шага протокола можно показать следующее. На каждом шаге
вся информация, доступная в данный момент Алисе (собственный вход x и
сообщения, полученные ранее от Боба), не отличается от информации, из-
вестной Алисе при работе на входах (x, y). Это значит, что на каждом шаге
Алиса будет вести себя также (посылать такие же сообщения), что в случае
(x, y). Аналогично, информация известная Бобу неотличима от информа-
ции, известной ему при выполнении протокола на входе (x′, y′). Следова-
тельно, при работе с входами (x, y′) Боб будет на каждом шаге посылать
такие же сообщения, что и при работе с входами (x′, y′).

Итак, на паре входов (x, y′) для Алисы ситуация оказывается неотличи-
мой от входов (x, y), а для Боба ситуация неотличима от (x′, y′). Следова-
тельно, протокол приведёт их в тот же лист l.

Тоже рассуждение можно изложить другими словами. Рассмотрим путь
в дерево протокола от корня к листу l. Известно, что на входах (x, y) и
(x′, y′) Алиса и Боб проходят вдоль этого пути. В некоторых вершинах это-
го пути решение принимает Алиса; нам известно, что значение x согласо-
вано с этими решениями (имея вход x Алиса не видит причин “свернуть” с
этого пути). В других вершинах данного пути решение принимает Боб; нам
известно, что значение y′ согласовано с этими решениями Боба (имея вход
y′ Боб тоже не видит причин свернуть с пути к листу l). Таким образом, на
паре входов (x, y′) Алиса и Боб пройдет весь этот путь до листа l.

Доказанное утверждение показывает, что коммуникационный протокол
для вычисления функции f задаёт разбиение X×Y -таблицы значений f на
прямоугольные множества, соответствующие листьям. Поскольку каждому
листу протокола приписано одно значение функции f , эти прямоугольные
множества являются одноцветными, т.е., во всех точках такого прямоуголь-
ного множества функция f принимает одно и то же значение.

Подведём итог: всякий протокол с l листьями (вычисляющий функцию
f) задаёт разбиение таблицы значений f на l одноцветных прямоугольных
множеств. Чтобы доказать, что коммуникационная сложность функции f
больше n, достаточно показать, что таблицу значений n невозможно раз-
бить на ≤ 2n одноцветных множеств.

Пример. Рассмотрим предикат равенства EQ : {0, 1}n×{0, 1}n → {0, 1}.

EQ(x, y) =

{
1, если x = y
0, если x 6= y

Очевидно, что CC(EQ) ≤ n+ 1. Сейчас мы докажем, что коммуникаци-
онная сложность этой функции в точности равна n+ 1.

Таблица значений EQ устроена очень просто: на диагонали стоят едини-
цы, вне диагонали – нули. Покажем, что эту таблицу нельзя разрезать на
≤ 2n одноцветных прямоугольников.
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Достаточно доказать, что разбиении данной таблицы должно быть ров-
но 2n прямоугольных множеств для значения 1 (и ещё некоторое ненуле-
вое число прямоугольных множеств для значения 0). Мы утверждаем, что
каждое прямоугольное множество для значения 1 будет тривиальным, оно
будет содержать ровно одну пару (u, u). В самом деле, если в прямоуголь-
ное множество входить две разные пары (u, u) и (v, v), то в это же множе-
ство должна входить “гибридная” пара (u, v). Но это невозможно, поскольку
EQ(u, u) = EQ(v, v) = 1, а EQ(u, v) = 0.

Упражнение. Рассмотрим функцию GT : {1, . . . , 2n}× {1, . . . , 2n} → {0, 1}

GT(x, y) =

{
1, если x > y,
0, если x ≤ y.

Докажите, что CC(GT) = n+ 1.

2.3 Метод трудного множества.
В этой главе мы изучим другой метод получения оценок, также связанный
с одноцветными прямоугольными множествами.

Определение. Для функции f : X × Y → Z будем называть множе-
ство S ⊂ X × Y трудным (в англоязычной литературе a fooling set), если
найдется такое z ∈ Z, что

(1) для всякой пары (x, y) ∈ S имеем f(x, y) = z, и
(2) для любых двух (несовпадающих) пар (x, y), (x′, y′) ∈ S имеем f(x, y′) 6=

z или f(x′, y) 6= z.

Теорема. Если для функции f : X×Y → Z имеется трудное множество
размера K, то CC(f) > logK.

Доказательство: Пусть S является трудным множество для f , и для
всякой пары (x, y) ∈ S значение f равно z. Тогда во всяком протоколе для
вычисления f должно быть не менее K листьев соответствующих данному
значению z. (Отсюда мы можем заключить, что CC(f) строго больше logK,
поскольку в протоколе должны быть ещё и листья с другими пометками z′.)

Предположим противное: пусть есть коммуникационный протокол, в ко-
тором число листьев с пометкой z меньше K. Тогда найдется хотя бы один
лист, в который Алиса и Боб попадают для двух разных пар входов из S.
Обозначим эти пары (x, y) и (x′, y′). Мы знаем, что множество пар входов
для каждого листа протокола является комбинаторным прямоугольником.
Это значит, что следуя протоколу на “гибридных” входах (x, y′) и (x′, y)
Алиса и Боб приходят в тот же самый лист. Но по определению трудно-
го множества хотя бы одно из значений f(x′, y), f(x, y′) отлично от z. Это
противоречит тому, что протокол вычисляет данную функцию f .

Пример 1. Рассмотрим ещё раз уже известный нам предикат равенства
EQ. В качестве трудного множества можно взять

S = {(u, u, ) | u ∈ {0, 1}n}
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(на всех парах (u, u) из S предикат равенства равен единице, а на всех
“гибридных” парах (u, u′) предикат равен нулю). Из доказанной теоремы
следует, что CC(EQ) ≥ n+ 1.

Упражнение.Докажите с помощью метода трудных множеств, что CC(GT) ≥
n+ 1.

Пример 2. Рассмотрим предикат дизъюнктности: x и y являются под-
множествами {1, . . . , n}, и

DISJ(x, y) =

{
1, если x ∩ y = ∅,
0, иначе .

Как обычно, очевидна оценка CC(DISJ) ≤ n + 1. Покажем, что CC(DISJ) в
точности равно n+ 1.

В качестве трудного множества возьмём

S = {(u, {1, . . . , n} \ u) | u ⊂ {1, . . . , n}}.

Действительно, с одной стороны, для каждой пары (u, ū) ∈ S значение
DISJ(u, ū) = 1. С другой стороны, для любых двух пар (u, ū) и (v, v̄) из S
имеем две возможности:

(1) либо u не лежит внутри v, а значит u пересекается с v̄,
(2) либо u лежит внутри v, а значит ū пересекается с v.
Таким образом, мы имеем трудное множество из 2n элементов. Следо-

вательно, CC(DISJ) > n.

3 Лекция 3. 2 марта.

3.1 Получение нижних оценок с помощью ранга мат-
рицы

Пусть Алиса и Боб хотят вычислить значение некоторого функции

f : X × Y → {0, 1}.

Как обычно, считаем, что Алисе известно значение x ∈ X, а Бобу известно
y ∈ Y . Мы покажем, что коммуникационную сложность f можно оценить
с помощью ранга матрицы, соответствующей этой функции.

Обозначим Mf матрицу размера |X| × |Y |, представляющую функцию
f . Будем считать, что строки матрицы соответствуют элементам X (входы
Алисы), а столбцы соответствуют элементам Y (входы Боба). На пересе-
чении x-ой строки и y-ого столбца будет стоять соответствующее значение
функции f(x, y). Таким образом, матрица заполнена нулями и единицами.

Мы будем рассматривать Mf как числовую матрицу над полем веще-
ственных чисел; ранг её будем обозначать rk(Mf ).
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Утверждение 1. Для любой функции f : X × Y → {0, 1}

CC(f) ≥ log rk(Mf )

Доказательство: Рассмотрим произвольный коммуникационный про-
токол Π для вычисления f . Этот протокол есть двоичное дерево с листья-
ми, помеченными нулями и единицами. Мы покажем, что число листьев Π
с пометкой 1 не меньше rk(Mf ). Отсюда немедленно следует доказываемое
Утверждение.

Для каждого листа li в протоколе Π мы рассмотрим множество пар
(x, y) ∈ X × Y , согласованных с данным листом (точнее, множество всех
таких пар, которые при выполнении протокола приводят Алису и Боба в
данный лист). Из прошлой лекции мы уже знаем, что множество всех таких
пар является комбинаторным прямоугольником. Это значит, что существу-
ют такие Ai ⊂ X и Bi ⊂ Y , что пара (x, y) приводит Алису и Боба в лист
li, если и только если x ∈ Ai и y ∈ Bi.

Обозначим Mi матрицу размера |X| × |Y |, у которой единицы стоят на
пересечении строк x ∈ Ai и столбцов y ∈ Bi, а в остальных местах стоят
нули. Нетрудно видеть, что для протокола Π, вычисляющего функцию f ,
выполнено

Mf =
∑

все листья li с пометкой 1

Mi

Отметим, что для разных листьев протокола множества единиц в матрицах
Mi попарно не пересекаются.

Каждая матрица Mi содержит строки двух видов: строки из одних ну-
лей и столбцы с единицами в позициях Bi. Ранг такой Mi равен единице.
Ранг суммы нескольких матриц не превосходит суммы рангов слагаемых.
Следовательно,

rk(Mf ) ≤ число всех листьев протокола с пометкой 1.

Утверждение доказано.

В доказательстве Утверждения 1 мы учитывали только листья с помет-
кой единица. Понятно, что аналогичное рассуждение можно провести и для
листьев с пометкой ноль. Формально мы должны перейти от функции f к
её отрицанию f̄(x, y) = 1 − f(x, y). При этом в матрице функции все нули
заменятся на единицы и наоборот:

Mf̄ =


1111 . . . 1
1111 . . . 1
. . . . . . . . .
1111 . . . 1

−Mf

Поскольку матрица |X| × |Y |, состоящая из одних единиц, имеет ранг 1,
разница рангов Mf и Mf̄ не превышает единицы.
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Далее мы можем повторить рассуждение из Утверждения 1 для листьев,
соответствующих нулевому значению функции f . Получаем

rk(Mf̄ ) ≤ число всех листьев протокола с пометкой 0.

Следовательно, общее число всех листьев в протоколе для вычисления f не
может быть меньше

rk(Mf ) + rk(Mf̄ ) ≥ 2rk(Mf )− 1.

Таким образом, мы получаем усиление Утверждения 1:

Утверждение 1’. Для любой функции f : X × Y → {0, 1}

CC(f) ≥ log(2rk(Mf )− 1).

Пример 1. Для предиката равенства EQ(x, y) матрица MEQ устроена
совсем просто — это диагональная матрица 2n × 2n. Ранг этой матрицы
равен 2n. Получаем

CC(EQn) ≥ log(2 · 2n − 1) ≥ n.

Таким образом, мы ещё раз доказали, что коммуникационная сложность
предиката равенства равна (n+ 1).

Пример 2. Рассмотрим функцию скалярного произведения по модулю
2: для x, y ∈ {0, 1}n

IP(x, y) =
∑

xiyi (mod 2).

Мы используем обозначение IP, принятое в англоязычной литературы (со-
кращение слов inner product).

Мы покажем, что функция IP(x, y) имеет коммуникационную сложность
n+ 1. Существование протокола с такой сложностью очевидно (например,
Алиса сообщает Бобу своё значение x, а Боб возвращает Алисе значение
IP(x, y)). Для доказательства нижней оценки на CC(IP) мы воспользуемся
методом ранга матрицы.

Матрица MIP устроена довольно непросто. Удобно перейти к рассмот-
рению её квадрата: обозначим N = (MIP)2 (обычное возведение в квадрат
матрицы над полем вещественных чисел).

Матрица N имеет размер 2n × 2n, и её строки и столбцы удобно нуме-
ровать строчками из n нулей и единиц. По определению матрицы N , её
элементы можно записать следующим образом:

(N)x,y =
∑

z∈{0,1}n
IP(x, z) · IP(z, y).

Если x или y состоит из одних нулей, то и данная сумма равна нулю. Это
значит, что вся первая строка и весь первый столбец N равен нулю.
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Если x = y 6= 00 . . . 0, то (N)x,x есть число всех таких z, скалярное
произведение которых с x дает единицу (по модулю 2). Иначе говоря, нас
интересует число решений z = (z1, . . . , zn) линейного уравнения

x1z1 + x2z2 + . . .+ xnzn = 1

над полем из двух элементов. Поскольку уравнение невырождено (x не
тождественный нуль), то размерность пространства решений (над полем
из двух элементов) равна n− 1, а число таких решений равно 2n−1.

Если же x 6= y и обе строки x, y ненулевые, то (N)x,y есть число всех
таких z, скалярное произведение которых одновременно и с x, и с y дает
единицу по модулю 2. Это значит, что нас интересует число решений невы-
рожденной системы из двух линейных уравнений с n неизвестными (снова
над полем из двух элементов). Размерность пространства решений такой
системы равна n− 2, и число решений есть 2n−2.

Теперь у нас есть полное описание матрицы N : первая строка и пер-
вый столбец заполнены нулями; все диагональные элементы кроме первого
равны 2n−1; все остальные элементы равны 2n−2:

N =


0 0 0 0 . . . 0
0 2n−1 2n−2 2n−2 . . . 2n−2

0 2n−2 2n−1 2n−2 . . . 2n−2

0 2n−2 2n−2 2n−1 . . . 2n−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 2n−2 2n−2 2n−2 . . . 2n−1

 .

Нетрудно проверить, что ранг этой матрицы равен 2n − 1.
Теперь мы можем определить rk(MIP). С одной стороны, ранг должен

быть меньше 2n (если бы матрица имела полный ранг, то и её квадрат тоже
имел бы полный ранг и не мог бы иметь нулевую строки и нулевой столбец).
С другой стороны, при возведении в квадрат ранг матрицы не мог возрасти.
Следовательно, rk(MIP) тоже равен 2n − 1.

Теперь мы можем применить Утверждение 1’ и заключить, что CC(IP) ≥
n+ 1.

3.2 Минимальное число листьев vs минимальная глу-
бина для коммуникационных протоколов

Для всякой функции f : X × Y → Z можно рассмотреть три парамет-
ра: (1) коммуникационная сложность CC(f) (минимальная глубина дерева
коммуникационного протокола для f), (2) минимальное число листьев в
протоколе, вычисляющем f , и (3) минимальное число одноцветных прямо-
угольников, на которые можно разбить матрицу Mf . Между этими тремя
значениями есть очевидные соотношения:

минимальное число одноцветных прямоугольников в разбиении Mf ≤

≤ минимальное число листьев в протоколе для вычисления f ≤ 2CC(f).
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Данные неравенства нельзя заменить на равенства — не всякое разбие-
ние Mf на одноцветные прямоугольные множества соответствует некото-
рому протоколу. Интересно было бы установить, насколько велика может
быть разница между CC(f) и логарифмом минимального число одноцвет-
ных прямоугольников в разбиении матрицы Mf (скажем, являются ли эти
величины полиномиально связанными). Этот вопрос остаётся открытым и,
по-видимому, очень сложен.

А вот разницу между CC(f) и минимальным число листьев в протоколе
для вычисления f оценить нетрудно. Эти две величины не могут отличаться
больше, чем в константу раз. Нужно иметь в виду, что бывают коммуни-
кационные протоколы, в которых глубина значительно больше логарифма
числа листьев (это означает, что дерево протокола очень несбалансирова-
но). Но такие патологические коммуникационные протоколы можно пере-
делать в другие, более сбалансированные:

Утверждение 2. Для всякой функции f : X × Y → Z

CC(f) ≤ 3 log2[минимальное число листьев в протоколе для вычисления f ].

Более точно, всякий протокол Π с l листьями для вычисления f можно
переделать в другой протокол Π′, глубина которого не будет превосходить
3dlog2 le.

Доказательство: Мы воспользуемся несложной комбинаторной лем-
мой:

Лемма. В двоичном дереве с l листьями можно найти внутреннюю вер-
шину u, которая разбивает граф на три части, каждая из которых содержит
не более l/2 листьев. (Одна из трёх частей может быть пустой – в некото-
рых случаях корень разбивает дерево на две части с ровно l/2 листьями в
каждой.)

Доказательство леммы: Каждой внутренней вершине u дерева соот-
ветствует поддерево с некоторым числом листьев (обозначим его lu). Вы-
берем самую низкую (самую далекую от корня) вершину u, для которой
lu > l/2. Назовём v и w сыновей u. Тогда, во-первых, поддеревья для v и
w содержат не более l/2 листьев. И, во-вторых, число листьев, не лежащих
ниже u, будет меньше l − lu < l/2. Лемма доказана.

Теперь опишем новый протокол Π′ для вычисления f . Прежде всего,
зафиксируем вершину u, которая делит исходный протокол на три части, в
каждой из которых ≤ l/2 листьев. Для определённости будем считать, что
u соответствует ходу Алисы.

В новом протоколе Алиса и Боб сначала сообщают друг другу, согласо-
ваны ли их входы x и y с путём из корня в вершину u в исходном протоколе.
Если оказывается, что согласованы, то Алиса сообщает Бобу, следует ли при
заданном (известном ей) значении x перейти к левому или к правому сыну
u.
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Таким образом, обменявшись 3 битами, Алиса и Боб уменьшают вдвое
(по крайней мере до l/2) число потенциально возможных листьев в прото-
коле Π — потенциально достижимыми остаются либо все потомки левого
сына u, либо потомки правого сына u, либо листья вне поддерева u.

Удалив из Π все заведомо недостижимые листья, мы получаем новый
протокол Π1, в котором остаётся l1 ≤ l/2 листьев. Далее можно снова по-
вторить тот же приём: находим в Π1 вершину, которая разбивает протокол
на три части с не более чем l1/2 листьями, Алиса и Боб обмениваются 3
битами и выбирают из этих трёх частей одну, и т.д.

На каждой итерации данной конструкции Алиса и Боб обмениваются не
более чем тремя битами, и число остающихся листьев сокращается минимум
вдвое. В итоге мы получаем новый протокол, сложность которого не больше
3dlog2 le.

4 Лекция 4, 11 марта.

4.1 Недетерминированная коммуникационная сложность.
Как и раньше, мы изучаем коммуникационные протоколы для вычисления
некоторой функции f : X × Y → Z в ситуации, когда Алисе известно зна-
чение x ∈ X, а Бобу y ∈ Y . Мы по-прежнему считаем, что Алиса и Боб
заранее (ещё не зная свои значения x и y) договариваются о коммуника-
ционном протоколе, т.е., о правилах, по которым они будут обмениваться
информацией по каналу связи. Однако теперь мы допускаем недетермини-
рованные протоколы – протоколы, в которых каждое очередное действие
Алисы (или Боба) не определяется однозначно значением x (или, соответ-
ственно, y).

В недетерминированных коммуникационных протоколах мы предпола-
гаем, что Алиса и Боб угадывают некоторые полезные “подсказки” na и nb
соответственно. Эти подсказки позволяют им более эффективно вычислить
значение функции f . Для любой пары входов (x, y) при удачно угаданных
подсказках протокол приводит игроков к верному ответу f(x, y). При этом
для любых (x, y), каковы бы ни были подсказки na и nb, они не могут при-
вести к неправильному ответу. Однако, если “подсказки” оказались неудач-
ными, то Алиса и Боб могут не получить никакого ответа. Далее мы дадим
более формальное определение.

Определение. Недетерминированным коммуникационным протоколом
для вычисления функции из X × Y в Z называется двоичное дерево с вы-
деленным корнем, со следующей разметкой. Каждая внутренняя вершина
дерева помечена буквой A или B. Каждой вершине с пометкой A припи-
сана некоторая функция gi : X × Adva → {0, 1}, а каждой вершине с
пометкой B приписана некоторая функция hj : Y ×Advb → {0, 1} (разным
вершинам соответствуют, вообще говоря, разные функции gi и hj). Каж-
дому листу дерева сопоставлен либо некоторый элемент из Z, либо знак ?
(неопределённость).
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Мы считаем, что недетерминированный коммуникационный протокол
вычисляет некоторую функцию f : X×Y → Z, если выполнены следующие
условия:

1. для любых x ∈ X и y ∈ Y найдутся такие “советы” na ∈ Adva и
nb ∈ Advb, что следуя ветви дерева (протокола), соответствующего
данной четвёрке (x, na, y, nb) Алиса и Боб попадают в лист, помечен-
ный значением f(x, y);

2. для любых x ∈ X и y ∈ Y и для любых “советов” na ∈ Adva и
nb ∈ Advb, следуя ветви протокола для данной четвёрки (x, na, y, nb),
Алиса и Боб могут попасть либо в некоторый лист, помеченный зна-
чением f(x, y), либо в некоторый лист с пометкой неопределённость
(но не могут попасть в лист, помеченный значением z ∈ Z отличным
от f(x, y)).

Сложностью недетерминированного протокола называется глубина его
дерева (максимальное расстояние от корня до листа). Недетерминиро-
ванной коммуникационной сложностью функции f называется мини-
мальная сложность недетерминированного протокола для вычисления
f . Мы обозначаем недетерминированную сложность функции NCC(f).

Утверждение. Всякий недетерминированный протокол сложности k
можно переделать в недетерминированный “двухраундовый” прото-
кол сложности k + 1 (вычисляющий ту же функцию). Двухраундо-
вость означает, что в новом протоколе сначала Алиса посылает Бобу
k битов, а затем Боб посылает один бит Алисе.

Доказательство: Пусть na и nb обозначают подсказки Алисы и Бобы
в исходном протоколе. В новом протоколе Боб получает старую под-
сказку nb, а Алиса новую подсказку n′a, которая в “удачном” случае
понимается следующим образом:

n′a = (na, y, nb)

(Алиса пытается угадать свою “старую” подсказку, а также подсказку
Боба и слово Боба y). Далее Алиса восстанавливает обмен сообще-
ниями в старом протоколе (для данных (x, na, y, nb)) и посылает эту
последовательность из k битов Бобу. Боб проверяет, что соответству-
ющий пусть в дереве исходного протокола действительно согласован
с его входом y и со значением подсказки nb. В случае согласованности
он посылает Алисе бит 1; в противном случае он посылает бит 0.

Нетрудно проверить (проверьте! ), что в новый недетерминированный
протокол вычисляет ту же функцию, что и исходный.

16



5 Лекция 5, 16 марта.

5.1 Недетерминированные протоколы (продолжение).
Напомним, что функцию f : X × Y → Z нам удобно представлять в виде
матрицы размера |X| × |Y |, заполненную элементами из Z (на пересечении
x-ой строки и y-ого столбца в этой матрице стоит значение f(x, y)). Эту
матрицу мы обозначаем Mf .

Детерминированный коммуникационный протокол для вычисления f
задаёт разбиение Mf на “одноцветные” комбинаторные прямоугольники:
каждому листу детерминированного протокола соответствует прямоуголь-
ное множество пар (x, y) ∈ X×Y , которые приводят Алису и Боба в данный
лист; во всех точках этого прямоугольного множества функция f принима-
ет одно и то же значение (именно это значение приписано листу протокола).

В недетерминированных протоколах ситуация немного другая. Как и в
случае детерминированных протоколов, каждому листу соответствует од-
ноцветный комбинаторный прямоугольник. Однако теперь эти прямоуголь-
ники могут пересекаться (на некоторой паре входов (x, y) Алиса и Боб могут
попадать в разные листья протокола, в зависимости от “советов”, которые
они получают). Таким образом, в недетерминированном случае вместо раз-
биений матрицы Mf на прямоугольные множества следует изучать покры-
тия Mf одноцветными прямоугольными множествами.

Обозначение:Назовём covz(f) минимальное число комбинаторных пря-
моугольников, покрывающих все элементы матрицы Mf со значением z (и
не задевающих никаких элементов z′ 6= z). Обозначаем cov(f) минимальное
число одноцветных комбинаторных прямоугольников, покрывающих всю
матрицу Mf (по определению cov(f) =

∑
z∈Z

covz(f)).

Следующее утверждение показывает, что covz(f) и NCC(f) по существу
задают одну и ту же меру “сложности” функции f .

Утверждение. Для любой f : X×Y → Z (а) NCC(f) ≤ dlog(cov(f))e+1
и (б) cov(f) ≤ 2CC(f).

Доказательство: (а) Зафиксируем покрытие Mf минимальным чис-
лом одноцветных комбинаторных прямоугольников (если минимальных по-
крытий несколько, произвольным образом выберем одно из них). Протокол
устроен следующим образом: Алиса угадывает номер одного из прямоуголь-
ников в покрытии (пересекающий строку, соответствующую известному ей
x) и посылает этот номер Бобу. Для этого требуется переслать dlog(cov(f))e
битов информации. Затем Боб проверяет, что указанный комбинаторный
прямоугольник пересекает столбец, соответствующий его значению y и со-
общает о результатах проверки Алисе (пересылка ещё одного бита). Если
Алиса правильно угадала прямоугольное множество, покрывающее пару
(x, y), то в результате Алиса и Боб знают значение f(x, y) (это “цвет” дан-
ного прямоугольника). В противном случае (если результат проверки Боб
отрицателен) значение функции остаётся неизвестным.
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(б) Зафиксируем недетерминированный коммуникационный протокол
для вычисления f . Листья этого протокола задают покрытие Mf одноцвет-
ными комбинаторными прямоугольниками. Число этих прямоугольников
не больше 2CC(f). Утверждение доказано.

Пример. В этом примере мы рассмотрим коммуникационную задачу,
для которой недетерминированная сложность существенно меньше детер-
минированной. Обозначим k = b

√
nc. Будем рассматривать x, y ∈ {0, 1}n

как квадратные матрицы k× k из нулей и единицы. Мы рассматриваем за-
дачу о равенстве столбцов (Matrix Column Equality): найдётся ли номер i
от 1 до k такой, что i-ые столбцы в матрицах x и y совпадают.

MCE(x, y) =

{
1, если ∃i = 1..k такое, что i-ые столбцы в x и y совпадают,
0, иначе.

Упражнение. Докажите, что CC(MCE) = Ω(n).

Покажем, что недетерминированная сложность данной задачи почти
квадратично меньше детерминированной. Наш недетерминированный про-
токол будет устроен следующим образом. Сначала Алиса угадывает ответ:
есть ли номер столбца i такой, что i-ые столбцы в x и y совпадают. Она со-
общает Бобу о своей догадке (пересылается один бит). Если Алиса полагает,
что равные столбцы есть, то она пересылает Бобу угаданный номер этого
столбца i и его содержимое (dlog ke + k битов). Если же Алиса полагает,
что равных столбцов нет, то для каждого i = 1..k она угадывает позицию
mi (тоже от 1 до k), в которой i-ые столбцы у Алисы и Боба отличаются,
а также бит из своей матрицы x в данной позиции (i,mi). В этом случае
Алиса пересылает Бобу k(1 + dlog ke) битов информации. Боб проверяет,
что догадки Алисы согласованы с содержимым его матрицы y, и сообщает
о результатах проверки Алисе (пересылка ещё одного бита). Таким образом,
коммуникационная сложность протокола равна O(

√
n log n).

В рассмотренном выше примере зазор между детерминированной и неде-
терминированной коммуникационной сложностью функции MCE оказывал-
ся почти квадратичным. Далее мы покажем, что для предикатов (функций
со значениями 0 и 1) разрыв не может быть более чем квадратичным.

Теорема. Для любой функции f : X × Y → {0, 1}

CC(f) = O(NCC(f)2).

Доказательство: Мы докажем несколько более точную оценку:

CC(f) = O(log(cov0(f)) · (log(cov1(f)) + 2).

Прежде всего, зафиксируем минимальное покрытиеMf одноцветными пря-
моугольными множествами.
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Лемма. Пусть R0 и R1 два комбинаторных прямоугольника “цвета” 0 и
1 соответственно из покрытия матрицы Mf . Тогда эти комбинаторные пря-
моугольники либо не имеют общих столбцов, либо не имеют общих строк.

Доказательство леммы: Немедленно следует из определения комби-
наторного прямоугольника: если бы R0 и R1 имели общую строку и общий
столбец, то они должны были бы пересекаться, что противоречит одноцвет-
ности этих прямоугольников.

Следствие леммы: Пусть R1 один из прямоугольников цвета 1 из по-
крытия Mf , а R1

0, . . . , R
s
0 — некоторый набор прямоугольников цвета 0 из

того же покрытия. Тогда R1 либо не имеет общих строк с ≥ 50% прямо-
угольников Rj0, либо не имеет общих столбцов с ≥ 50% прямоугольников
Rj0.

Теперь мы готовы описать детерминированный коммуникационный про-
токол. Протокол будет состоять из нескольких однотипных шагов. В начале
протокола мы имеем cov0(f) прямоугольников цвета 0, которые покрывают
все нули в Mf . На каждом шаге Алиса и Боб будут исключать из рассмот-
рения не менее половины имеющихся прямоугольников цвета 0.

Очередной шаг устроен следующим образом. Алиса пытается найти та-
кой прямоугольник цвета 1, который пересекает строку x и при этом не
имеет общих столбцов с ≥ 50% (не исключенных из рассмотрения ранее)
прямоугольников цвета 0 из покрытия. Если ей это удаётся, она сообщает
номер этого прямоугольника Бобу. После этого Алиса и Боб исключают
из дальнейшего рассмотрения прямоугольники цвета 0, не пересекающиеся
по столбцам с указанным 1-прямоугольником. Если же Алисе не удалось
найти такой 1-прямоугольник, то Боб пытается в свою очередь найти такой
прямоугольник цвета 1, который пересекает столбец y и при этом не име-
ет общих строк с ≥ 50% (ещё не исключённых) прямоугольников цвета 0.
Если Бобу это удаётся, они с Алисой исключают из дальнейшего рассмот-
рения прямоугольники цвета 0, не пересекающиеся по строкам с указанным
1-прямоугольником. Далее Алиса и Боб переходят к следующем шагу.

Если в итоге все прямоугольники цвета 0 из покрытия оказываются ис-
ключены, то Алиса и Боб считают, что f(x, y) = 1. Если же на некотором
шаге ни Алиса, ни Боб не могут найти нужный 1-прямоугольник, то про-
токол завершается, и участники считают, что f(x, y) = 0.

Оценка коммуникационной сложности: Число итераций не превос-
ходит dlog cov0(f)e, так как на каждой итерации исключает не менее по-
ловины из остающихся прямоугольников цвета 0. Одна итерация требует
передачи номера одного прямоугольника цвета 1 и ещё двух битов служеб-
ной информации (сообщения об успехе или неудаче Алисы и Боба в поиске
нужного прямоугольника цвета 1). В итоге мы имеем протокол сложности
O(log(cov0(f)) · (log(cov1(f)) + 2) = O((log cov(f))2).

Корректность протокола: Если f(x, y) = 0, то пара (x, y) покрыта
каким-то (хотя бы одним) прямоугольником цвета 0. Нетрудно видеть, что

19



этот прямоугольник никогда не будет удалён. Следовательно, если протокол
завершился с результатом 1, ошибки быть не может. Если же f(x, y) = 1,
то пара (x, y) покрыта каким-то прямоугольником цвета 1. Этот прямо-
угольник согласован и с x, и с y, так что на каждой итерации он позволяет
или Алисе, или Бобу отсечь не менее половины не исключённых ранее 0-
прямоугольников, см. Следствие из леммы. (Возможно, найдутся и другие
1-прямоугольники, позволяющие произвести такое отсечение; но мы знаем,
что хотя бы один такой прямоугольник есть наверняка.) Таким образом, ес-
ли протокол завершился с результатом 0, то ошибки также быть не может.

Теорема. NCC(EQ) = n+ 1.

Доказательство: Достаточно заметить, что рассуждение с трудным
множеством (которые мы применяли для доказательства CC(EQ) = n + 1)
применимо и для недетерминированных протоколов.

5.2 Вероятностные протоколы.
В этой главе вы будем рассматривать вероятностные протоколы вычисле-
ния f : X × Y → Z. В вероятностных коммуникационных протоколах Али-
се и Бобу разрешается использовать случайность. Формально это означает,
что Алиса и Боб независимо выбирают случайные (по равномерной мере)
последовательности битов ra ∈ {0, 1}la и rb ∈ {0, 1}lb соответственно. Далее
на каждом шаге протокола действия Алисы зависят от её входа x и от ra,
а действия Бобы зависят от его входа y и rb. Для каждой пары (x, y) воз-
никает распределение вероятностей на множестве листьев, в которые (при
заданных x, y) Алиса и Боб могут попасть.

Вероятностные коммуникационные протоколы отчасти похожи на неде-
терминированные: ходы игроков определяются не только входными дан-
ными, а зависят ещё от выбора дополнительных значений ra, rb. Есть тех-
ническое отличие: в вероятностных протоколах каждому листу приписано
некоторое значение z ∈ Z (в недетерминированных протоколах возмож-
но безрезультатное завершение общения между Алисой и Бобом; в веро-
ятностных протоколах для любых x, y и для любых значений случайных
битов Алиса и Боб заканчивают протокол получением некоторого ответа).
Существенная разница состоит также и в том, что для некоторых x, y и
некоторых ra, rb Алиса и Боб могут, вообще говоря, получить неправиль-
ное значение f(x, y). И, разумеется, важнейшим новшеством по сравнению
с недетерминированными протоколами является появление вероятностной
меры на “подсказках” ra, rb.

Для каждого вероятностного протокола и для каждой пары входов x, y
мы имеем вероятность ε(x, y) ошибки — вероятность того, что Алиса и Боб
придут в лист протокола с пометкой z′ отличной от z = f(x, y). Коммуника-
ционной сложностью вероятностного протокола (в худшем случае) мы, как
обычно, называем глубину этого протокола – максимальное расстояние от
корня до листа (т.е., максимум числа пересылаемых битов среди всех пар
входов x, y и всех значений случайных битов ra, rb).
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Определение 1. Для ε > 0 вероятностной коммуникационной слож-
ностью RCCε(f) назовём минимальную глубину вероятностного протокола,
который для любой пары входов x, y имеет вероятность ошибки не больше
ε.

Средней коммуникационной сложностью заданного вероятностного про-
токола для данных входов x, y мы называем математическое ожидание чис-
ла пересылаемых битов (при фиксированных x, y). Средней коммуникаци-
онной сложностью данного протокола в худшем случае мы называем мак-
симум средней коммуникационной сложности по всем парам входов x, y.

Определение 2. Вероятностной коммуникационной сложностью с ну-
левой ошибкой RCC0(f) называется наилучшая (минимальная) средняя ком-
муникационная сложность вероятностных протоколов с нулевой ошибкой.

Утверждение. Для любой функции f

NCC(f) ≤ RCC0

Доказательство: Протокол с нулевой ошибкой и средней сложностью
h легко превратить в недетерминированный протокол сложности h. До-
статочно отсечь все листья на расстоянии больше h от корня (на месте
отсекаемых вершин можно поместить неопределённый ответ “?”). В полу-
ченном недетерминированном протоколе “подсказки” для Алисы и Боба –
это соответствующие значения случайных битов, которые в исходном (ве-
роятностном) протоколе приводили участников к ответу за ≤ h шагов.

Следствие. RCC0(EQ) = n+ 1.

5.3 Приложение коммуникационной сложности: распо-
знавание языка палиндромов на 1-ленточных ма-
шинах Тьюринга

Палиндромами называются слова, которые одинаково читаются слева на-
право и справа налево. Рассмотрим множество всех палиндромов, состав-
ленных из нулей и единиц. Понятно, что свойство слова “быть палиндро-
мом” можно проверить алгоритмически. Более того, нетрудно построить
одноленточную машину Тьюринга, которая будет распознавать язык дво-
ичных палиндромов за квадратичное время — входы из n битов будут об-
рабатываться машиной за время O(n2). Далее мы покажем, что указанную
оценку невозможно существенно улучшить. Более точно, язык палиндромов
нельзя распознавать быстрее, чем за квадратичное время.

Теорема. Сложность распознавания языка палиндромов на однолен-
точных машинах Тьюринга есть Ω(n2) (существует такая константа c, что
при всех достаточно больших n на некоторых словах длины n машина ра-
ботает не менее cn2 шагов).

Набросок доказательства: Машину Тьюринга, распознающую язык
палиндромов, можно преобразовать в вероятностный коммуникационный
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протокол для вычисления предиката равенства EQ(u, v). В самом деле, для
слов u, v длины n рассмотрим работу машины на входе u02nv−1 (длины
4n). Алиса и Боб проводят границу в случайно выбранном месте ленты
в позициях между n-ой и (3n)-ой. Затем Алиса и Боб моделируют рабо-
ту машины. Алиса ответственная за хранение информации на ленте левее
границы и за моделирование работы в то время, когда головка машины
находится левее границы. Боб же отвечает за хранение содержимого на
ленте правее проведённой границы и за моделирование работы машины в
то время, когда головка находится правее границы. В те моменты, когда
головка пересекает границу, происходит передача управления от Алисы к
Бобу или наоборот. Каждая такая передача управления требует пересылки
O(1) битов информации (точнее, logQ битов, где Q есть число внутренних
состояний моделируемой машины).

Обозначим ti(u, v) число пересечений машиной границы i на входе u02nv−1.
Заметим, что средняя коммуникационная сложность описанного протокола
(на данной паре входов u, v) равна математическому ожиданию по i вели-
чины ti(u, v), то есть

t0(u, v) + t1(u, v) + t2n(u, v)

2n+ 1
· logQ.

Это число заведомо не больше O(T (u, v)/(2n + 1)), где T (u, v) обозначает
общее время работы машины на входе u02nv−1.

Поскольку средняя коммуникационная сложность протокола не может
быть меньше 2n+ 1 (см. Следствие выше), мы заключаем, что для некото-
рых u, v время работы машины T (u, v) = Ω(n2). Теорема доказана.

6 Лекция 6, 23 марта.

6.1 Детерминированная сложность функции MCE.
На прошлой лекции мы сформулировали упражнение, в котором требова-
лось доказать нижнюю оценку на детерминированную сложность функции
MCE. На этой лекции мы начнем с разбора этого упражнения.

Лемма. CC(MCE) = Ω(n).

Стоит задуматься о том, какие методы доказательства подобных оце-
нок нам известны. У нас было два метода доказательства нижних оценок
детерминированной коммуникационной сложности: трудные множества и
ранг матриц. Однако мы уже отмечали, что размер трудного множества
дает оценку не только на детерминированную сложность, но и также и
на недетерминированную. Поскольку мы знаем, что недетерминированная
сложность задачи MCE меньше чем нужная нам оценка, метод трудных
множеств нам не подходит. Поэтому остается только метод ранга.

Доказательство: Для простоты предположим, что n — полный квад-
рат, а значит

√
n — целое. Ясно, что достаточно доказать оценку только
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для таких n (если n не является полным квадратом достаточно рассмот-
реть наибольший полный квадрат n′ меньший n, тогда функция MCE на 2n
переменных содержит как подфункцию функцию MCE на 2n′ переменных).

Обозначим k =
√
n и для всякого l = 1, . . . , k определим вспомогатель-

ную функцию MCEl(x, y), где x, y ∈ {0, 1}k×l рассматриваются как матрицы
размера k × l. Функция MCEl(x, y) равна 1 тогда и только тогда, когда су-
ществует i = 1, . . . , l такое что i-ый столбец x совпадает с i-ым столбцом
y. Нетрудно видеть, что функция MCEk совпадает с функцией MCE на 2n
переменных, а функция MCE1 есть функция EQ на k переменных.

Для функции MCEl обозначим через Al матрицу, представляющую эту
функцию. Матрица Al имеет размер 2kl × 2kl. Для доказательства леммы
нам достаточно показать, что rk(Ak) ≥ 2k

2

. Для этого мы покажем, что для
всякого l = 2, . . . , k верно

rk(Al) ≥ 2krk(Al−1)/4.

Заметив также, что rk(A1) = 2k, отсюда мы легко получаем требуемую
оценку.

Для доказательства нужного нам неравенства рассмотрим подробнее
матрицу Al. Ее строки и столбцы соответствуют входам Алисы x ∈ {0, 1}k×l
и входам Боба y ∈ {0, 1}k×l соответственно. Упорядочим строки и столбцы в
лексикографическом порядке, причем x и y будем проходить “по столбцам”.
То есть, самым старшим битом в x (и в y) будет ячейка (1, 1), следующей
по старшинству будет ячейка (2, 1), далее (3, 1), и так далее до (k, 1). Даль-
ше идут (1, 2), (2, 2), (3, 2), . . . , (k, 2), и так далее. Самыми младшими будут
биты (1, l), (2, l), (3, l), . . . , (k, l).

Далее разобьем строки матрицы Al на равные блоки последовательных
строк, всего блоков 2k, в каждом блоке, таким образом, по 2(k−1)l строк.
То же самое сделаем со столбцами. Заметим, что в каждом блоке строк у
соответствующих входов Алисы x ∈ {0, 1}k×l первые столбцы одинаковы.
То же самое верно и для столбцов.

При таком разбиении строк и столбцов на блоки матрица Al приобретает
блочную структуру, которую нетрудно описать. А именно, легко видеть, что

Al =


I Al−1 Al−1 Al−1 Al−1

Al−1 I Al−1 Al−1 Al−1

Al−1 Al−1 I Al−1 Al−1

Al−1 Al−1 Al−1 I Al−1

Al−1 Al−1 Al−1 Al−1 I

 .

Вычитая последнюю блок-строку из всех остальных строк матрицы полу-
чаем 

I −Al−1 0 0 0 Al−1 − I
0 I −Al−1 0 0 Al−1 − I
0 0 I −Al−1 0 Al−1 − I
0 0 0 I −Al−1 Al−1 − I

Al−1 Al−1 Al−1 Al−1 I

 .
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Заметим, что если от полученной матрицы отбросить последнюю блок-
строку и последний блок-столбец, то мы получим диагональную блочную
матрицу, ранг которой не меньше (2k−1)rk(I−Al−1) ≥ (2k−1)(rkAl−1−1) ≥
2krk(Al−1)/4 для всех достаточно больших k.

6.2 Вероятностные протоколы. Продолжение.
На прошлой лекции мы определили вероятностные протоколы и вероят-
ностную коммуникационную сложность функций. Сейчас мы продолжим
изучение этого вида сложности. Начнем с примера эффективного протоко-
ла.

Лемма. RCCε(EQ) = O(log n/ε).

Доказательство: Положим k = n/ε. Для достаточно больших k су-
ществует такое простое число p такое что k < p < 2k. (Это утверждение
называется постулат Бертрана. Доказал его П.Л. Чебышёв, получивший
для количества простых чисел не больших x оценки c1 x

ln x < π(x) < c2
x

ln x
для некоторых c1, c2 > 0. В настоящее время известны более точные оценки,
например, x

ln x+2 < π(x) < x
ln x−4 для x ≥ 55, см. English Wikipedia). Али-

са и Боб заранее выбирают такое простое число p (то есть, p фиксировано
в протоколе). Будем обозначать вход Алисы через a = (a0, a1, . . . , an−1), а
вход Боба через b = (b0, b1, . . . , bn−1). Алиса рассматривает свой вход как
многочлен

A(x) =
∑
i

aix
i( mod p),

а Боб рассматривает свой вход как многочлен

B(x) =
∑
i

bix
i( mod p).

Протокол устроен следующим образом. Алиса выбирает равномерно и
случайно точку t ∈ Zp и посылает Бобу значения t и A(t). Боб вычисляет
B(t) и сравнивает с A(t). Если значения оказались равны, то Боб выдает 1,
если не равны, то 0.

Заметим, что общее число переданных битов не превышает 2 log(2k)+1 =
O(log(n/ε)). Действительно, Алисе нужно передать два числа не больше 2k,
а Бобы нужно передать один бит.

Теперь оценим вероятность ошибки. Если a = b, то многочлены Алисы
и Боба совпадают и участники протокола всегда выдают правильный от-
вет. Если же a 6= b, то многочлены A(x) и B(x) не совпадают. Два разных
многочлена степени меньше n могут совпасть не более чем в n − 1 точ-
ке. Поскольку всего элементов поля k, вероятность ошибки не превышает
n/k = ε.

Теперь мы исследуем вопрос о том, как меняется сложность, если умень-
шать желаемую вероятность ошибки.
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Утверждение Пусть 0 < ε < ε′ < 1/2. Тогда RCCε(f) = O(RCCε′(f)).

Для доказательства этого утверждения мы воспользуемся неравенством
Чернова.

Лемма (неравенство Чернова) Пусть x1, . . . , xn — независимые слу-
чайные величины такие что

xi =

{
1, с вероятностью p,
0, с вероятностью 1-p.

Положим X = x1 + . . .+ xn. Тогда для всяких θ и δ таких, что 0 ≤ θ ≤ 1 и
0 ≤ δ ≤ p, верно

Pr[X/n ≥ (1 + θ)p] ≤ e− θ
2

3 pn,

Pr[X/n ≥ p+ δ] ≤ e− δ
2

3 n.

Доказательство утверждения: По протоколу с ошибкой ε′ мы по-
строим протокол с ошибкой ε. Новый протокол устроен следующим обра-
зом: мы повторяем старый протокол k раз (где k – параметр, который мы
определим позднее), каждый раз с новыми случайными битами, и на выход
выдаем наиболее часто встречающийся ответ.

Чтобы оценить вероятность ошибки нового протокола определим слу-
чайную величину xi: xi равна 1, если i-ый повтор протокола допустил ошиб-
ку. Заметим, что x1, . . . , xk – независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины и вероятность того, что они равны 1 не превышает ε′.
Тогда вероятность того, что новый протокол допускает ошибку не превы-
шает

Pr[

∑
i xi
k
≥ 1

2
] ≤ e− δ

2

3 k

для некоторой константы δ. Нетрудно видеть, что для того чтобы сделать
ошибку меньше ε достаточно взять в качестве k достаточно большую кон-
станту.

7 Лекция 7, 30 марта.

7.1 Вероятностные протоколы, продолжение.
Начнем с доказательства неравенства Чернова, которым мы воспользова-
лись в прошлый раз. Напомним формулировку.

Лемма (неравенство Чернова) Пусть x1, . . . , xn — независимые слу-
чайные величины такие что

xi =

{
1, с вероятностью p,
0, с вероятностью 1-p.
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Положим X = x1 + . . . + xn. Тогда для всяких θ и δ таких что 0 ≤ θ ≤ 1 и
0 ≤ δ ≤ p верно

Pr[X/n ≥ (1 + θ)p] ≤ e− θ
2

3 pn,

Pr[X/n ≥ p+ δ] ≤ e− δ
2

3 n.

Доказательство: Второе неравенство вытекает из первого, если поло-
жить θ = δ

p , следовательно достаточно доказать первое неравенство. Пре-
образуем левую часть.

Pr[X ≥ (1 + θ)p] = Pr[etX ≥ et(1+θ)pn] ≤ E(etX)

et(1+θ)pn
=

e−t(1+θ)pn(1− p+ pet)n ≤ e−t(1+θ)pnenp(e
t−1) =

epn(et−1−t(1+θ)),

где t— действительный параметр, первое неравенство частный случай нера-
венства Маркова, во втором равенстве используется независимость пере-
менных xi и явно вычисляется математическое ожидание случайной вели-
чины etxi , третье неравенство опирается на неравенство (1 + x) ≤ ex. В
получившейся оценке положим t = log(θ + 1). Тогда раскладывая в ряд
Тейлора нетрудно видеть, что

et − 1− t(1 + θ)) = θ − (1 + θ) log(θ + 1) ≤ −θ
2

2
+
θ3

6
≤ −θ

2

3
,

Откуда получается нужное неравенство.

На прошлой лекции на примере функции EQ мы видели, что вероятност-
ная сложность может быть сильно меньше детерминированной, а именно,
экспоненциально меньше. Сейчас мы докажем, что это максимально воз-
можный разрыв.

Лемма RCCε(f) = Ω(logCC(f)).

Доказательство: Мы докажем более сильное неравенство

CC(f) ≤ 2RCCε(f)(RCCε(f) + log−1(
1

2
− ε)),

для чего построим детерминированный протокол на базе вероятностного.
Введем обозначение k = RCCε(f) и зафиксируем вероятностный протокол
сложности k.

Для начала рассмотрим совсем простой детерминированный протокол.
Для каждого листа протокола l Алиса посылает pAl — вероятность того,
что ее сообщения согласованы с путем в дереве протокола, ведущим в этот
лист. (Число листьев в протоколе не превосходит 2k.) После этого Боб вы-
числяет pBl — вероятности того, что его сообщения согласованы с путем в
дереве протокола, ведущим в l, вычисляет произведения pAl ·pBl , и суммиру-
ет эти произведения по всем листам, выдающим ноль. Нетрудно заметить,
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что получившееся число есть вероятность того, что протокол выдает ноль
на заданных входах. Если это число меньше 1/2, то Боб выдает 1, а ес-
ли больше 1/2, то выдает 0 (в действительности эта вероятность либо не
больше ε, либо не меньше 1− ε).

Однако, в приведенном выше решении есть трудность. А именно, ве-
роятности pAl – это некоторые рациональные числа, возможно с большим
знаменателем, так что для их пересылки может потребоваться передать
слишком много битов. Но на самом деле нам достаточно передать прибли-
женное значение вероятности. Действительно, если мы передадим значения
pAl с ошибками не более

1
2−ε
2k

, то значение вероятности выдать ноль, вычис-
ленное Бобом, отличается от правильного на не более чем 1

2 −ε, и протокол
по прежнему выдает правильный ответ. Осталось заметить, что для пере-
сылки действительного числа из отрезка [0, 1] с точностью

1
2−ε
2k

достаточно
передать k + log−1( 1

2 − ε) знаков после запятой.

Заметим, что из доказанной леммы следует, что вероятностный прото-
кол для функции равенства, построенный нами на прошлой лекции, опти-
мален (с точностью до умножения на некоторую константу).

Следствие. Для всякого ε > 0 RCCε(EQ) = Ω(logn).

7.2 Вероятностные протоколы с общими случайными
битами.

До настоящего момента в рассматриваемых нами вероятностных протоко-
лах и у Алисы, и у Боба имеются свои случайные биты, причем случайные
биты одного не известны другому. Но разумна (и важна для теории и при-
ложений) также и постановка задачи, в которой Алиса и Боб используют
один общий источник случайности. Интуитивно понятно, что это может
только облегчить Алисе и Бобу вычисление функции.

Формально мы требуем, чтобы что в начале работы протокола случайно
выбиралась строка r ∈ {0, 1}l фиксированной длины l, и далее на каждом
шаге протокола действия Алисы зависят от x и r, а действия Боба зависят
от y и r. Более того, мы будем считать, что от значения случайных битов
r может зависеть, кто из участников (Алиса или Боб) посылает сообщение
на очередном шаге.

Вероятностный протокол с общими случайными битами можно рассмат-
ривать как распределение вероятностей на детерминированных протоколах:
Алиса и Боб сначала выбирают случайную строку r, а затем следуют де-
терминированному протоколу соответствующему этой строке r.

Меры вероятностной коммуникационной сложности с общими случай-
ными битами определяются аналогично коммуникационной сложности с
частными битами. Чтобы отличать меры сложности с общими битами от
мер сложности с частными битами, к первым мы будем добавлять верхний
индекс pub. Так, например, вероятностная коммуникационная сложность
функции f с ошибкой ε и с общими случайными битами обозначается через
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RCCpubε (f) и есть глубина минимального вероятностного протокола с общи-
ми случайными битами, вычисляющего функцию f с ошибкой не более ε
на каждом входе.

Всякий протокол π с раздельными источниками случайности можно
тривиально превратить в протокол с общими случайными битами. Можно
считать, например, что в Алиса использует из общей последовательности
случайных битов только те, которые стоят на чётных местах, а Боб ис-
пользует случайные биты на нечётных местах. Таким образом, протокол π
преобразуется в протокол с общим источником случайности с такой же
вероятностью ошибки и такой же коммуникационной сложностью, как и
у исходного протокола. Это несложное рассуждение доказывает следующее
утверждение:

Утверждение 1 Для всякой функции f и для всякого ε верно

RCCpubε (f) ≤ RCCε(f), RCCpub0 (f) ≤ RCC0(f).

Доказательство: Достаточно рассмотреть произвольный коммуника-
ционный протокол с частными битами и по нему построить протокол с об-
щими битами следующим образом: общие биты будут состоять из конкате-
нации частных битов Алисы и Боба, и протокол просто повторяет протокол
с частными битами.

Рассмотрим важный пример – сложность предиката равенства для ве-
роятностных протоколов с общим источником случайности.

Утверждение 2 RCCpubε (EQ) = O(log 1
ε )

Доказательство: Протокол устроен следующим образом. На входах
x, y ∈ {0, 1}n Алиса и Боб выбирают случайную строку r ∈ {0, 1}n. Алиса
вычисляет скалярное произведение 〈x, r〉 над полем из двух элементов и
передает вычисленный бит Бобу. Боб вычисляет скалярное произведение
〈y, r〉, сравнивает со скалярным произведением Алисы и, если произведения
равны, выдает 1, иначе выдает 0.

Заметим, что если x = y, то протокол всегда выдает правильный ответ.
Если же x 6= y, то протокол выдает 1 (то есть, ошибается), если 〈x−y, r〉 = 0.
Это линейное уравнение на r и его решения образуют линейное простран-
ство размерности n − 1 над полем из двух элементов. Легко понять, что
число векторов в таком пространстве равно 2n−1, а значит ошибка проис-
ходит ровно на половине случайных наборов, то есть ошибка происходит с
вероятностью 1/2.

Если мы теперь повторим описанный протокол k раз с независимыми
случайными битами и будем выдавать 0, если хотя бы один раз скалярные
произведения оказались не равны, то в случае равных x и y ошибки по
прежнему быть не может, а в случае различных входов ошибка происходит
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с вероятностью 1/2k. Таким образом, чтобы добиться ошибки ε, достаточно
повторить протокол log 1

ε раз.

Когда мы изучали недетерминированную коммуникационную сложность,
мы рассматривали функцию MCE, которая служила примером того, что
недетерминированная сложность бывает меньше детерминированной. До-
кажем, что вероятностная сложность этой функции с нулевой ошибкой то-
же довольно мала.

Утверждение RCCpub0 (MCE) = O(
√
n).

Доказательство: Протокол будет состоять из последовательного срав-
нения соответствующих столбцов во входах Алисы и Боба слева направо.
Сравнение будет происходить путем применения протокола для функции
равенства, описанного выше. Более конкретно, сначала Алиса и Боб срав-
нивают первые столбцы с ошибкой 1/2. Если обнаружилось, что столбцы
не равны, то Алиса и Боб переходят к следующим столбцам и повторяют
процесс. Если же такого не обнаружилось, то Алиса и Боб повторяют про-
цедуру для первого столбца, и так далее. Всего мы сделаем 4

√
n сравнений.

Если при этом мы успели обнаружить, что все столбцы различные, то мы
готовы выдать ответ. Если же такого не обнаружилось, то Алиса передает
целиком свой текущий столбец Бобу, на это нужно

√
n битов. Если обна-

ружилось, что эти столбцы совпали, то мы снова готовы дать ответ. Если
же столбцы не совпали, то Алиса передает Бобу весь x, после чего Боб
вычисляет ответ. Это требует пересылки n битов, но можно доказать, что
до этого случая мы доходим с очень маленькой вероятностью. Окончание
доказательства мы оставляем в качестве упражнения.

Упражнение.Докажите, что построенный протокол действительно име-
ет среднюю сложностьO(

√
n). Указание: Воспользуйтесь неравенством Чер-

нова.

8 Лекция 8, 6 апреля.

8.1 Общий и частные источники случайности в вероят-
ностных протоколах.

Мы рассматривали два разных подхода к определению вероятностного ком-
муникационного протокола с ограниченной вероятностью ошибки. В пер-
вом из них предполагалось, что каждый из участников протокола (Алиса
и Боб) раздельные источники случайности; при этом участники не могут
видеть случайные друг друга. Во втором варианте определения предполага-
лось, что Алиса и Боб видят общую последовательность случайных битов.
Соответствующие коммуникационные сложности функции f обозначались
RCCε(f) и RCCpubε (f) соответственно.

Всякий протокол π с раздельными источниками случайности можно счи-
тать частным случаем протокола с общими случайными битами. При этом
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RCCpubε (f) может быть несколько меньше, чем RCCε(f). Например, мы уже
видели, что для предиката равенства RCC1/4(EQ) = 2, а RCCpub1/4(EQ) =

Θ(log n). Сейчас мы докажем, что разница между двумя вариантами веро-
ятностной коммуникационной сложности не может быть больше O(log n).

Теорема 1 Для любой функции f : {0, 1}n×{0, 1}n → Z и для любых ε > 0,
δ > 0

RCCε+δ(f) ≤ RCCpubε (f) +O(log n+ log 1/δ).

Доказательство: Мы покажем, что любой коммуникационный протокол с
общим источником случайности можно переделать в протокол с раздельны-
ми источниками случайных битов; при этом коммуникационная сложность
возрастет не более чем на O(log n+ log 1/δ).

Пусть дан некоторый вероятностный протокол π для общей случайно-
сти. Конструкция нового протокола (с раздельными источниками случай-
ности) основана на двух идеях.

Идея 1: В новом протоколе случайные биты будет порождать Алиса.
Она подбросит нужное число раз монету и сообщит результаты бросания
Бобу. Далее они могут использовать эти случайные биты (ставшие “общи-
ми”) для выполнения коммуникационного протокола с общей случайностью.
В этой конструкции Бобу вовсе не нужно использовать свой собственный ис-
точник случайности. Коммуникационная сложность при этом будет вклю-
чать число случайных битов (Алиса пересылает их Бобу по каналу связи).

На первый взгляд этот план кажется безнадежным. Исходный протокол
π может требовать очень большого числа случайных битов, так что пере-
сылка битов от Алисы Бобу катастрофически увеличит коммуникационную
сложность. Однако оказывается, что в любом коммуникационном протоко-
ле можно уменьшить число используемых случайных битов до O(log n),
заплатив за это лишь небольшим увеличение вероятности ошибки. В этом
и состоит вторая (основная) идея доказательства.

Идея 2: Протокол π, использующий N общих для Алисы и Боба слу-
чайных битов и имеющий вероятность ошибки ε, можно переделать в про-
токол π′ с k = O(log n+log 1/δ) общими случайными битами и вероятностью
ошибки не более ε+ δ.

Поясним, как будет устроен протокол π′. Мы подберём K = 2k наборов
“псевдослучайных” битов

b1, . . . ,bK

(каждое bi ∈ {0, 1}N ). Эти K наборов будут частью нового протокола π′.
В этом новом протоколе Алиса и Боб будут брать из общего источника
случайности k битов. Эти биты они интерпретируют как номер i = 1, . . . ,K.
Далее они берут соответствующий bi = (b1i , . . . , b

N
i ) и следуют исходному

протоколу π как если бы b1i , . . . , b
N
i были получены из настоящего источника

случайности.
Мы должны доказать, что при некотором выборе “псевдослучайных”

наборов b1, . . . ,bK вероятность ошибки нового протокола не будет превы-
шать ε+ δ. Будем говорить, что набор b1, . . . ,bK плох для некоторой пары
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входов x, y ∈ {0, 1}n, если новый протокол протокол π′ с этим набором
“псевдослучайных” битов ошибается на входах x, y с вероятностью больше
ε+ δ. Другими словами, данный набор считается плохим для x, y, если

Probi∈r{1,...,K}[π для данных x, y, bi ошибается] > ε+ δ.

(Здесь вероятность берется по случайному выбору i.) Нам нужно найти
такой набор b1, . . . ,bK , который не является плохим ни для какой пары
входов.

Обозначим

e(x, y,b) =


1, если протокол π для аргументов x, y

и случайных битов b ошибается,
0, если протокол π для аргументов x, y и случайных

битов b находит правильный ответ.

Поскольку протокол π ошибается с вероятностью не более ε, мы имеем

Probb[e(x, y,b) = 1] < ε

для любых x, y ∈ {0, 1}n. Применяя неравенство Чернова, получаем

Probb1,...,bK [e(x, y,b1) + . . .+ e(x, y,bK) > (ε+ δ)K] < 2−cδ
2K

(для некоторой константы c > 0). Если взять K > 2n/(cδ2), то данная
вероятность станет меньше 2−2n. Тогда сумма вероятностей “плохости” по
всем парам x, y (таких пар 22n) будет меньше единицы. Это и означает, что
некоторый набор b1, . . . ,bK не будет плохим ни для каких x, y.

Таким образом, необходимое семейство псевдослучайных последователь-
ностей битов можно подобрать для протокола π′ при k = log(2n/(cδ2)) =
O(log n+ log 1/δ). Теорема доказана.

8.2 Вероятностная коммуникационная сложность GT

Оценим вероятностную коммуникационную сложность предиката GT. Для
начала рассмотрим самый очевидный протокол. Чтобы выяснить, какое из
чисел x, y ∈ 1, 2, . . . , 2n больше, Алисе и Бобу необходимо найти самый стар-
ший бит (самую левую позицию), в котором двоичные записи этих чисел
различаются. Когда эта позиция найдена, Алисе и Бобу остается обменять-
ся битами, которые стоят в их словах на этом месте.

Будем искать нужную позицию двоичным поиском, применяя тест на
равенство к блокам двоичных слов всё меньшего и меньшего размера. По-
скольку на каждой итерации мы можем сужать область поиска вдвое, нам
потребуется dlog ne применений теста на равенство. Чтобы итоговая вероят-
ность ошибки не превосходила ε, каждый такой тест на равенство должен
ошибаться с вероятностью не более δ = ε/dlog ne.

Напомним, что известный нам коммуникационный протокол с раздель-
ными случайными битами для проверки равенства двух слов длины ≤ n с
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вероятностью ошибки δ имеет коммуникационную сложность O(log(n/δ)).
Подставляя сюда δ = ε/ log n и суммируя по log n итерациям, получаем
RCCε(GT) = O(log2 n) (для любого фиксированного ε > 0).

Теперь рассмотрим аналогичную стратегию для вероятностного прото-
кола с общим источником случайности. Коммуникационная сложность од-
ного тест на равенство с вероятностью ошибки δ не превосходит O(log 1

δ ).
Суммируя число переданных битов в log n итерациях, получаем

RCCpubε (GT) = O(log n log log n).

Применяя Теорему 1, мы получаем

RCCε(GT) = RCCpubε (GT) +O(log n) = O(log n log log n)

(также для любого фиксированного ε > 0). Таким образом, с помощью
Теоремы 1 нам удалось почти квадратично уменьшить коммуникационную
сложность по сравнению с “очевидным” протоколом.

Упражнение. Покажите, что RCCε(GT) = O(log n) для любого ε > 0.
Указание: Сначала рассмотрите протоколы с общим источником случай-
ности. Как и в изученных выше протоколах, примените двоичный поиск
самого старшего бит, в котором двоичные записи чисел x и y различаются.
В процессе двоичного поиска размер интервала, предположительно содер-
жащего нужную нам позицию, будет постепенно сокращаться. Используйте
тест на равенство с вероятностью ошибки 1/4, который имеет коммуника-
ционную сложность O(1); периодически тестируйте корректность текущего
интервала. При каждом обнаружении ошибки возвращайтесь к предыду-
щему значению левого края интервала поиска.

9 Лекция 9, 13 апреля.
В этой главе мы изучим технику доказательства нижних оценок для веро-
ятностной коммуникационной сложности. Для этого мы введём два новых
понятия – (детерминированная) коммуникационная сложность функции
для распределения на входах (distributional complexity) и неоднородность
функции при заданном распределении (discrepancy).

9.1 Коммуникационная сложность функции с распре-
делением на аргументах

Определение. Пусть дана функция f : X × Y → Z и распределение ве-
роятностей µ на множестве X × Y . Коммуникационной сложностью f для
распределения µ с ошибкой ε называется минимум глубины среди всех де-
терминированных протоколов π, которые правильно вычисляет значение f
для пар (x, y) ∈ X × Y общей µ-меры не менее (1− ε), т.е.,

Probµ[π(x, y) = f(x, y)] ≥ 1− ε.
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Мы будем обозначать эту сложность CCµε (f)

Пример 1. Рассмотрим предикат равенства EQ, определенный на парах
n-битных строк. Введем равномерное распределение µ на {0, 1}n × {0, 1}n.
Пусть n достаточно велико; для определённости положим n ≥ 7. Тогда
CCµ1/100(EQ) = 0. Чтобы получить правильный ответ с вероятностью >

99/100 Алисе и Бобу вовсе не нужно обмениваться сообщениям! Они мо-
гут на любых входах объявлять, что ответ равен 0, т.е., заданные x и y не
равны. Этот тривиальный протокол ошибается на всех парах равных слов.
Понятно, что вероятность ошибки равна 1/2n, что меньше ε = 1/100.

Пример 2. Рассмотрим предикат GT, определенный на парах слов x, y ∈
{0, . . . , 2n − 1}. Напомним, что

GT(x, y) =

{
1, если x > y,
0, если x ≤ y.

Как и в первом примере, введем равномерное распределение µ на всех парах
входов. Тогда CCµ1/4(GT) ≤ 2. Достаточно рассмотреть протокол, в котором
Алиса и Боб обмениваются старшими битами из двоичных записей x и y.
Если один из этих битов равен нулю, другой единице, то Алиса и Боб смо-
гут достоверно узнать, какое из двух чисел больше. Если же старшие биты
оказываются равны, то Алиса и Боб полагают, что значение предиката рав-
но 0 (x не больше y). В этом случае протокол может дать неверный ответ.
Однако более чем для половины x и y равными старшими битами ответ 0
будет правильным. Таким образом, более чем для 3/4 пар (x, y) описанный
коммуникационный протокол находит правильное значение GT(x, y). Это
доказывает, что CCµ1/4(GT) ≤ 2.

Упражнение. Покажите, что протокол из примера 2 невозможно сде-
лать ещё проще: CCµ1/4(GT) в точности равна 2.

Следующая теорема показывает связь между привычной нам вероят-
ностной коммуникационной сложностью RCCpubε (f) и новым понятием CCµε (f).

Теорема 2 Для любой функции f : X × Y → Z

RCCpubε (f) = max
µ

CCµε (f).

Доказательство: Сначала докажем более важное для нас неравенство:

RCCpubε (f) ≥ max
µ

CCµε (f).

Пусть имеется вероятностный коммуникационный протокол π с общими для
Алисы и Боба источником случайных битов, длина максимального пути в
протоколе равна h, и для любых x, y

Probr[π(x, y, r) = f(x, y)] ≥ 1− ε
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(вероятность берется по источнику случайных битов r данного протокола).
Далее, пусть дана произвольная мера µ на множестве пар X × Y . Тогда

Probr,(x,y)[π(x, y, r) = f(x, y)] ≥ 1− ε

(теперь случайно выбираются и биты r, и пара входов x, y). Следовательно,
можно так зафиксировать значение случайных битов r = r0 таким образом,
что

Prob(x,y)[π(x, y, r0) = f(x, y)] ≥ 1− ε
Подставим выбранные биты r0 в протокол π(x, y, r). При этом мы получа-
ем детерминированный протокол π′(x, y) = π(x, y, r0), который возвращает
правильное значение f(x, y) с вероятностью не менее 1−ε по мере µ. Глуби-
на полученного протокола не превосходит h (коммуникационной сложности
исходного вероятностного протокола π). Таким образом, первая половина
теоремы доказана.

Вторая часть теоремы – неравенство

RCCpubε (f) ≤ max
µ

CCµε (f)

нам в курсе нигде не потребуется. Однако доказательство этого резуль-
тат использует красивую идею, и мы кратко обсудим это рассуждение.
Доказательство этого неравенства использует метод из теории игр. Пусть
h = maxµ CC

µ
ε (f). Рассмотрим следующую игру с двумя участниками.

Оба игрока одновременно делают свои ходы. Первый игрок своим ходом
объявляет некоторый детерминированный коммуникационный протокол π
глубины не более h; второй игрок называет некоторую пару входов (x, y) из
X × Y .

Первый игрок побеждает, если π(x, y) = f(x, y); в противном случае
побеждает второй игрок. В случае победы первого игрока второй игрок вы-
плачивает ему 1 рубль; в случае победы второго игрока никто не получает
и не теряет денег. Это пример игры с нулевой суммой – выигрыш первого
игрока равен проигрышу второго. По предположению, h не меньше CCµε (f)
для любой меры µ. Это значит, что для любой вероятностной стратегии
второго игрока (если второй игрок выбирает свой ход (x, y) случайно по
распределению µ) имеется некоторая детерминированная стратегия π для
второго игрока, позволяющего выигрывать рубль с вероятностью не меньше
1− ε. Вообще говоря, эта стратегия π может зависеть от стратегии второго
игрока µ. Тогда по теореме фон Неймана о минимаксе (она же теорема о
седловой точке, она же теорема о цене игры с нулевой суммой) у первого
игрока есть вероятностная стратегия ρ (вероятностная стратегия первого
игрока есть некоторое распределение вероятностей на детерминированных
протоколах глубины не более h), которая для любой (детерминированной
или вероятностной) стратегии второго игрока ρ обеспечивает получение вы-
игрыша с вероятностью не менее 1− ε. В частности, это означает, что если
второй игрок всегда делает ход (x, y), то вероятностная стратегия ρ будет
выигрывать против этого хода с вероятностью не менее 1− ε.

34



Таким образом, вероятностную стратегию первого игрока ρ можно рас-
сматривать как вероятностный коммуникационный протокол (с общим ис-
точником случайности), который с вероятностью не менее (1− ε) дает пра-
вильный ответ на любой паре входов. Это и означает, что RCCpubε (f) ≤ h.
Теорема доказана.

9.2 Мера неоднородности распределения.
Теорема 2 дает нам способ доказывать нижние оценки для вероятностной
коммуникационной сложности RCCpubε (f). Чтобы показать, что RCCpubε (f) ≥
h, достаточно подобрать некоторое распределение вероятностей µ на X×Y
и доказать, что CCµε (f) ≥ h. Остается подготовить технику для получе-
ния нижних оценок для детерминированной коммуникационной сложности
с заданным распределением CCµε (f). Для этого мы введем меру “неоднород-
ности” функции при заданном распределении.

Определение. Пусть дана функция f : X×Y → {0, 1} и распределение
вероятностей µ на X ×Y . Для комбинаторного прямоугольника R ⊂ X ×Y
будем называть неоднородностью f на R разницу между µ-мерами таких
пар (x, y) ∈ R, на которых функция f равна единице, и таких пар (x, y) ∈ R,
на которых функция f равна нулю. Будем обозначать неоднородность на
заданном комбинаторном прямоугольнике Discµ(R, f):

Discµ(R, f) := |Probµ[(x, y) ∈ R и f(x, y) = 1]−Probµ[(x, y) ∈ R и f(x, y) = 0]|.

Далее, возьмем максимум неоднородности по всем комбинаторным прямо-
угольникам R ⊂ X × Y :

Discµ(f) := max
R

Discµ(R, f).

Эту величину будем называть неоднородностью f по мере µ.

Теорема 3 Для всякой функции f : X × Y → {0, 1}, для любой вероят-
ностной меры µ на X × Y и любого вещественного ε > 0 выполнено

CCµ1
2−ε

(f) ≥ log2

2ε

Discµ(f)
.

Доказательство. Пусть детерминированный протокол π правильно вы-
числяет f на множестве пар (x, y) µ-меры > 1− ε. Это означает, что

Probµ[π(x, y) = f(x, y)]− Probµ[π(x, y) 6= f(x, y)] ≥ (
1

2
+ ε)− (

1

2
− ε) = 2ε.

Если глубина протокола π равна h, то он имеет не более 2h листьев. Каж-
дому листу l сопоставим комбинаторный прямоугольник Rl = Al × Bl, со-
стоящий из всех пар аргументов (x, y), согласованных с путем в лист l в
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коммуникационном протоколе π. Теперь ещё раз подсчитаем разность ве-
роятностей между правильными и неправильными ответами в каждом ком-
бинаторном прямоугольнике Rl:∑
l

Probµ[(x, y) ∈ Rl & π(x, y) = f(x, y)]−Probµ[(x, y) ∈ Rl & π(x, y) 6= f(x, y)].

Поскольку для всех точках комбинаторного прямоугольника Rl протокол π
возвращает одно и то же значение (приписанное листу l), полученная сумма
не превосходит∑

l

|Probµ[(x, y) ∈ Rl & f(x, y) = 1]− Probµ[(x, y) ∈ Rl & f(x, y) = 0]| .

Каждое слагаемое в этой сумме есть Discµ(R, f). Таким образом, мы полу-
чаем

2ε ≤ 2hDiscµ(f),

и теорема доказана.

Теперь рассмотрим конкретный пример применения данной теоремы.
Мы получим линейную нижнюю оценку на вероятностную коммуникаци-
онную сложность функции скалярного произведения.

Утверждение 3 Для равномерного распределения µ на {0, 1}n × {0, 1}n

Discµ(IP) ≤ 2−n/2.

Доказательство: Предикат IP(x, y) (скалярное произведение x и y по мо-
дулю 2) удобно представить следующей матрицей H размера 2n×2n; строки
и столбцы этой матрицы занумерованы битовыми строками длины n, и

H(x, y) = +1, если 〈x, y〉 = 0 mod 2,
H(x, y) = −1, если 〈x, y〉 = 1 mod 2.

(Напоминание для знатоков: такая матрица H называется матрицей Ада-
мара.)

Эта матрица H удобна для вычисления неоднородности предиката IP по
равномерной мере. В самом деле, для любого комбинаторного прямоуголь-
ника A×B ⊂ {0, 1}n × {0, 1}n

(∗) Discuniform(A×B, IP) =

∑
x∈A,y∈B

H(x, y)

22n
=
~1A ·H ·~1tB

22n
,

где ~1A обозначает характеристический вектор-строку для множества A (на
позициях, соответствующих элементам A стоят единицы, на всех других по-
зициях стоят нули), а~1tB аналогично обозначает характеристический вектор-
столбец для множества B. Чтобы оценить сумму (*), нам нужно вычислить
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нормы векторов ~1A и ~1B , а также норму матрицы H. Первое совсем просто:
‖~1A‖ =

√
|A| и ‖~1B‖ =

√
|B|.

Остаётся подсчитать норму H. Для этого удобно возвести матрицу в
квадрат. Элемент матрицы H2 на пересечении x-ой строки и y-ого столбца
есть

(H2)|(x,y) =
∑
z

H(x, z) ·H(z, y) =

{
2n, если x = y,
0, если x 6= y

(если x = y, то сумма состоит из 2n квадратов плюс или минус единиц;
если же x 6= y, то сумма состоит из равного числа плюс и минус единиц и
равна нулю). Таким образом, H2 = 2n ·E, где E единичная матрица 2n×2n.
Следовательно, ‖H‖ =

√
2n.

Возвращаясь к (*), получаем

Discuniform(A×B, IP) ≤
√
|A| ·

√
2n ·

√
|B|

22n
≤
√

23n

22n
= 2−n/2.

Теорема доказано.
Из Теоремы 3 и Утверждения 3 немедленно получаем следствие:

Следствие 1 CCuniform1
2−ε

(IP) ≥ n/2−O(log 1
ε ).

Вместе с Теоремой 2 этот результат даёт нижнюю оценку для вероятностной
сложности функции скалярного произведения:

Следствие 2 RCCpub1
2−ε

(IP) ≥ n/2−O(log 1
ε ).

10 Лекция 10, 20 апреля.

10.1 Вероятностная коммуникационная сложность для
случайных функций.

В этой главе мы покажем, что большинство функций имеют довольно боль-
шую вероятностную коммуникационную сложность. Точнее, подавляющее
большинство предикатов f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1} имеют сложность
Ω(n).

Теорема 4 Для любого ε > 0 и всех достаточно больших n для значи-
тельного большинства функций f : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1} (для опреде-
лённости скажем, что для 99% таких функций)

RCCpub1
2−ε

(f) ≥ 0.1n.

Замечание: Константу 0.1 в формулировке теоремы можно заменить на
любое c < 1. Мы выбрали число 0.1 для упрощения доказательства.

Доказательство: Согласно Теореме 3 и Теореме 2 достаточно показать,
что для 99% функций f

Discµ(f) ≤ 2−0.1n
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для некоторой вероятностной меры µ на {0, 1}n → {0, 1}. Мы докажем эту
оценку для равномерного распределения вероятностей на всех парах входов.

Каждый комбинаторный прямоугольник R ⊂ {0, 1}n → {0, 1} содержит
не менее 1 и не более 22n элементов. Нам нужно показать, что для “типич-
ной” функции f для всех комбинаторных прямоугольников R

(∗∗) Discuniform(R, f) ≤ 2−0.1n.

По определению неоднородности функции,

Discµ(R, f) = |Probµ[(x, y) ∈ R и f(x, y) = 1]−Probµ[(x, y) ∈ R и f(x, y) = 0]|.

Заметим, что для прямоугольников R, содержащих менее 21.9n пар для рав-
номерного распределения µ

Discµ(R, f) ≤ 21.9n/22n = 2−0.1n.

Таким образом, нам остается оценить неоднородность f в прямоугольниках
R достаточно большого размера (состоящих не менее, чем из 21.9n пар).

Пусть комбинаторный прямоугольник R состоит из N пар, и N ≥ 21.9n.
Применим неравенство Чернова. Если выбирать функцию f : {0, 1}n ×
{0, 1}n → {0, 1} случайно (значения функции на всех парах {0, 1}n → {0, 1}
выбирается равномерно и независимо), то

Probf [

∣∣∣∣[число единиц функции f в R]− N

2

∣∣∣∣ ≥ δN ] ≤ 2−
δ2

3 N ≤ 2−
δ2

3 21.9N

Нас интересует δ такое, что δN = 21.9n. В этом случае δ ≥ 21.9n

22n = 2−0.1n.
Следовательно, вероятность того, что в неоднородность случайной f в пря-
моугольнике R превысит 2−0.1n, можно оценить как

Probf [|[число единиц функции f в R]− N

2
| ≥ δN ] ≤ 2−

δ2

3 N ≤ 2−
1
3 21.7N

.

Если просуммировать эту вероятность по всем комбинаторным прямоуголь-
никам R достаточно большого размера (таких прямоугольников заведомо
не больше (22n)× (22n)), то получится величина

2−
1
3 21.7N+2·2n � 1/100.

Отрицательный член в показателе степени растет быстрее положительного
члена. Это значит, что при достаточно больших n вероятность того, что на
хотя бы одном прямоугольнике R неоднородность больше 2−0.1n, не превос-
ходит 1/100. (Более того, эта вероятность суперэкспоненциально стремится
к нулю с ростом n.) Таким образом, для 99% функций f выполнено (**), и
теорема доказана.

Упражнение (простое). Докажите Теорему 4, заменив в формулиров-
ке константу 0.1 на 0.3.

Упражнение (более сложное). Докажите Теорему 4, заменив в фор-
мулировке константу 0.1 на 0.99.
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10.2 Уточнение оценки вероятностной коммуникацион-
ной сложности IP.

В главе 9.2 мы уже доказали, что RCCε(IP) = Ω(n). Сейчас мы уточним
эту оценку и покажем, что вероятностная коммуникационная сложность
скалярного произведения не просто равна Ω(n), а достаточно близка к n.

Теорема 5 Для любого ε > 0

RCCpub1
2−ε

(IPn) ≥ n−O(log
1

ε
).

Доказательство: Согласно Теореме 2 достаточно доказать, что

CCµ1
2−ε

(IP) ≥ n−O(log
1

ε
).

Мы докажем требуемую оценку для равномерного распределения на {0, 1}n×
{0, 1}n:

CCuniform1
2−ε

(IP) ≥ n− 3 log
1

ε
−O(1).

Пусть некоторый детерминированный протокол π имеет глубину h и пра-
вильно вычисляет предикат IP на долее ( 1

2 + ε) пар из {0, 1}n × {0, 1}n.
Покажем, что в этом случае глубина h не может быть слишком мала.

Каждому листу l протокола h соответствует некоторый комбинаторный
прямоугольник Rl = Al×Bl, состоящий из всех пар (x, y), согласованных с
путём в данный лист. Поскольку протокол детерминированный, эти прямо-
угольники попарно не пересекаются. Кроме того, каждому листу в дереве
прокола соответствует бит — тот ответ, который π возвращает при попада-
нии в данный лист.

Будем говорить, что Rl покрывает некоторую пару (x, y), если (x, y) ∈
Rl и протокол π возвращает на данной паре входов правильное значение
IP(x, y). Поскольку данный протокол ошибается на доле входов не более
( 1

2 − ε), все комбинаторные прямоугольники Rl в совокупности покрывают
не менее ( 1

2 + ε)22n пар (x, y).
Исключим из рассмотрения все листья l, для которых |Rl| < ε

2 · 2
2n/2h.

Поскольку общее число всех листьев в протоколе не превосходит 2h, все
исключаемые нами прямоугольники Rl в вместе покрывают не больше ε

2 ·2
2n

разных пар. Следовательно, оставшиеся (не исключенные из рассмотрения)
комбинаторные прямоугольники должны покрывать не меньше ( 1

2 + ε
2 )22n

пар (x, y).
Каждый комбинаторный прямоугольник Rl состоит из |Al × Bl| точек.

Среди не исключенных из рассмотрения комбинаторных прямоугольников
средняя “плотность” (доля) правильных ответов не меньше ( 1

2 + ε
2 ). Таким

образом, найдется хотя бы один такой не исключенный прямоугольник Rl =
Al ×Bl, в котором

(а) |Al × Bl| ≥ ε
2 · 2

2n/2h (поскольку прямоугольник не был исключен из
рассмотрения), и
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(б) Rl покрывает не меньше ( 1
2 + ε

2 )|Al ×Bl| точек.

Зафиксируем номер l такого комбинаторного прямоугольника и исследуем
его более детально.

Обозначим |Al| = 2a и |Bl| = 2b. Рассмотрим равномерную вероятност-
ную меру ν на элементах данного комбинаторного прямоугольника Rl (каж-
дая пара (x, y) ∈ Rl имеет вероятность 1/2a+b). По условию (б)

Probν [π(x, y) = f(x, y)] ≥ 1

2
+
ε

2
.

Далее, рассмотрим такую же как в доказательстве утверждения 3 матрицу
H (элемент H(x, y) равен (−1)IP(x,y)) и такие же векторы 1Al и 1Bl (харак-
теристические векторы множеств Al и Bl). Как в доказательстве утвержде-
ния 3,

Probν [π(x, y) = f(x, y)]− Probν [π(x, y) 6= f(x, y)] = 1Al ·H · 1tBl .

Это значит, что
ε ≤ ‖1Al‖ · ‖H‖ · ‖1Bl‖ =

√
2n−a−b.

После логарифмирования получаем

2 log ε ≤ n− a− b.

С другой стороны, из условия (a) для данного комбинаторного прямоуголь-
ника |Al ×Bl| = 2a+b ≥ ε

2 · 2
2n−h. Логарифмируя это неравенство, имеем

a+ b ≤ 2n− h+ log
ε

2
.

Складывая эти неравенства, получаем h ≥ n+3 log ε−1, и теорема доказана.

10.3 Вероятностная коммуникационная сложность дизъ-
юнктности для множеств ограниченного размера.

На следующей лекции мы докажем, что RCCε(DISJ) = Ω(n) для достаточно
малого ε > 0. А сейчас мы покажем, что проверка дизьюнктности множеств
ограниченного размера может быть меньше n. Более точно, имеет место
следующее утверждение.

Утверждение 4 Обозначим DISJkn предикат дизъюнктности, который опре-
делен на таких парах множеств x, y ⊂ {1, . . . , n}, для которых |x| ≤ k и
|y| ≤ k. Тогда

RCCpubε (DISJkn) = O(k).

Набросок доказательства: Мы должны построить вероятностный ком-
муникационный протокол с общим для Алисы и Боба источником случай-
ности. Нам будет удобно разбить последовательность случайных битов из
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этого источника на блоки по n битов S1, S2, . . .. Эти блоки можно рассмат-
ривать как случайные подмножества Si ⊂ {1, . . . , n} (каждое число от 1 до
n с равными вероятностями входит или не не входит в выбираемое подмно-
жество Si, для разных чисел выбор производится независимо.)

Протокол для вычисления DISJkn будет состоять из последовательности
этапов следующего вида:
Этап 1. Алиса дожидается первого множества Si, которое содержит внутри
себя множество x, и сообщает номер i Бобу. Боб заменяет своё множество
y на y′ = y ∩ Si.
Этап 2. Боб дожидается первого множества Sj (для j > i), которое содер-
жит y′, и сообщает разницу j − i Алисе. Алиса заменяет своё множество x
на x′ = x ∩ Sj .
Этап 3. Боб дожидается первого множества Sk для k > j, которое содержит
x′, и сообщает Бобу разницу k − j. Боб заменяет своё текущее множество
x′ на x′′ = x ∩ Sk.

И так далее... Процесс останавливается, либо если одно из двух текущих
множеств становится пустым, либо если число переданных битов превыша-
ет порог ck (для некоторой константы c, выбор которой мы обсудим ниже.)

Заметим, что в описанном процессе текущие множества Алисы и Боба
либо всегда остаются дизъюнктными, либо всегда имеют непустое пере-
сечение. Так что если на некотором шаге текущее множество Алисы или
текущее множество Боба становится пустым, то можно заключить, что ис-
ходные x и y не пересекались. Следовательно, если исходные x и y имели
непустое пересечение, то протокол обязательно выдаст правильный ответ.
Далее, коммуникационная сложность данного протокола по построению не
превосходит O(k). Осталось объяснить, почему для непересекающихся x и y
протокол с большой вероятностью (для правильно подобранной константы
c) это обнаружит.

Доказательство корректности протокола основано на двух следующих
наблюдениях.

Наблюдение первое: Если текущее множество Алисы x состоит из m
элементов, то в среднем нужно перебрать 2m случайных Si, прежде чем
появится множество, содержащее x в качестве подмножества. Таким обра-
зом, на данном этапе Алисе потребуется передать Бобу в среднем O(m)
битов. (Будьте осторожны: нельзя утверждать, что среднее число битов,
передаваемых Алисой на данном этапе, равно в точности m.)

Наблюдение второе: Если множества x и y не пересекаются, то для
случайно выбранного S ⊂ x размер пересечения y ∩ S будет в среднем в
двое меньше текущего размера y.

Итак, если исходные множества x и y не пересекались, то на каждом
шаге протокола размер одного из множеств будет уменьшаться в среднем
вдвое. При этом среднее число битов, передаваемых на очередном шаге, бу-
дет равно O([текущий размер множества]). Можно заключить, что в сред-
нем после передачи O(k) битов одно из текущих множеств (у Алисы или у
Боба) станет пустым.
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Таким образом, если прервать протокол после передачи ck битов, то
вероятность ошибки будет ограничена O(1/c).

Упражнение. Завершите доказательство утверждения 4.

11 Лекции 11–12, 27 апреля и 4 мая.

11.1 Вероятностная коммуникационная сложность пре-
диката дизъюнктности.

В этой главе мы получим линейную нижнюю оценку для вероятностной
коммуникационной сложности предиката дизъюнктности. Мы изложим до-
казательство, предложенное А.А. Разборовым.

Напомним, что предикат дизъюнктности DISJ действует на парах под-
множеств универсума {1, . . . , n}

DISJ : P({1, . . . , n})× P({1, . . . , n})→ {0, 1}.

Предикат определяется следующим образом:

DISJ(x, y) =

{
1, если x ∩ y = ∅,
0, иначе,

где x и y подмножества {1, . . . , n}.

Теорема 6 Существует такая вероятностная мера µ на P({1, . . . , n})×
P({1, . . . , n}), что для всех достаточно малых ε > 0

CCµε (DISJ) = Ω(n).

Из этой теоремы и теоремы 2 немедленно следует, что CCpubε (DISJ) = Ω(n)
для всех достаточно малых ε.

Приступим к доказательству теоремы 6. Будем считать, что n = 4m−1.
Далее мы определим распределение вероятностей на парах подмножеств
U = {1, . . . , n}. Точнее, нам будет полезно ввести не оно распределение ве-
роятностей на таких парах, а три разных распределения, которые мы будем
обозначать µ, µ0 и µ1. Для одного из этих распределений мы и докажем
оценку CCµε (DISJ) = Ω(n). Два других распределения вводятся по техниче-
ским причинам — их будет удобно использоваться в доказательстве.

Мы опишем нужные нам распределения как случайный процесс порож-
дения пары подмножеств. Этот процесс начинается с того, что мы разбива-
ем универсум U = {1, . . . , n} на три попарно не пересекающиеся части – два
множества их 2m − 1 элементов и одно одноэлементное множество. Более
точно, мы выбираем некоторые множества zA и zB по 2m − 1 элементов и
число i такие, что

U = zA ∪ zB ∪ {i}.

Все разбиения такого вида мы считаем равновероятными.
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Далее мы выбираем m-элементное подмножество x в ZA ∪ {i} и m-
элементное подмножество y в ZB ∪{i} (все способы выбрать x и y равнове-
роятны). Получившееся распределение мы и будем обозначать µ. Отметим,
что в этом распределении случайные x и y с вероятностью 1/4 пересекаются
по одному элементу и с вероятностью 3/4 не пересекаются вовсе.

Далее, случайно выберем пару m-элементных подмножеств из zA и zB
соответственно. Это распределение мы обозначим µ0. В этом распределе-
нии вероятностей выбираемые множества всегда имеют пустое пересечение.
Отметим, что полученное распределение вероятностей инвариантно отно-
сительно перестановок элементов универсума (все m-элементные пары под-
множеств с пустым пересечением получаются с равными вероятностями).
Будем обозначать (x0, y0) получаемые случайные пары подмножеств.

Наконец, выберем по (m − 1)-элементному подмножеству в zA и zB и
добавим к обоим полученным подмножествам элемент i. В результате мы
получим пару m-элементных подмножеств, имеющих в пересечении ровно
один элемент. Это распределение вероятностей мы будем обозначать µ1.
Это распределение вероятностей также инвариантно относительно переста-
новок элементов универсума (все m-элементные пары подмножеств с од-
ноэлементным пересечением получаются с одной и той же вероятностью).
Будем обозначать (x1, y1) получаемые случайные пары подмножеств.

Основное распределение µ можно представить как смесь распределе-
ний µ0 и µ1 (если с вероятностью 3/4 использовать распределение µ0, а
с веротяностью 1/4 распределение µ1, то в сумме мы получим в точности
распределение µ).

Отметим, что x0 и y0 (соответственно, x1 и y1) независимы при фик-
сированном значении разбиения t = (zA, zB , i). Это простое соображение
является ключевым для всего доказательства.

Зафиксируем некоторые A,B ⊂ {1, . . . , n}. Нас будет интересовать ком-
бинаторный прямоугольник A × B. Пусть t = (zA, zB , i) есть разбиение
универсума на подмножества размера 2m − 1, 2m − 1 и 1 соответствен-
но. Введём несколько обозначений для определённых нами распределений
вероятностей:

px(t) := Probµ[x ∈ A|t],
py(t) := Probµ[y ∈ B|t],
px0

(t) := Probµ0
[x0 ∈ A|t],

px1
(t) := Probµ1

[x1 ∈ A|t],
py0(t) := Probµ0 [y0 ∈ B|t],
py1(t) := Probµ1 [y1 ∈ B|t].

Отметим, что

Probµ0
[(x0, y0) ∈ A×B] = Eµ0

[px0
(t)·py0(t)] и Probµ1

[(x1, y1) ∈ A×B] = Eµ1
[px1

(t)·py1(t)].

Лемма 1.
px(t) =

1

2
(px0(t) + px1(t))

и
py(t) =

1

2
(py0(t) + py1(t)).
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Доказательство леммы 1: Достаточно заметить, что

Probµ[i ∈ x|t] = Probµ[i ∈ y|t] = 1/2.

Лемма 2. Хотя формально px(t) и py0(t) определяются как функции тройки
t = (zA, zB , i), они существенно зависят лишь от zB . Аналогично, py(t) и px0(t)
существенно зависят лишь от zA.

Доказательство леммы 2:Утверждение леммы немедленно следует из опре-
деления: x случайно и равновероятно выбирается в дополнении zB , а y0 случайно
и равновероятно выбирается внутри zB . Рассуждение для y, x0 и zA симметрично.

Далее нам нужно выбрать некоторое достаточно маленькое (положительное)
значение δ. Для определённости можно положить δ = 0.01.
Определение. Разбиение t = (zA, zB , i) называется

• плохим для A, если px1(t) < 1
3
px0(t)− 2−δn,

• плохим для B, если py1(t) < 1
3
py0(t)− 2−δn,

• просто плохим, если оно плохое для A или плохое для B.

Лемма 3 (техническая). Для любых (2m− 1)-элементных множеств zA, zB

Prob[t = (zA, zB , i) плохо для A|zB ] < 1/5,
Prob[t = (zA, zB , i) плохо для B|zA] < 1/5.

Вероятность в технической лемме берется по случайному выбору разбиения t.
Мы отложим доказательство “технической леммы” – оно самое громоздкое в этой
главе. Сначала мы покажем, как и для чего эта техническая лемма применяется.

Обозначим χ(t), χA(t), χB(t) индикаторы событий “t плохое”, “t плохое для
A” и “t плохое для B”.
Лемма 4. Eµ0 [px0(t) · py0(t) · χ(t)] ≤ 4

5
Eµ0 [px0(t) · py0(t)].

Доказательство леммы 4: Достаточно проверить, что Eµ0 [px0(t)·py0(t)χA(t)] ≤
2
5
Eµ0 [px0(t) · py0(t)]. Докажем это неравенство для каждого фиксированного зна-

чения zB .

Eµ0 [px0(t) · px1(t)χA(t)|zB ] ≤
[по лемме 2 вероятность py0(t) есть константа при фиксированном zB ]
≤ py0 · Eµ0 [px0(t)χA(t)|zB ] ≤
[по лемме 1]
≤ 2py0 · px · Eµ0 [χA(t)|zB ] ≤
[по лемме 3]
≤ 2

5
py0px = 2

5
py0EzA,zB ,i[px0(z,zB , i)|zB ] =

[снова по лемме 2]
= 2

5
Eµ0 [px0(t)py0(t)|zB ]

Главная Лемма. Существуют такие положительные α и β, что для любых
A,B ⊂ {1, . . . , n}

Prob[(x1, y1) ∈ A×B] ≥ αProb[(x0, y0) ∈ A×B]− 2−βn.
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Доказательство главной леммы:

Probµ1 [(x1, y1) ∈ A×B] = Eµ1 [px1(t)] · py1(t)] ≥
≥ Eµ1 [px1(t)] · py1(t)(1− χ(1))] ≥
[по определению “плохого” t]
≥ Eµ1 [( 1

3
px0(t)− 2−δn)( 1

3
py0(t)− 2−βn)(1− χ(1))] ≥

Ω(Eµ1 [px0(t)] · py0(t)(1− χ(1))])− 2−βn ≥
[по лемме 4]

≥ Ω(Eµ1 [px0(t)] · py0(t))])− 2−βn = Ω(Probµ0 [(x0, y0) ∈ A×B])− 2−βn.

Теперь мы готовы доказать Теорему 6. Пусть c = CCεµ(DISJ). Это значит, что
имеется коммуникационный протокол глубины c, который находит правильный
ответ для всех пар (x, y) кроме доли ε по мере µ. Пусть в этом протоколе r ли-
стьев (при этом r ≤ 2c). Обозначим R1, . . . Rr комбинаторные прямоугольники,
соответствующие листьям протокола с ответом 1. Тогда

ε ≥ Probµ[(x, y) ∈ ∪Ri и правильный ответ 0] =
=
∑
i Probµ[(x, y) ∈ ∪Ri и правильный ответ 0] =

[в распределении µ множества x и y пересекаются с вероятностью 1/4]
= 1

4

∑
i Probµ1 [(x1, y1) ∈ ∪Ri] ≥

[по Главной лемме]
≥ 1

4

∑
αProbµ0 [(x0, y0) ∈ Ri]− 2−βn ≥

≥ α( 3
4
− ε)− 2−βn · r.

При достаточно малых ε получаем, что r ≥ 2Const·n, и теорема доказана.

Нам остается лишь доказать “техническую” лемму. Поскольку два утвер-
ждения технической леммы симметричны друг другу, достаточно доказать одно
неравенство: нам нужно проверить, что

Prob[t плохо для A|zB ] < 1/5.

Напомним, что подмножество zB однозначно определяет величину px(t).
Первый случай, простой: Если px < 2−δn, то по лемме 1 px0 ≤ 2px, а значит

Prob[t плохо для A|zB ] = 0,

и лемма доказана.
Второй случай, основной: Предположим, что px ≥ 2−δn. Обозначим S се-

мейство таких m-элементных подмножеств s ⊂ {1, . . . , n}, все элементы которых
лежат вне zB , причём s ∈ A. По определению px имеем

px(t) =
|S|
Cm2m

.

Нетрудно проверить, что

• px0(zA, zB , i) = 2px · Probs ∈ S[s не содержит i],

• px1(zA, zB , i) = 2px · Probs ∈ S[s содержит i].

В самом деле, если t = (zA, zB , i), то по формуле Байеса

px0(t) = Prob[x ∈ A|t, i 6∈ x] =
Prob[x ∈ A|t]

1/2
= 2Prob[i 6∈ x|x ∈ A, t] · Prob[x ∈ A|t].
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Вычисление для px1(t) аналогично. Следовательно, если t плохо для A, то

Probs∈S [i ∈ s] ≤ 1

3
Probs∈S [i 6∈ S].

Другими словами,

(∗) Probs∈S [i ∈ s] ≤ 1/4.

Множество s ∈ S естьm-элементное подмножество в 2m множестве (в {1, . . . , n}\
zB). При фиксированном zB нам будет удобно представлять это множество в виде
строки из 2m битов s = (s1, . . . , s2m) (в этой строке должно быть по m нулей и m
единиц; каждый бит si показывает, входит ли соответствующий элемент допол-
нения zB в s).

Пусть Prob[t плохое для A|t] ≥ 1/5. Тогда неравенство (*) выполнено для
не менее, чем 2

5
m различных i. Теперь мы можем оценить энтропию Шенно-

на для случайной величины s. С одной стороны, она не может быть меньше
m(2 − 4δ − o(1)) (s равномерно распределена на множестве размера не менее
2m(2−4δ−o(1))). С другой стороны, в строке (s1, . . . , s2m) многие биты si распре-
делены очень неравномерно. Получаем

m(2− 4δ− o(1)) ≤ H(s) = H(s1, . . . , s2m) ≤
∑

H(si) ≤
8m

5
+

2m

5
·h(1/4) ≤ 1.93m,

где
h(1/4) =

1

4
· log

1

1/4
+

3

4
· log

1

3/4

обозначает энтропию случайной величины, которая принимает значения 0 и 1 с
вероятностями 1/4 и 3/4. При достаточно больших m мы получаем противоречие.

Таким образом, мы доказали техническую лемму и закончили доказательство
оценки CCpubε (DISJ) = Ω(n).

12 Лекция 13, 11 мая.

12.1 Коммуникационные протоколы без диалога.
В этой главе мы рассмотрим новую модель коммуникационного протокола. Удоб-
но считать, что в протоколе участвуют не два, а три игрока: Алиса, Боб и Чарли
(A, B и C). Как и в предыдущих лекциях, целью протокола является вычисление
значения некоторой функции f : X ×Y → Z. Как и раньше, Алиса получает пер-
вый аргумент функции x ∈ X, а Боб второй аргумент функции y ∈ Y . В нашей
новой модели значение f(x, y) должен узнать Чарли. Для этого Алиса и Боб посы-
лают Чарли некоторую информацию. При этом информация передаются только
в одну сторону: Алиса и Боб посылают сообщения Чарли, но не получают ничего
в ответ; между собой Алиса и Боб информацией не обмениваются. Такие протоко-
лы называют протоколами с одновременными сообщениями, поскольку Алиса и
Боб могут отправлять Чарли свои сообщения одновременно (или в произвольном
порядке), не согласовывая их друг с другом.
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Можно рассматривать несколько вариантов данной модели – детерминирован-
ную (все участники пользуются детерминированными алгоритмами), вероятност-
ную с общим источником случайности (Алиса, Боб и Чарли имеют доступ к обще-
му источнику случайных битов) и вероятностную с индивидуальными источника-
ми случайности (каждый из трёх участников подбрасывает свою собственную мо-
нету и использует полученные случайные биты). Коммуникационной сложность
протокола мы будем называть максимальное количество битов, которые могут
послать в сумме Алиса и Боб (как обычно, мы берём максимум по всем парам
(x, y) ∈ X × Y ). Далее, коммуникационной сложностью функции f мы называ-
ем минимальную коммуникационную сложность протокола, вычисляющего эту
функцию.

Коммуникационную сложность функции f для модели с одновременными со-
общениями мы будем обозначать CC||(f) для детерминированных протоколов,
RCC

||,pub
ε (f) для вероятностных протоколов с общим источником случайности

и RCC
||
ε (f) для вероятностных протоколов с раздельными источниками случай-

ности. Как обычно, ε обозначает максимальную вероятность ошибки протокола
(максимум среди всех пар (x, y) ∈ X × Y ).

Пример.ПустьX = {0, 1}nи Y = {1, . . . , n}. Обозначим index : X×Y → {0, 1}
функцию

index(x, i) = xi

(значение функции index на паре (x, i) ∈ X × Y равно i-ому биту слова x). Для
обычной коммуникационной модели CC(index) = O(logn). Действительно, Боб
должен сообщить Алисе значение индекса i ∈ Y , а Алиса в ответ пришлет Бобу
искомый бит xi.

Нетрудно заметить, что в модели с параллельными сообщениями коммуни-
кационная сложность данной функции оказывается намного больше. А именно,
CC||(index) = n+dlogne (это означает, Алиса и Боб обязаны сообщить Чарли всю
известную им информацию).

Упражнение. Докажите, что CC||(index) = n+ dlogne.
В этой главе нас в основном будет интересовать вероятностная коммуникаци-

онная сложность для одновременных сообщений RCC
||
ε (f). Заметим прежде всего,

что в определении вероятностных коммуникационных протоколов с раздельными
источниками случайности можно было бы потребовать, чтобы алгоритм действий
Чарли был детерминированным. Переход от вероятностного алгоритма Чарли
к детерминированному не требует увеличения коммуникационной сложности и
лишь в два раза увеличивает вероятность ошибки. Более точно, можно доказать
следующее утверждение:

Утверждение 5 Пусть для некоторой функции f : X × Y → Z имеется ве-
роятностный коммуникационный протокол π с одновременными сообщениями с
раздельными источниками случайности, коммуникационная сложность этого
протокола равна h, а вероятность ошибки ограничена некоторым числом ε.

Тогда для вычисления f найдётся коммуникационный протокол π′ с одновре-
менными сообщениями, в котором Алиса и Боб пользуются раздельными источ-
никами случайности, алгоритм действий Чарли детерминированный, и вероят-
ность ошибки не превосходит 2ε.

Доказательство: В протоколе π′ Алиса и Боб будут действовать также, как в ис-
ходном протоколе π, изменятся лишь действия Чарли. Получив от Алисы и Боба
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сообщения a и b, Чарли вычисляет условные вероятности для каждого возмож-
ного ответа z ∈ Z в исходном протоколе π (напомним, что условные вероятности
получения каждого ответа z при фиксированных сообщения Алисы и Боба за-
висят только от случайных битов Чарли). Далее Чарли возвращает тот ответ z,
который имеет наибольшую вероятность.

Коммуникационная сложность нового протокола совпадает с коммуникацион-
ной сложностью исходного протокола π, поскольку сообщения Алисы и Боба не
изменились. Остаётся оценить вероятность ошибки.

Будем называть пару сообщений (a, b), отправленных Алисой и Бобом, плохи-
ми для данных (x, y) ∈ X × Y , если в протоколе π условная вероятность ошибки
Чарли при данных a и b оказывается больше или равна 1/2, т.е.,

Prob[Чарли получил неверный ответ z | Алиса и Боб отправили сообщения a и b] ≥ 1/2.

Лемма. Для любых (x, y) ∈ X×Y вероятность того, что Алиса и Боб отправят
плохие сообщения (a, b), не превосходит 2ε.

Доказательство леммы: Вероятность того, что в протоколе π Чарли оши-
бется, не меньше

1

2
· Prob[Алиса и Боб отправили плохие сообщения a и b].

Поскольку вероятность ошибки в протоколе π ограничена ε, вероятность отправки
плохих сообщений не может превосходить 2ε. Лемма доказана.

Для доказательства утверждения остаётся заметить, что в новом протоколе
π′ Чарли мог ошибиться, только если полученная им пара сообщений (a, b) была
плохой.

В дальнейшем при изучении вероятностных коммуникационных протоколов
мы всегда будем предполагать, что алгоритм Чарли детерминированный.

Далее мы рассмотрим простейший пример, который демонстрирует, что три
варианта коммуникационной сложности CC||(f), RCC||ε (f), RCC||,pubε (f) могут иметь
существенно разные значения. Мы рассмотрим предикат равенства n-битных строк
EQ и докажем, что CC||(EQ) = 2n, RCC

||,pub
ε (f) = O(1) для любого ε > 0 и

RCC
||
ε (EQ) = Θ(

√
n) для всех достаточно малых ε.

Первое из этих утверждений совсем простое, и мы оставляем его в качестве
упражнения:

Упражнение: Докажите, что CC||(EQ) = 2n. Указание: Если Алиса посылает
одно и то же сообщение на разных входах x, то на некоторых парах входов (x, y)
Чарли неизбежно будет ошибаться.

Для модели с общим источником случайности в случае параллельных сооб-
щений можно использовать вероятностный коммуникационный протокол, анало-
гичный протоколу из Утверждения 1.

Утверждение 6 Для любого ε > 0 RCC
||,pub
ε (f) = O(1).

Доказательство: Алиса и Боб берут из общего источника случайности n битов
r ∈ {0, 1}n и вычисляют скалярные произведения 〈x, r, 〉 и 〈y, r, 〉 по модулю 2.
Полученные значения скалярных произведений они отсылают Чарли. Если x = y,
то полученные скалярные произведения всегда будут одинаковыми. Если же x 6=
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y, то с вероятностью 1/2 вычисленные скалярные произведения будут отличаться.
Чтобы сделать вероятность ошибки протокола меньше заданного ε, достаточно
повторить описанную процедуру log(1/ε) раз. Утверждение доказано.

Для оценки коммуникационной сложности RCC
||
ε (EQ) нам потребуется нетри-

виальное рассуждение. Разделим его на две части – оценку сверху и оценку снизу.

Теорема 7 Для любого ε > 0 RCC
||
ε (EQn) = O(

√
n).

Доказательство: Мы начнём доказательство с несложной комбинаторной лем-
мы.

Лемма. Для всякого чётного числа m в линейном пространстве Fm2 найдется
не менее 2Ω(m2) подпространств размерности m/2.

Доказательство леммы: Подсчитаем число интересующих нас линейных
подпространств. Всякое подпространство размерности k = m/2 можно однознач-
но задать базисом, состоящим из k векторов e1, . . . , ek из Fm2 . Подсчитаем число
таких базисов. Для выбора первого вектора имеется 2m−1 вариант (можно взять
любой вектор кроме нулевого). Когда e1 уже выбран, остаётся 2m − 2 варианта
для выбора второго базисного вектора (он должен быть линейно независим с e1,
т.е., не должен совпадать ни с нулевым вектором, ни с e1). Далее, для выбора
третьего базисного вектора остаётся 2m − 4 варианта (e3 не должен совпадать ни
с одной из линейных комбинацией уже выбранных векторов e1 и e2). Продолжая
рассуждение по индукции, мы получаем, что k линейно независимых векторов
можно выбрать в Fm2

(2m − 1)(2m − 2)(2m − 4) · · · (2m − 2k−1)

разными способами.
Соответствие между линейными подпространствами размерности k и набора-

ми из k линейно независимых векторов не является взаимно однозначным. Дей-
ствительно, базис в каждом таком подпространстве можно выбирать многими
разными способами. Мы можем точно вычислить количество базисов в каждом
подпространстве размерности k. В самом деле, для выбора первого вектора в фик-
сированном подпространстве имеется 2k − 1 вариант (можно взять любой вектор
подпространства кроме нулевого). Когда e1 зафиксирован, остаётся 2k−2 способа
для выбора второго базисного вектора, затем 2k − 4 способа для выбора третьего
базисного вектора, и т.д. Всего в подпространстве размерности k над полем из
двух элементов можно найти

(2k − 1)(2k − 2)(2k − 4) · · · (2k − 2k−1)

базисов. Следовательно, общее число k-мерных подпространств в m-мерном про-
странстве над полем из двух элементов равно

(2m − 1)(2m − 2) · · · (2m − 2k−1)

(2k − 1)(2k − 2) · · · (2k − 2k−1)
.

Для каждого i = 0, 1, . . . , k− 1 отношение 2m−2i

2k−2i
больше, чем 2m

2k
. Следовательно,

для k = m/2 интересующее нас число k-мерных подпространств оказывается не
меньше, чем

(2m)k

(2k)k
= 2m

2/4,
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и лемма доказана.

Возьмём минимальное четное числоm = m(n) такое, чтобы числоm/2-мерных
подпространств в Fm2 было не меньше n. Из доказанной леммы следует, что такое
будет не больше O(

√
n). Поставим в соответствие каждому двоичному слову z ∈

{0, 1}n своё уникальное подпространство Lz размерности m/2 в Fm2 .
Теперь мы готовы описать коммуникационный протокол. Алиса находит для

своего слова x соответствующее подпространство Lx, выбирает случайный вектор
v ∈ Lx и посылает его Чарли. Боб также находит линейное подпространство Ly,
соответствующее его слову y. Далее Боб переходит к ортогональному дополне-
нию этого подпространства L⊥y (L⊥y состоит из всех векторов Fm2 , которые при
скалярном умножении на каждый вектор L⊥y дают ноль по модулю 2). Заметим,
что размерность L⊥y равна m − m

2
= m

2
. Затем Боб выбирает случайный вектор

w ∈ L⊥y и посылает его Чарли.
Если векторы v и w оказываются ортогональны (их скалярное произведение

по модулю 2 равно нулю), то Чарли полагает, что x и y равны. В противном случае
он считает, что x и y не равны.

Описание протокола закончено. Остаётся оценить коммуникационную слож-
ность и найти вероятность ошибки. Начнём с коммуникационной сложности. Про-
токол состоит в том, что Алиса и Боб посылают Чарли по одному вектору из
линейного пространства Fm2 . Мы уже показали, что m = O(

√
n), так что комму-

никационная сложность протокола не превосходит O(
√
n).

Теперь оценим вероятность ошибки протокола. В случае x = y подпростран-
ства Lx и Ly будут совпадать. Таким образом, подпространство L⊥y будет в точно-
сти ортогональным дополнением Lx. Это значит, что векторы v и w будут непре-
менно ортогональными, и Чарли не ошибется. Если же x 6= y, то пространства
Lx и Ly будет различными. Следовательно, подпространства L⊥x и L⊥y также не
будут совпадать. Пересечение двух линейных подпространств L⊥x и L⊥y само явля-
ется линейным подпространством, и его размерность заведомо не больше m

2
− 1.

Другими словами, векторы из данного пересечения составляют не более половины
линейного подпространства L⊥y . Следовательно, вероятность того, что случайный
вектор из w ∈ L⊥y попадёт одновременно и в ортогональное дополнение к Lx, не
превосходит 1/2. Таким образом, Чарли ошибается с вероятностью не более 1/2.

Итак, мы проверили, что описанный протокол не ошибается в случае x = y,
и вероятность ошибки ограничена 1/2 в случае x 6= y. Повторяя протокол log 1/ε
раз, можно сделать вероятность ошибки меньше любого наперед заданного ε > 0.
При ограниченном числе повторений коммуникационная сложность протокола
остается равной O(

√
n). Теорема доказана.

Теорема 8 RCC
||
ε (EQn) = Ω(

√
n) для любого ε < 1/2.

Доказательство: Пусть имеется некоторый коммуникационный протокол π с
параллельной отправкой сообщений для вычисления предиката EQ. Мы считаем,
что Алиса и Боб пользуются раздельными источниками случайности, а Чарли
использует детерминированный алгоритм для получения ответа.

Обозначим множество всех возможных сообщений Алисы через A, а множе-
ство всех возможных сообщений Боба через B. Таким образом, можно считать,
что Алиса отправляет Чарли сообщение длиной la = log |A| битов, а Боб – со-
общение длиной lb = log |B| битов. Мы хотим доказать, что максимум из этих
двух чисел max{la, lb} не меньше Ω(

√
n). Без ограничения общности можно счи-

тать, что для любой пары (x, y) вероятность ошибки протокола π не больше 1/100
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(вероятность ошибки всегда можно уменьшить в константу раз, последовательно
повторяя коммуникационный протокол несколько раз).

Поскольку Алиса и Боб пользуются источниками случайности, для каждой
пары входов x, y ∈ {0, 1}n, имеются распределение вероятностей на возможных
сообщениях Алисы и Боба (при данных входах). Будем обозначать эти распре-
деления µx (распределение на A) и νy (распределение на B) соответственно. По-
скольку Чарли пользуется детерминированным алгоритмом, его решение можно
обозначит функцией ρ : A × B → {0, 1}. Значение ρ(a, b) есть ответ, который
выдает Чарли, получив от Алисы сообщение a и от Боба сообщение b.

Обозначим
F (x, b) :=

∑
a∈A

µx(a)ρ(a, b)

Определение. Сообщение b ∈ B называется c-сильным для x, если F (x, b) ≥
c. В противном случае b называется c-слабым.

Будем обозначать

Sx = {b : b является 0.9-сильным для x},
Wx = {b : b является 0.9-слабым для x}.

Поскольку на любой паре входов протокол π ошибается с вероятностью не
более 0.01,

если f(x, y) = 0, то
∑

a∈A,b∈B
µx(a)νy(b)ρ(a, b) ≤ 0.01,

если f(x, y) = 1, то
∑

a∈A,b∈B
µx(a)νy(b)ρ(a, b) ≥ 0.99

Лемма 1. (а) Если f(x, y) = 0, то νy(Wx) ≥ 0.9.
(б) Если f(x, y) = 1, то νy(Sx) ≥ 0.9.

Доказательство леммы 1: (а) Поскольку вероятность ошибки протокола
на паре входов (x, y) не превосходит 0.01, мы имеем

0.01 ≥
∑
a,b

µx(a)νy(b)ρ(a, b)

≥
∑

b 6∈Wx
νy(a) · [

∑
a

µx(a)ρ(a, b)]

≥ 0.1 ·
∑

b6∈Wx
νy(a)

= 0.1(1− νy(Wx)).

Таким образом, νy(Wx) ≥ 0.9. Доказательство пункта (б) симметрично.

Для каждого x мы определим некоторое мультимножество Tx = {a1, . . . , at},
состоящее из элементов из A (мы говорим, что Tx мультимножество, поскольку
некоторые элементы могут учитываться с кратностью больше единицы). Пара-
метр t (число элементов в Tx с учетом кратности) мы выберем позднее. При этом
окажется, что разным x соответствуют разные Tx. Так что слово x ∈ {0, 1}n будет
однозначно определяться соответствующим Tx.

Для фиксированного Tx обозначим

ξi(b) =

{
1, если Чарли выдает ответ 1, получив пару сообщений (ai, b),
0, иначе.
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Лемма 2. Для некоторого t = O(log |B|) для каждого x можно таким образом
выбрать мультимножество Tx = {a1, . . . , at}, состоящее из элементов A, что для
всякого b ∈ B

|
t∑
i=1

ξi(a)− t · F (x, a)| ≤ 0.1 · t.

Доказательство леммы: Зафиксируем b ∈ B и будем выбирать T случайно:
каждый элемент ai выбирается из A случайно по распределению µx; для разных
i выбор делается независимо. Тогда среднее значение

ET
∑

ξi(a) = t · F (x, a).

Применяя неравенство Чернова, получаем (для некоторой константы c > 0)

ProbT [|
t∑
i=1

ξi(a)− t · F (x, a)| > 0.1 · t] < e−c·t <
1

2|B|

(последнее неравенство гарантируется выбором t). Лемма доказана.
Зафиксируем для каждого x ∈ {0, 1}n мультимножество Tx, существование

которого гарантируется Леммой 2. Покажем, что разным x соответствуют обяза-
тельно разные Tx.

Лемма 3. Для любых z, z′ ∈ {0, 1}n (z 6= z′) мультимножества Tz и Tz′ не
совпадают.

Доказательство леммы: Предположим, что z 6= z′ и Tz = Tz′ . Тогда

0 = EQ(z, z′) 6= EQ(z′, z′) = 1.

Из Леммы 1 получаем

• νx′(Sx) ≥ 0.9,

• νx′(Wx′) ≥ 0.9.

Из этой пары неравенств заключаем, что Sz и Wz′ с необходимостью пересекают-
ся. Выберем некоторый элемент z0 ∈ Sz ∩Wz′ .

Далее, из Леммы 2 следует, что

• |
t∑
i=1

ξi(z0)− t · F (z, z0)| ≤ 0.1 · t,

• |
t∑
i=1

ξi(z0)− t · F (z′, z0)| ≤ 0.1 · t.

При этом F (z, z0) ≥ 0.9 (поскольку z0 ∈ Sz), а F (z′, z0) ≤ 0.1 (поскольку z0 ∈Wz′).
Получаем противоречие, и лемма доказана.

Лемма 3 говорит, что мультимножество Tz однозначно определяет z ∈ {0, 1}n.
Это означает, что разных Tz должно быть не менее 2n. Вспоминаем, что Tz состоит
из t = O(log |B|) элементов (с учетом кратностей). Следовательно,

2n ≤ |A|t ≤ |A|O(log |B|) = 2O(log |A|·log |B|).

Мы получаем оценку n ≤ O(log |A| · log |B|), которая и означает, что либо сообще-
ния Алисы, либо сообщения Боба должны иметь длину не менее Ω(

√
n). Теорема

доказана.

Упражнение. Докажите, что RCC
||
ε (GTn) = Ω(

√
n) для любого ε < 1/2.
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13 Лекция 14, 18 мая.

13.1 Приложения коммуникационной сложности: вре-
мя и память для вычисления на машине Тьюрин-
га.

В этой главе мы воспользуемся коммуникационной сложностью, чтобы доказать
нижние оценки на сложность вычисления на машинах Тьюринга. Напомним, что
ранее (в лекции 5) мы уже доказали для одноленточных машин следующее утвер-
ждение:

Утверждение 1. Пусть fn : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1} некоторая функция на
парах двоичных строк, и одноленточная машина Тьюринга M вычисляет отоб-
ражение f̂n : {0, 1}3n → {0, 1} такое, что

f̂n(x0ny) = f(x, y).

Обозначим T (n) максимальное время работы данной машины на входах длины n.
Тогда

CCpub0 (fn) = O(T (3n)/n).

Следствие: Одноленточная машина не может распознавать язык палиндромов
быстрее, чем за Ω(n2) шагов.

Далее мы применим похожую технику, чтобы получить нижнюю оценку для
сложности распознавания палиндромов на многоленточных машинах Тьюринга.

Утверждение 2. Пусть fn : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, 1} некоторая функция
на парах двоичных строк, и многоленточная машина Тьюринга M вычисляет
отображение f̂n : {0, 1}3n → {0, 1} такое, что

f̂n(x0ny) = f(x, y).

Обозначим T (3n) максимальное время работы данной машины на входах длины
3n, и S(3n) максимальное количество используемых ячеек памяти. Тогда

CC(fn) = O(T (3n)S(3n)/n).

Замечание: При работе с многоленточными машинами Тьюринга обычно пред-
полагают, что одна из лент выделена для хранения входных данных. Эта лента
доступна для чтения, но не для записи. Другие ленты машины называются “ра-
бочими”, они доступны и для чтения, и для записи. Используемая память S есть
число ячеек рабочих лент, которые посещает машина до момента остановки; ячей-
ки входной read only ленты при этом не учитываются.

Доказательство утверждения 2: Пусть машина M вычисляет функцию
f̂n за время не более T (3n) и использует при этом не более S(3n) ячеек памяти
на рабочих лентах. Мы преобразуем эту машину в детерминированный коммуни-
кационный протокол для вычисления функции f(x, y).

Как обычно, мы считаем, что Алисе доступен вход x, а Бобу вход y. Алиса и
Боб будут совместными усилиями моделировать шаг за шагом работу машиныM
на входе x0ny. В каждый момент один из участников протокола будет “ответствен-
ным” за моделирование работы машины. Иногда один из них будет “передавать
управление” другому. Когда Алиса “передает управление” Бобу, она пересылает
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ему текущую конфигурацию машины Тьюринга (записи на всех рабочих лентах и
положение всех головок машины); аналогично поступает Боб, “передавая управ-
ление” Алисе.

Остаётся уточнить, когда именно управление моделированием передаётся от
одного участника протокола другому. Это определяется положением читающей
головки на входной ленте. Напомним, что на входной ленте записано двоичное
слово x0ny (длины 3n). Для определённости будем считать, что в начале работы
читающая головка указывает на первый символ слова x, и управление находится
в руках Алисы. Алиса будет отдавать управление Бобу каждый раз, когда читаю-
щая головка машины на входной ленте достигает первого (самого левого) символа
слова y. После этого управление находится в руках Боба до тех пор, пока головка
не достигнет самого правого символа слова x.

Между моментами передачи управления от Алисы к Бобу и обратно проходит
не менее n шагов моделирования машины M, поскольку за это время головка
на входной ленте должна преодолеть дистанцию в n ячеек, разделяющих самый
правый символ x и самый левый символ y. Следовательно, общее число передач
управления между Алисой и Бобом за всё время моделирования не может быть
больше T (3n)/n.

Поскольку при каждой передаче управления нужно переслать текущее содер-
жимое памяти машины Тьюринга, это требует пересылки между Алисой и Бобом
O(S(3n)) битов информации.

Таким образом, коммуникационный протокол вычисления функции fn(x, y)
требует передачи не более, чем (T (3n)/n) · O(S(3n)) битов информации. Утвер-
ждение доказано.

Пример применения утверждения 2: Пусть машина Тьюринга M рас-
познаёт язык палиндромов — множество (двоичных) слов, которые одинаково
читаются слева направо и справа налево. Обозначим T (n) и S(n) максимальное
время и память (число использованных ячеек), которые требуются этой машине
для обработки входов длины n. Покажем, что T (n) и S(n) не могут быть слиш-
ком маленькими. Более точно, мы покажем, что имеет место следующий баланс
между затратами времени и памяти:

T (n) · S(n) = Ω(n2).

(В англоязычной литературе в таких случаях пишут, что имеет место trade-off:
можно “продать” время за память или наоборот; но “обменный курс” ограничен).

Чтобы доказать указанную оценку, рассмотрим функцию f : {0, 1}n×{0, 1}n →
{0, 1}

f(x, y) =

{
1, x = y−1,
0, иначе.

Понятно, что f(x, y) = 1, если и только если слово x0ny является палиндро-
мом. Поскольку машинаM распознаёт язык палиндромов, мы можем применить
Утверждение 2:

CC(fn) = O(T (3n)S(3n)/n).

Коммуникационная сложность CC(fn) = n + 1, поскольку функция fn — это хо-
рошо знакомый нам предикат равенства. Получаем

n+ 1 = O(T (3n)S(3n)/n),

то есть
T (n)S(n) ≥ cn2
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для некоторой константы c > 0.

Упражнение. (а) Докажите, что существует многоленточная машина Тью-
рингаM1, распознающая язык палиндромов, для которой T (n) = O(n) и S(n) =
O(n). (б) Докажите, что существует многоленточная машина ТьюрингаM2, рас-
познающая язык палиндромов, для которой T (n) = O(n2) и S(n) = O(logn).
(в) Докажите, что для любой машины Тьюринга, распознающей язык палин-
дромов, размер используемой памяти не может быть меньше c logn, т.е., S(n) =
Ω(logn).

13.2 Приложения коммуникационной сложности: слож-
ность булевых формул.

В этой главе мы будем изучать сложность описания функций булевыми формула-
ми. Мы рассматриваем формулы, составленные из пропозициональных перемен-
ных с помощью связок &,∨,¬ (конъюнкция, дизъюнкция и отрицания).

Чтобы было удобнее говорить о структуре формулы, мы будем их описывать
не как последовательность символов (переменных, связок, скобок), а как двоич-
ное дерево. В каждой внутренней вершине такого дерево помещается двухмест-
ная связка — конъюнкция или дизъюнкция; в каждом листе дерева помещается
пропозициональная переменная или отрицание пропозициональной переменной.
Каждому такому дереву естественным образом сопоставляется булева функция.
Ясно, что всякую булеву функцию (n переменных) можно записать такого рода
формулой.

У булевой формулы есть две естественные меры сложности — глубина (глуби-
на дерева) и размер (число связок, т.е., число внутренних вершин дерева). Мини-
мальную глубину/сложность формулы, реализующей функцию f , мы обозначаем
d(f) и L(f) соответственно. Величина L(f) соответствует (с точностью до умно-
жения на некоторую константу) числу символов в обычной записи булевой фор-
мулы; величина d(f) соответствует “глубине вложенности” скобок в стандартной
линейной записи формулы.

Утверждение 3. d(f) = Θ(logL(f)).

Доказательство утверждения: В одну сторону оценка очевидна — двоич-
ное дерево глубины d содержит не более 2d внутренних вершин, так что

L(f) ≤ 2d(f).

С другой стороны, формула сложности L может иметь глубину намного больше
logL. Поэтому для доказательства утверждения мы должны проверить, что вся-
кую формулу сложности L можно переделать в быть может другую формулу
глубины C logL (для некоторой константы C). Это можно доказать индукцией по
L, используя лемму, аналогичную лемме на странице 14:

Лемма. В двоичном дереве с L вершинами можно найти внутреннюю верши-
ну u, которая разбивает дерево на три компоненты связности, каждая из которых
содержит не более L/2 листьев.

Упражнение. Докажите эту лемму.

Построим формулы минимальной глубины для каждого из трёх полученных
поддеревьев. По предположению индукции, глубина каждого из этих деревьев
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ограничена C log(L/2). Теперь формулу для исходной функции можно предста-
вить в виде булевой комбинации формул для этих трёх поддеревьев. При этом
нам может потребоваться несколько копий указанных формул, но это не суще-
ственно — нам важно контролировать глубину итоговой формулы, а не её размер.
Таким образом получаем для f формулу, глубина которой не превосходит

C log(L/2) +O(1) ≤ C logL,

что завершает шаг индукции.
Далее мы докажем оценки на формульную сложность некоторых функций.

Для этого нам будет удобно рассмотреть новый тип задач коммуникационной
сложности.

Задача Вигдерсона–Карчмера (Karchmer–Wigderson). Пусть задана
булева функция (предикат) f : {0, 1}n → {0, 1}. Рассмотрим следующую ком-
муникационную задачу. Пусть Алисе дано слово x ∈ {0, 1}n такое, что f(x) = 1,
а Бобу дано слово y ∈ {0, 1}n такое, что f(y) = 0. Алиса и Боб должны найти
такое целое число i (из интервала 1..n), что i-ые биты слов x и y различаются.
Мы обозначаем эту задачу KWf .

Коммуникационный протокол для данной задачи должны работать корректно
лишь для пар входов (x, y) с указанным свойством (f(x) = 1 и f(y) = 0); для
других пар входов протокол может выдавать произвольный ответ. Отметим, что
для пар слов (x, y), которые различаются в нескольких позициях, корректным
ответами будут сразу несколько чисел i; каждое из них допускается в виде ответа
протокола.

Как обычно, коммуникационной сложностью этой задачи мы называем ми-
нимальное число битов, которыми должны обменяться Алиса и Боб для нахож-
дения требуемого i. Мы обозначаем коммуникационную сложность этой задачи
CC(KWf ).

Теорема 1. Для любой функции f : {0, 1}n → {0, 1}

CC(KWf ) ≤ d(f).

Доказательство теоремы: Пусть имеется некоторая формула глубины d
для вычисления функции f . Мы переделаем эту формулу в коммуникационный
протокол для решения задачи KWf , причём коммуникационная сложность про-
токола будет совпадать с глубиной формулы d.

Итак, мы предполагаем, что Алисе дан такой набор битов x = (x1 . . . xn), что
f(x) = 1, а Бобу такой набор битов y = (y1 . . . yn), что f(y) = 0. Будущий ком-
муникационный протокол можно неформально описать следующим образом. Мы
будем двигаться по дереву формулы от корня к листьям вдоль такого пути, каж-
дой вершине которого на входах x и y сопоставляются разные булевы значения.

В начале мы находимся в корне дерева, которому (по условию) на входах x и
y соответствуют значения 1 и 0. Предположим для определённости, что корень
дерева помечен дизъюнкцией. Тогда на входе x хотя бы одно из двух поддере-
вьев корня должно возвращать значение 1, а на входе y оба поддерева должны
возвращать значение 0. Следовательно, Алиса может (зная x) выбрать одно из
двух поддеревьев, в котором вычисленное значение на входах x и y заведомо
различаются. Алиса сообщает о выбранном поддереве Бобу, и они переходят к
рассмотрению этого поддерева. Аналогично Алиса действует во всех вершинах,
помеченных дизъюнкцией. Если же вершина помечена конъюнкцией, то на входе
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x оба потомка этой вершины возвращают значение 1, а на входе y хотя бы один
из двух потомков возвращает значение 0. В данном случае Боб (зная y) выбирает
того из двух потомков текущей вершины, для которого вычисленное значение на
входе x и на входе y различаются.

Когда Алиса и Боб попадают в лист дерева, они тем самым узнают литерал,
значение которого для x и для y различны, что и требовалось. Ясно, что комму-
никационная сложность совпадает с глубиной формулы.

Упражнение. Докажите, что для любой функции f : {0, 1}n → {0, 1}

CC(KWf ) ≥ d(f)

(вместе с теоремой 1 получаем, что CC(KWf ) = d(f)). Указание: Рассмотрите
дерево коммуникационного протокола для задачи KWf и замените в нём ходы
Алисы на дизъюнкцию, а ходы Боба на конъюнкцию. Листья пометьте литерала-
ми (пропозициональными переменными или их отрицаниями), в зависимости от
значения, вычисленного протоколом.

Лемма. (Храпченко) Пусть дана функция f : {0, 1}n → {0, 1} и пара мно-
жеств X,Y ⊂ {0, 1}n таких что, f(x) = 1 для любого x ∈ X и f(y) = 0 для любого
y ∈ Y . Обозначим

C = {(x, y) ∈ X × Y : dist(x, y) = 1}.

Тогда CC(KWf ) ≥ log |C|2
|X|·|Y | .

(Здесь dist(x, y) обозначает хэмминговское расстояние: слова x и y должны
отличаться ровно в одной позиции.)

Доказательство леммы: Зафиксируем коммуникационный протокол для
решения задачи KWf . Нас интересуют только такие x и y, которые лежат в X
и Y соответственно. Поэтому мы можем исключить из рассмотрения все (x, y),
лежащие вне X × Y . Обозначим R1, . . . , Rt прямоугольные множества в X × Y ,
соответствующие листьям заданного коммуникационного протокола. Множество
X × Y оказывается разбитым на непересекающиеся комбинаторные прямоуголь-
ники:

(∗) |X| · |Y | =
t∑
i=1

|Ri|

Каждому из этих комбинаторных прямоугольников Rj сопоставляется зна-
чение j = j(i) из интервала 1..n, которое объявляется ответом, если в заданном
протоколе Алиса и Боб приходят в i-ый лист. Обозначимmi = |Ri∩C|. Поскольку
протокол детерминированный (а значит, прямоугольные множества Rj не пересе-
каются между собой), имеем

|C| =
t∑
i=1

mi.

Теперь мы сделаем ключевое для всего доказательства наблюдение. Рассмот-
рим какой-либо из прямоугольников Ri. Пусть i-му листу дерева протокола соот-
ветствует ответ j (Алиса и Боб приходят к выводу, что их слова x и y отличаются
в j-ой позиции). Зафиксируем какую-нибудь строку x, пересекающую данный
комбинаторный прямоугольник и посмотрим, какие пары (x, y) из множества C
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могут лежать на пересечении x-ой строки и комбинаторного прямоугольника Ri.
С одной стороны, все такие элементы y обязаны отличаться от x хотя бы в пози-
ции j (это верно для всех пар (x, y) в Ri). С другой стороны, все такие y должны
отличаться от x ровно в одной позиции (это верно для всех пар (x, y) в C). Следо-
вательно, на пересечении строки x и прямоугольника Ri может лежать не более
одной пары (x, y) из множества C. Поскольку мы обозначили mi = |Ri∩C|, полу-
чаем, что в Ri должно быть не менее mi строк. Аналогично доказывается, что в
Ri должно быть не менее mi столбцов. Следовательно, для каждого из рассмат-
риваемых прямоугольных множеств

(∗∗) |Ri| ≥ m2
i .

Таким образом, мы получаем

|C|2 =
(∑

mi

)2

≤ t ·
∑

m2
i ≤ t ·

∑
|Ri| = t · |X| · |Y |

(первое неравенство есть применение неравенства Коши–Буняковского, второе
следует из (**), и последнее равенство получается из (*)). Лемма доказана.

Пример применения леммы Храпченко. Рассмотрим функцию чётности:

⊕(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn mod 2.

Обозначим X и Y множество n-ок битов с нечётным и чётным числом единиц
соответственно (т.е., ⊕(x) = 1 для всех x ∈ X и ⊕(y) = 0 для всех y ∈ Y ). В
данном примере |X| = |Y | = 2n−1, а |C| = n · 2n−1 (для каждого x ∈ X имеется n
соседних y ∈ Y , которые отличаются от x ровно в одном бите).

Из леммы Храпченко получаем оценку CC(KW⊕) ≥ log(n2) = 2 logn. Приме-
няя Теорему 1 и Утверждение 3, получаем

d(⊕) ≥ 2 logn

и L(⊕) ≥ n2. Таким образом, функция чётности требует булевой формулы не
менее чем квадратичного размера.

Упражнение. Докажите, что полученная оценка для функции чётности яв-
ляется точной, т.е., L(⊕) = Θ(n2). Указание: Индукцией по k докажите, что функ-
цию чётности на n = 2k входах можно описать формулой глубины 2k.

13.3 Приложения коммуникационной сложности: слож-
ность монотонных булевых формул.

В этой главе3 мы докажем очень сильную (экспоненциальную) нижнюю оценку на
монотонную формульную сложность некоторой естественной булевой функции.

Прежде всего, напомним определения. Булева функция f(x1, . . . , xn) называ-
ется монотонной, если при изменении одного из аргументов с 0 на 1 значение
функции либо не меняется, либо меняется тоже с 0 на 1.

Монотонной формулой мы будем называть булеву формулу в базисе {&,∨}.
Отличие от общего определения формулы (из предыдущей главы) состоит в том,
что в формуле не используется отрицание (все литералы в листьях дерева фор-
мулы являются пропозициональными переменными, а не их отрицаниями).

3Материал этой главы не был подробно рассказан не лекции.
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Упражнение.Докажите, что всякая монотонная булева функция может быть
представлена некоторой монотонной булевой формулой.

Паросочетание. Рассмотрим неориентированные графы на n вершинах, без
кратных рёбер и петель. Каждая пара вершин в графе либо соединена ребром,
либо не соединена. Таким образом, что описать граф, нам нужноm = C2

n = n(n−1)
2

битов.
Говорят, что в графе имеется совершенное паросочетание, если можно выбрать

среди всех рёбер графа m/2 рёбер так им образом, чтобы каждая из вершин была
инцидентна ровно одному ребру.

Рассмотрим функцию Matchn(x1, . . . , xm), которая зависит от m булевых пе-
ременных: рассматриваем набор из m битов как описание графа на n вершинах;
i-ая переменная равна единице, если соответствующее ребро входит в граф. По-
лагаем функцию Matchn на некотором булевом наборе равной 1, если в соответ-
ствующем графе есть совершенное паросочетание. Данная функция монотонна
(если к некоторому графу с совершенным паросочетанием добавить новые рёбра,
то совершенное паросочетание сохранится).

Упражнение. Докажите, что для функции Matchn есть монотонная булева
схема размера 2O(m) = 2O(n2).

Упражнение. Разрешим использовать в дереве формулы конъюнкции и дизъ-
юнкции не с двумя, а с неограниченным числом входов. Докажите, что по таким
правилам для функции Matchn можно построить монотонную булеву схему раз-
мера 2O(n).

Основной результат этой главы: для монотонной функции Matchn нельзя по-
строить монотонную формулу размера меньше 2cn.

Теорема 2. Всякая монотонная формула для функции Matchn имеет слож-
ность 2Ω(n).

Доказательство: основано на уже известной нам оценке коммуникационной
сложности задачи DISJ. Сведение коммуникационной задачи DISJ к задаче о моно-
тонной булевой формуле для задачиMatchn будет состоять из нескольких шагов.
Сначала мы сведём DISJ к некоторой коммуникационной задаче о покрытии рёбер
в графе, а затем сведём задачу о покрытии к задаче о паросочетании.

Рассмотрим следующую коммуникационную задачу о покрытии рёбер в графе
(Covering). Алисе дан некоторый неориентированный граф без петель G = (V,E)
на 3n вершинах и с n рёбрами, а Бобу дано некоторое множество вершин W ⊂ V
размера n. Требуется узнать, покрывают ли вершины W все ребра графа G.

Предложение 1. Если существует вероятностный коммуникационный про-
токол сложности o(n) для задачи Covering, то существует вероятностный комму-
никационный протокол сложности o(n) для предиката DISJ.

Доказательство предложения 4: В исходной задаче DISJ Алисе и Бобу да-
ны множества X,Y ⊂ {1, . . . , n} соответственно, и требуется узнать, пересекаются
ли эти множества. Построим соответствующую задачу о покрытии.

Граф АлисыG = (V,E) будет состоять из 3n вершин. Мы обозначим их ai, bi, ci
для i = 1, . . . , n. Рёбра в графе проводятся следующим образом. Если i ∈ X, то
ребром соединяются вершины ai и bi. Если же i 6∈ X, то ребром соединяются
вершины bi и ci. Таким образом, всего в графе будет n рёбер.
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Теперь определим множество вершин W (вход Боба). Если i ∈ Y , то W со-
держит вершину ci, а если i 6∈ Y , то W содержит вершину bi. По построению W
состоит из n вершин.

Упражнение. Докажите, что исходные множества X и Y дизъюнктны, если
и только если W покрывает все рёбра построенного графа G.

Упражнение показывает, что вместо решения задачи о дизъюнктности мно-
жеств Алиса и Боб могут решать соответствующую задачу о покрытии. Предло-
жение 1 доказано.

Далее нам будет удобно рассмотреть следующую задачу о (несовершенном)
паросочетании. Пусть задан граф на 3n вершинах; требуется узнать, есть ли в
нём паросочетание из n рёбер (можно ли выбрать n рёбер, покрывающих 2n вер-
шин). Обозначим Match(n, 3n) булеву функцию, которая описанию графа (на 3n
вершинах) сопоставляет единицу, если в этом графе есть паросочетание размера
n, и ноль в противном случае.

Мы введём для монотонных функций f : {0, 1}n → {0, 1} “монотонный” аналог
коммуникационной задачи Вигдерсона–Карчмера KWm

f (индексm в обозначении
KWm

f означает монотонность). В задачеKWm
f Алисе дано такое x, что f(x) = 1,

а Бобу такое y, что f(y) = 0. Требуется найти такое i, что i-ый бит слова x равен
1, а i-ый бит слова y равен нулю (это всегда возможно, если f монотонная).

В частности, задачаKWm
Matchn означает, что Алисе дан граф на n вершинах, в

котором есть совершенное паросочетание, а Бобу дан граф на тех же n вершинах,
в котором совершенного паросочетания нет. Требуется найти такую пару вершин
(i, j), которые в графе Алисы соединены ребром, а в графе Боба не соединены.

Нас также будет интересовать аналогичная коммуникационная задача Виг-
дерсона–КарчмераKWm

Match(n,3n). Содержательно её можно сформулировать сле-
дующим образом. Алисе дан некоторый граф на 3n вершинах, и известно, что в
этом графе есть паросочетание размера n. Бобу дан другой граф на 3n вершинах,
и в этом графе нет паросочетания размера n. Требуется найти такую пару вершин
(i, j), которые в графе Алисы соединены ребром, а в графе Боба не соединены.

Предложение 2. Если существует детерминированный коммуникационный
протокол сложности o(n) для задачиKWm

Match(n,3n), то для задачи Covering суще-
ствует вероятностный коммуникационный протокол с коммуникационной слож-
ностью o(n) .

Доказательство предложения 2: Доказательство состоит в вероятностном
сведении задачи Covering к задаче KWm

Match(n,3n). Прежде всего мы опишем ве-
роятностную процедуру, которая преобразует условия задачи Covering в условия
задачи KWm

Match(n,3n).
Напомним, что в задаче Covering Алисе дан граф G = (V,E), состоящий из

3n вершин и n рёбер, а Бобу дано множество из n вершин W ⊂ V . Боб приме-
няет следующее вероятностное преобразование, которое превращает множество
W в некоторый граф G′ = (V,E′) на 3n вершинах. Прежде всего, Боб случайно
выбирает вершину v ∈W . Обозначим W ′ = W \{v}. В качестве G′ Боб берёт дву-
дольный граф, в котором соединены ребрами каждая вершина из W ′ с каждой
вершиной из V \W ′.

Далее Алиса и Боб используют общий источник случайности и применяют к
3n вершинам своих графов одну и ту же случайно выбранную перестановку π.
В результате каждый из них получает некоторый граф на 3n вершинах. Данная
пара графов и берётся в качестве пары входов задачи KWm

Match(n,3n).
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Далее Алиса и Боб применяют к построенным графам коммуникационный
протокол задачи KWm

Match(n,3n) и находят ребро (i, j), которое имеется в (новом)
графе Алисы, но не в графе Боба. Если один из концов этого ребра совпадает с
π(v), то Боб объявляет, что множество W в исходной задаче покрывало все рёбра
графа Алисы. В противном случае Боб объявляет, что множество W не было
покрытием в графе.

Упражнение. Докажите, что если множество W является покрытием для
исходного графа G, то описанный протокол никогда не ошибается. Если же W не
является покрытием, то вероятность ошибки в описанном протоколе не превосхо-
дит 1/2.

Предложение 3. Если задача KWm
Matchn имеет коммуникационную слож-

ность o(n), то и задача KWm
Match(n,3n) тоже имеет коммуникационную сложность

o(n).
Упражнение. Докажите Предложение 3.
Предложение 4. Если для функции Matchn существует монотонная буле-

ва формула сложности 2o(n), то коммуникационная сложность задачи KWm
Matchn

равна o(n).
Доказательство: аналогично доказательству Теоремы 1 и Утверждения 3 из

главы 13.2.

В главе 11 мы доказали, что CCε(DISJ) = Ω(n). Из этого факта и Предложе-
ний 1–4 получаем Теорему 2.
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