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Áèëåòû ê ýêçàìåíó ïî êóðñó

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ.
Ä. Ìóñàòîâ, À. Ðîìàùåíêî.

Âîïðîñû ïî 1-ìó ñåìåñòðó

1. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû è áóëåâû ôóíêöèè. Ëåììà î ñêîáî÷íîì
èòîãå è òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçáîðà ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîð-
ìóëû. Âû÷èñëåíèå èñòèííîñòíîãî çíà÷åíèÿ ôîðìóëû. Òàâòîëîãèè è
ïðîòèâîðå÷èÿ.

2. Àêñèîìû è ïðàâèëà âûâîäà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé. Êîððåêòíîñòü
èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

3. Ëåììà î äåäóêöèè. Ïîëíîòà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

4. Ïðîòèâîðå÷èâûå è íåïðîòèâîðå÷èâûå ñåìåéñòâà ôîðìóë. Òåîðåìà î
êîìïàêòíîñòè äëÿ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë.

5. ßçûêè ïåðâîãî ïîðÿäêà: ñèãíàòóðà, ôîðìóëû ñ êâàíòîðàìè. Èíòåð-
ïðåòàöèÿ ÿçûêà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Èñòèííîñòü ôîðìóëû.

6. Âûðàçèìîñòü ïðåäèêàòîâ. Âûðàçèìîñòü äâóõìåñòíîãî ïðåäèêàòà a =
2k â èíòåðïðåòàöèè (N,=,+,×).

7. Èçîìîðôèçìû è àâòîìîðôèçìû èíòåðïðåòàöèé. Ïðèìåðû íåâûðàçè-
ìûõ ïðåäèêàòîâ.

8. Ýëèìèíàöèÿ êâàíòîðîâ äëÿ èíòåðïðåòàöèè (Q,≤).

9. Ýëåìåíòàðíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü èíòåðïðåòàöèé. Ïðèìåð ïàðû ýëåìåí-
òàðíî ýêâèâàëåíòíûõ, íî íå èçîìîðôíûõ èíòåðïðåòàöèé.

10. Òåîðèè è ìîäåëè. Âûïîëíèìîñòü è îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóë ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

11. Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ, åãî êîððåêòíîñòü. Òåîðåìà äåäóêöèè äëÿ èñ-
÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ.

12. Ëåììà î ñâåæèõ êîíñòàíòàõ. Ëåììà î äîáàâëåíèè êîíñòàíò. Íåïðîòè-
âîðå÷èâûå è ñîâìåñòíûå òåîðèè. Íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ëþáîé ñîâìåñò-
íîé òåîðèè.

13. Ïîëíûå è ýêçèñòåíöèàëüíî ïîëíûå òåîðèè. Ëþáóþ íåïðîòèâîðå÷èâóþ
òåîðèþ ìîæíî ðàñøèðèòü äî ïîëíîé è ýêçèñòåíöèàëüíî ïîëíîé.

14. Ñóùåñòâîâàíèå ìîäåëè èç çàìêíóòûõ òåðìîâ ó ïîëíîé è ýêçèñòåíöè-
àëüíî ïîëíîé òåîðèè.
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15. Òåîðåìà Ã¼äåëÿ î ïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ â ñèëüíîé è ñëàáîé
ôîðìå. Òåîðåìà Ìàëüöåâà î êîìïàêòíîñòè äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêà-
òîâ. Ïîíÿòèå ñåìàíòè÷åñêîãî ñëåäîâàíèÿ è åãî ðàâíîñèëüíîñòü ïîíÿ-
òèþ âûâîäèìîñòè.

16. Èíòóèöèîíèñòñêîå èñ÷èñëåíèå âûñêàçûâàíèé. Ñåìàíòèêà Êðèïêå. Ïðè-
ìåðû ïðîïîçèöèîíàëüíûõ òàâòîëîãèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ èíòóèöèîíèñò-
ñêèìè òàâòîëîãèÿìè.

17. Ìîäàëüíàÿ ëîãèêà. Ñåìàíòèêà Êðèïêå. Àêñèîìû K, T, B, D, 4, 5 è
ñâîéñòâà ìîäåëåé Êðèïêå, êîòîðûì îíè ýêâèâàëåíòíû.

Âîïðîñû ïî 2-ìó ñåìåñòðó

1. Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå àëãîðèòìà. Ìàøèíû Òüþðèíãà. Àëãîðèôìû
Ìàðêîâà. Ìàøèíû Ìèíñêîãî. Òåçèñ ×¼ð÷à.

2. Îïðåäåëåíèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè. Ñóùåñòâîâàíèå íåâû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé.

3. Ðàçðåøèìûå è ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà. Òåîðåìà Ïîñòà.

4. Íóìåðàöèè âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ðàéñà�Óñïåíñêîãî.

5. Òåîðåìà Êëèíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

6. Àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçðåøèìûõ ìíîæåñòâ (áåç äîêàçà-
òåëüñòâà). Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëà î íåïîëíîòå.

7. Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå. Òåîðåìà Òàðñêîãî.

8. Ôîðìóëèðîâêè äâóõ òåîðåì î äèàãîíàëèçàöèè äëÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
ôîðìóë ñ îäíîé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé (ñåìàíòè÷åñêèé è ñèíòàêñè÷å-
ñêèé âàðèàíò). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàðñêîãî.

9. Ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè, ëåììà Ãèëüáåðòà�Áåðíàéñà (áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà). Òåîðåìà Ë¼áà. Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.

10. λ-èñ÷èñëåíèå: òåðìû, α-êîíâåðñèè, β-ðåäóêöèè. Ïîíÿòèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè λ-òåðìîâ, òåîðåìà ×¼ð÷à�Ðîññåðà (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

11. Y -îïåðàòîð è òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ λ-èñ÷èñëåíèÿ. Ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèè n!

12. Íóìåðàëû ×¼ð÷à. Îïåðàòîðû, ïðåäñòàâëþùèå ïðèáàâëåíèå è âû÷èòà-
íèå åäèíèöû, ñëîæåíèå, óìíîæåíèå.

13. Ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ. Òåîðåìà Êàíòîðà. Òåîðåìà Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà.
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14. Ôóíäèðîâàííûå è âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà (ýêâèâàëåíòíîñòü
òð¼õ îïðåäåëåíèé).

15. Ñðàâíèìîñòü ëþáûõ äâóõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

16. Àêñèîìà âûáîðà. Òåîðåìà Öåðìåëî. Ñðàâíèìîñòü ìîùíîñòè ëþáîé ïà-
ðû ìíîæåñòâ.

17. Âñÿêîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðàâíîìîùíî ñâîåìó êâàäðàòó.
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Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó

1. Àëãîðèòìû è âû÷èñëèìûå ôóíêöèè.

1. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëèìûìè èëè ðàçðåøèìûìè ñëåäóþùèå ìíîæå-
ñòâà è èõ äîïîëíåíèÿ: (à) íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà, îïðåäåë¼ííûõ íà
ñëîâå 1; (á) íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà, îïðåäåë¼ííûõ íà âñåõ ñëîâàõ,
ñîñòîÿùèõ èç îäíèõ åäèíèö; (â) íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà ñ ÷¼òíûì
÷èñëîì âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé. (ã) íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà, îïðåäå-
ë¼ííûõ íà âñåõ ñëîâàõ äëèíû äåñÿòü; (ä) íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà,
îïðåäåë¼ííûõ íà âñåõ ñëîâàõ ÷¼òíîé äëèíû; (å) íîìåðà ìàøèí Òüþ-
ðèíãà, êîòîðûå íè íà êàêîì âõîäå íå îñòàíàâëèâàþòñÿ ðàíåå ÷åì ÷åðåç
äâà øàãà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, äîïóñêàþùàÿ ñâîé ñîá-
ñòâåííûé íîìåð è îòâåðãàþùàÿ âñå äðóãèå âõîäû.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà, ïå÷àòàþùàÿ êâàäðàò
ñâîåãî ñîáñòâåííîãî íîìåðà.

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî íîìåðîâ ïðîãðàìì, îïðåäåë¼ííûõ íà
áåñêîíå÷íî ìíîãèõ âõîäàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþ-
ðèíãà ñ îðàêóëîì L, êîòîðàÿ ðàçðåøàåò ïðîáëåìó îñòàíîâêè (ïî çàäàí-
íîìó íîìåðó ìàøèíû n è çàäàííîìó ñëîâó x îïðåäåëÿåò, îïðåäåëåíî
ëè ϕn(x)).

5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L ìíîæåñòâî íèãäå íå îïðåäåë¼ííûõ ïðîãðàìì. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàøèíà Òüþðèíãà ñ îðàêóëîì L, êîòîðàÿ ðàç-
ðåøàåò ïðîáëåìó îñòàíîâêè (ïî çàäàííîìó íîìåðó ìàøèíû n è çàäàí-
íîìó ñëîâó x îïðåäåëÿåò, îïðåäåëåíî ëè ϕn(x)).

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà ïðîãðàìì A, B íà ÿçûêå C òàêèõ, ÷òî
A ïå÷àòàåò òåêñò B (îáû÷íûì îáðàçîì), à B ïå÷àòàåò òåêñò A çàäîì
íàïåð¼ä.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òðîéêà ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì A,
B, C íà ÿçûêå C òàêèõ, ÷òî A ïå÷àòàåò òåêñò B, B ïå÷àòàåò òåêñò C,
è C ïå÷àòàåò òåêñò A.

8. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà èëè èõ äîïîëíåíèÿ ðàçðåøèìûìè
èëè ïåðå÷èñëèìûìè: (à) ìíîæåñòâî íîìåðîâ âñþäó îïðåäåë¼ííûõ ìà-
øèí Òüþðèíãà; (á) ìíîæåñòâî íîìåðîâ íèãäå íå îïðåäåë¼ííûõ ìàøèí
Òüþðèíãà; (â) ìíîæåñòâî íîìåðîâ ìàøèí Òüþðèíãà, îïðåäåëåííûõ íà
ïóñòîì ñëîâå; (ã) ìíîæåñòâî ìàøèí Òüþðèíãà, îñòàíàâëèâàþùèõñÿ íà
âñÿêîì âõîäå 1n (n åäèíèö) íå ïîçäíåå, ÷åì ÷åðåç n2 øàãîâ?

9. Ïóñòü f è g � âû÷èñëèìûå âñþäó îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå,
÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà ìàøèí Òüþðèíãà m,n, ÷òî φf(n) ∼ φm

è φg(m) ∼ φn (ìàøèíû ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íà ëþáîì

4



âõîäå îíè ëèáî âûäàþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ëèáî îáå íå âûäàþò
íèêàêîãî ðåçóëüòàòà).

10. Êëàññû ìíîæåñòâ Σi è Πi çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è ïå-
ðåñå÷åíèÿ.

11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A ðàçðåøèìî, åñëè è
òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, ïåðå÷èñëÿþùèé ýëåìåíòû A â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

12. Íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, ïåðå÷èñëÿþùåãî íîìåðà âñåõ âñþäó îïðå-
äåë¼ííûõ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé è òîëüêî èõ.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîæåñòâà A è B ïðèíàäëåæàò Σn, òî A×A òàêæå
ïðèíàäëåæèò Σn, à A \B ïðèíàäëåæèò Σn+1 ∩Πn+1.

14. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþ-
ùèõ èíúåêòèâíûå ôóíêöèè, à òàêæå äîïîëíåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà?

15. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþ-
ùèõ ñþðúåêòèâíûå ôóíêöèè, à òàêæå äîïîëíåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà?

16. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïåðå÷èñëèìûå ìíîæå-
ñòâà A è B, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòäåëåíû ðàçðåøèìûì ìíîæå-
ñòâîì: íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàçðåøèìîãî C, ÷òî A ⊂ C è B ⊂ C̄.

17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåðàçðåøèìîãî ïîäìíîæåñòâà N × N, òàêîãî ÷òî
âñå åãî ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå ñå÷åíèÿ (ò.å. ïåðåñå÷åíèÿ ñ
N× {y} è ñ {x} × N) ðàçðåøèìû.

18. Åñëè ìíîæåñòâî èñòèííûõ óòâåðæäåíèé íåêîòîðîé òåîðèè T ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðå÷èñëèìûì, òî äëÿ äàííîé òåîðèè ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ (è, êàê
âñåãäà, ðàçðåøèìàÿ) ñèñòåìà àêñèîì.

19. (Äîïîëíèòåëüíàÿ) Îáîçíà÷èìK(x) ìèíèìàëüíûé íîìåð ìàøèíû Òüþ-
ðèíãà, êîòîðàÿ íà ïóñòîì âõîäå ïå÷àòàåò x è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Äîêà-
æèòå, ÷òî ôóíêöèÿ K(x) íå ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé.

2. λ-èñ÷èñëåíèå.

1. Ïðèâåäèòå ê íîðìàëüíîé ôîðìå λ-òåðì ((λa.(λb.ba)c)b)((λc.(cb))(λa.a))

2. Ïîñòðîéòå êîìáèíàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé â ÷èñòîì λ-èñ÷èñëåíèè ôóíê-
öèþ f(n) = (n+ 2)2.

3. Ïîñòðîéòå êîìáèíàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé â ÷èñòîì λ-èñ÷èñëåíèè ôóíê-
öèþ

f(n) =
{

True, åñëè n ÷¼òíî,
False, åñëè n íå÷¼òíî,
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4. Ïîñòðîéòå êîìáèíàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé â ÷èñòîì λ-èñ÷èñëåíèè ôóíê-
öèþ

f(n) =

 0̄, åñëè n = 0,
1̄, åñëè n = 1,

f(n− 1) + f(n− 2) mod 3 åñëè n ≥ 2

(÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ïî ìîäóëþ 3).

5. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðèâåäèòå ê íîðìàëüíîé ôîðìå Fac 2̄ è Fac 3̄
(ãäå Fac � ïîñòðîåííûé íà ëåêöèè êîìáèíàòîð, ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíê-
öèþ n!)

6. Ïîñòðîéòå êîìáèíàòîð GT

GT n̄m̄ =
{

True, åñëè n ≥ m,
False, èíà÷å

7. Íàéäèòå íåïîäâèæíóþ òî÷êó êîìáèíàòîðà ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû Inc.
Åñòü ëè ó íå¼ íîðìàëüíàÿ ôîðìà?

8. Êîäèðóåì ñïèñîê [n̄1; n̄2; . . . ; n̄k] êàê ñîâîêóïíîñòü âëîæåííûõ ïàð:

〈n1; 〈n2; . . . 〈xk; False〉〉 . . .〉

(ïóñòîé ñïèñîê êîäèðóåòñÿ êîìáèíàòîðîì False). Ïðèäóìàéòå êîìáè-
íàòîð, êîòîðûé èçâëåêàåò èç ñïèñêà ïîñëåäíèé ýëåìåíò.

9. Ïðèäóìàéòå êîìáèíàòîð, êîòîðûé äîáàâëÿåò â êîíåö ñïèñêà íîâûé
ýëåìåíò.

10. Ïðèäóìàéòå êîìáèíàòîð, êîòîðûé âû÷èñëÿåò äëèíó ñïèñêà.

11. Ïðèäóìàéòå êîáèíàòîð, êîòîðûé âîçâðàùàåò çíà÷åíèå n-ãî ýëåìåíòà
ñïèñêà (èëè False, åñëè â ñïèñêå ìåíüøå n ýëåìåíòîâ).

12. Ïðèäóìàéòå êîìáèíàòîð, êîòîðûé çàìåíÿåò n-é ýëåìåíò ñïèñêà íà çà-
äàííîå ÷èñëî.

13. (äîïîëíèòåëüíûÿ çàäà÷à) Ïðèäóìàéòå êîìáèíàòîð, êîòîðûå ñîðòèðó-
åò ýëåìåíòû ñïèñêà ïî âîçðàñòàíèþ.

3. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûå äâà êðóãà íà ïëîñêîñòè ðàâíîìîùíû.

2. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü ìíîæåñòâ [0, 1] è (0, 1).

3. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü îòðåçêà [0, 1] è êâàäðàòà.

4. Äîêàæèòå ðàâíîìîùíîñòü ëþáîãî øàðà è ëþáîãî êâàäðàòà.
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5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ N ðàâíîìîùíî R.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë ñ÷¼òíî.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ñ÷¼òíî.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ (âñþäó îïðåäåë¼ííûõ)
ôóíêöèé f : R→ R ðàâíîìîùíî R.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé f : R→ R ðàâíîìîùíî P(R).

10. Ïóñòü R = A ∪ B. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ìíîæåñòâ A,B
ðàâíîìîùíî R.

11. ×¼ðò çàêëþ÷èë ñ êóïöîì òàêîé êîíòðàêò: êàæäûé äåíü êóïåö äîëæåí
îáìåíèâàòü îäíó èç ñâîèõ êóïþðó íà ëþáîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ êó-
ïþð (ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ïîëó÷àåìûõ êóïþð ìîæåò áûòü
íàìíîãî áîëüøå íîìèíàëà ðàçìåíÿííîé êóïþðû). Êóïåö íå ìîæåò ïî-
ëó÷àòü äåíåã íè èç êàêèõ äðóãèõ èñòî÷íèêîâ. Êîãäà êóïåö íå ñìîæåò
ïðîèçâåñòè ðàçìåí (ó íåãî îñòàëèñü òîëüêî êóïþðû ñàìîãî ìàëåíü-
êîãî äîñòîèíñòâà), åãî äóøà äîñòàíåòñÿ ÷¼ðòó. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî
èëè ïîçäíî òàê è ñëó÷èòñÿ. (Êóïåö æèâ¼ò âå÷íî; ðàçíûõ íîìèíàëîâ
êîíå÷íîå ÷èñëî)

12. Â êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé è åäèíèö ðàçðåøàåòñÿ çàìåíèòü
ñòîÿùèå ðÿäîì öèôðû 01 íà 1000 . . . 0 (ñ ëþáûì ÷èñëîì íóëåé). Äîêà-
æèòå, ÷òî òàêóþ îïåðàöèþ íåëüçÿ âûïîëíÿòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

13. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñ íàòóðàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ñ÷èòàåì, ÷òî P > Q, åñëè P (x) > Q(x) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ x. Äîêàæèòå, ÷òî äàííûé ïîðÿäîê ëèíååí è ôóíäèðîâàí.

4. Àðèôìåòèêà Ïåàíî.

1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(n) ôîðìóëó â ÿçûêå àðèôìåòèêè

∀m(Proof(m,n)→ ∃l(l < n & DisProof(l, n)))

ãäå Proof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøåíèå ñëîâî
ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû
íîìåð n; DisProof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøå-
íèå ñëîâî ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðæåíèåì (ò.å., äîêàçàòåëü-
ñòâîì îòðèöàíèÿ) àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû íîìåð n. Ïî òåîðåìå î
äèàãîíàëèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà A, ÷òî

PA ` A↔ Φ(dAe)

Äîêàæèòå, ÷òî A íåäîêàçóåìà è íåîïðîâåðæèìà â PA.
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2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(n) ôîðìóëó â ÿçûêå àðèôìåòèêè

∃m ∃m′(Proof(m,n) & DisProof(m′, n))

ãäå Proof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøåíèå ñëîâî
ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû
íîìåð n; àíàëîãè÷íî, DisProof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ
â PA îòíîøåíèå ñëîâî ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðæåíèåì (ò.å.,
äîêàçàòåëüñòâîì îòðèöàíèÿ) àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû íîìåð n. Ïî
òåîðåìå î äèàãîíàëèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà A,
÷òî

PA ` A↔ Φ(dAe)

Äîêàæèòå, ÷òî A íåäîêàçóåìà è íåîïðîâåðæèìà â PA.

3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(n) ôîðìóëó â ÿçûêå àðèôìåòèêè

∀m(Proof(m,n)→ DisProof(m+ 100, n))

ãäå Proof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøåíèå ñëîâî
ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû
íîìåð n; DisProof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøå-
íèå ñëîâî ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðæåíèåì (ò.å., äîêàçàòåëü-
ñòâîì îòðèöàíèÿ) àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû íîìåð n. Ïî òåîðåìå î
äèàãîíàëèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà A, ÷òî

PA ` A↔ Φ(dAe)

Äîêàæèòå, ÷òî A íåäîêàçóåìà è íåîïðîâåðæèìà â PA.

4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(n) ôîðìóëó â ÿçûêå àðèôìåòèêè

∃m DisProof(m,n)

ãäå DisProof(m,n) åñòü ôîðìóëà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ â PA îòíîøåíèå
ñëîâî ñ íîìåðîì m ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðæåíèåì (ò.å., äîêàçàòåëüñòâîì
îòðèöàíèÿ) àðèôìåòè÷åñêîé ôîðìóëû íîìåð n. Ïî òåîðåìå î äèàãî-
íàëèçàöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ ôîðìóëà A, ÷òî

PA ` A↔ Φ(dAe)

Äîêàæèòå, ÷òî A íåäîêàçóåìà è íåîïðîâåðæèìà â PA.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå A è B, ÷òî PA ` A → �B è PA `
B → ¬�B.

6. Ïóñòü äëÿ çàìêíóòûõ ôîðìóë A è B âûïîëíåíî PA ` A→ �B è PA `
B → ¬�A. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ôîðìóëû èñòèííûìè? Äîêàçóìûìè?

7. Ïóñòü äëÿ çàìêíóòûõ ôîðìóë A è B âûïîëíåíî PA ` A → �B è
PA ` B → �A. ßâëÿþòñÿ ëè ýòè ôîðìóëû èñòèííûìè? Äîêàçóìûìè?

8



8. Ïóñòü äëÿ çàìêíóòîé ôîðìóëû A âûïîëíåíî PA ` A↔ �A. ßâëÿåòñÿ
ëè ýòà ôîðìóëà èñòèííîé? Äîêàçóåìîé?

9. Ïóñòü äëÿ çàìêíóòîé ôîðìóëû A âûïîëíåíî PA ` A ↔ ¬�A. Äîêà-
æèòå, ÷òî PA ` A→ ¬�⊥

10. Äîêàæèòå â PA ôîðìóëó ∀x∀y(x+ y = y + x).
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