
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
Ôàêóëüòåò èííîâàöèé è âûñîêèõ òåõíîëîãèé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ, âåñíà 2013
Ôóíäèðîâàííûå è âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà

1. Êóïåö ñîâåðøèë ñ ÷¼ðòîì ñäåëêó: êàæäûé äåíü êóïåö ìåíÿåò ó ÷¼ðòà äåíåæíóþ
êóïþðó íà ëþáîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ. Ïîëó÷àòü äåíüãè èç äðóãèõ èñòî÷íèêîâ êóïåö íå
ìîæåò. Êàê òîëüêî êóïåö íå ñìîæåò âûïîëíèòü äîãîâîð, îí ïðîäàñò ÷¼ðòó äóøó. Äîêà-
æèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî òàê è ñëó÷èòñÿ. (Èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íîìèíàëîâ
êóïþð. Êàæäûé äåíü êóïöó íóæíî ÷òî-òî òðàòèòü íà åäó. Êóïåö è ÷¼ðò áåññìåðòíû.)

2. Íà ñòîëå ëåæàò ôèøêè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Íåêòî êàæäóþ ìèíóòó ëèáî
óáèðàåò ñî ñòîëà ôèøêó ñ íóë¼ì, ëèáî çàìåíÿåò îäíó èç ôèøåê íà ëþáîå êîëè÷åñòâî
ôèøåê ñ ìåíüøèìè ÷èñëàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ.

3. Èìååòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö. Çà îäèí øàã ðàçðåøàåòñÿ
íàéòè â èìåþùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïó öèôð 01 è çàìåíèòü å¼ íà 100 . . . 0 (íóëåé
ìîæíî íàïèñàòü ñêîëüêî óãîäíî). Ïîêàæèòå, ÷òî òàêèå øàãè íåëüçÿ âûïîëíÿòü ñêîëüêî
óãîäíî ìíîãî ðàç.

4. ßâëÿåòñÿ ëè âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì?

5. Âñïîìíèòå îïðåäåëåíèå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äâóõ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ è ïðîèçâåäåíèå äâóõ âïîëíå
óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûì.

6. Ïóñòü A, B è C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè.
(à) [àññîöèàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà (A+B)+C è A+(B+C) áûòü

íå èçîìîðôíûìè?
(á) [êîììóòàòèâíîñòü ñëîæåíèÿ] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà A + B è B + A áûòü íå èçî-

ìîðôíûìè?
(â) [àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà (A · B) · C è A · (B · C) áûòü

íå èçîìîðôíûìè?
(ã) [êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà A · B è B · A áûòü íå èçî-

ìîðôíûìè?
(ä) [ïðàâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà (A + B) · C è (A · C) + (B · C)

áûòü íå èçîìîðôíûìè?
(å) [ëåâàÿ äèñòðèáóòèâíîñòü] Ìîãóò ëè ìíîæåñòâà C · (A+B) è (C ·A)+(C ·B) áûòü

íå èçîìîðôíûìè?
(æ) Îòâåòüòå íà ýòè âîïðîñû äëÿ âïîëíå óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ A, B è C.
7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî A èçîìîðôíî íåêîòîðîé

ñóììå B+C, ãäå B è C âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ïðè÷åì â B íåò ìàêñèìàëü-
íîãî ýëåìåíòà, à C êîíå÷íî.

8. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íåïóñòûå âïîëíå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà A è B, äëÿ
êîòîðûõ (a) A+B ' B ? (á∗) A+B ' A ?
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