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�¢¥¤¥­¨¥�ª²³ «¼­®±²¼ ²¥¬». �¤­  ¨§ ¯¥°¢»µ ° ¡®² �. �. �®«¬®£®°®¢  ¯®²¥®°¨¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ±«®¦­®±²¨ ­ §»¢ « ±¼ À�°¨ ¯®¤µ®¤  ª ®¯°¥¤¥-«¥­¨¾ ¯®­¿²¨¿ \ª®«¨·¥±²¢® ¨­´®°¬ ¶¨¨"Á. �¢³¬¿ ¨§ ²°¥µ ° ±±¬®²°¥­-­»µ ¯®¤µ®¤®¢ ¡»«¨ ½­²°®¯¨¿ �¥­­®­  ¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª ¿ (¨«¨ ª®«¬®-£®°®¢±ª ¿) ±«®¦­®±²¼. � ½²®©,   ² ª¦¥ ¢ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¯®±«¥¤³¾¹¨µ ° -¡®² µ ([3, 4]) �®«¬®£®°®¢ ³ª §»¢ « ­  ±¢¿§¼ ¤ ­­»µ ¯®­¿²¨© ¨ ¯ ° ««¥-«¨§¬ ¨µ ±¢®©±²¢. �¤¨­ ¨§ ¯°®±²¥©¸¨µ ¯°¨¬¥°®¢ ¯ ° ««¥«¨§¬  ±¢®©±²¢¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ { ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼¸¥­­®­®¢±ª®© ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¨ ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼ ¢§ ¨¬­®© ¨­-´®°¬ ¶¨¨ ¯® �®«¬®£®°®¢³. �°³£¨¬, ­¥²°¨¢¨ «¼­»¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¿¢«¿¥²±¿ ­ «®£¨·­®±²¼ ±¢®©±²¢ ¤¢³µ °®¤±²¢¥­­»µ ¯®­¿²¨© { ¢¢¥¤¥­­»µ �. � ·¥¬¨ �. ��¥°­¥°®¬ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ®¡¹¥©¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯ °» ±«®¢ [9]. � · ¨ ��¥°­¥° ¨±±«¥¤®¢ «¨ ±¢®©±²¢  ®¡¹¥©¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯ ° ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ¯ ° ±«®¢ ¬¥²®¤ ¬¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®-¿²­®±²¥©. � °¿¤¥ ¤°³£¨µ ° ¡®² [5, 13, 15] ±¢®©±²¢  ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨¯ ° ±«®¢ ¨§³· «¨±¼  «£®°¨²¬¨·¥±ª¨¬¨ ¬¥²®¤ ¬¨.�­®£¨¥ ¥±²¥±²¢¥­­»¥ ±¢®©±²¢  ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®-­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨´®°¬³«¨°³¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢. �¿¤­¥²°¨¢¨ «¼­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨,   ² ª¦¥ ¨µ¯°¨«®¦¥­¨¿ ¨§³· «¨±¼ ¢ [10, 11]. � [16] ° ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¢»-° §¨¬»¬¨ ± ¯®¬®¹¼¾ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ±¢®©±²¢ ¬¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ° §«¨·­»¬ ¢®¯°®± ¬ ²¥®°¨¨ ¨­´®°¬ ¶¨¨ ° §° ¡®-² ­» ¢¥°®¿²­®±²­»© ¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤». �­®£¨¥ ¯ ° ««¥«¼-­»¥ ¯®­¿²¨¿ ¨§ ª« ±±¨·¥±ª®© ¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¨­´®°¬ ¶¨¨¨¬¥¾²  ­ «®£¨·­»¥ ±¢®©±²¢ . �§³·¥­¨¥ ¤ ­­®£® ¯ ° ««¥«¨§¬  ¿¢«¿¥²-±¿ ¢ ¦­®© § ¤ ·¥©, ­ µ®¤¿¹¥©±¿ ­  £° ­¨¶¥ ¤¢³µ ¤¨±¶¨¯«¨­ { ²¥®°¨¨¢¥°®¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© «®£¨ª¨.�¥«¼¾ ¤ ­­®© ° ¡®²» ¿¢«¿¥²±¿ ¨§³·¥­¨¥ ª« ±±®¢ «¨­¥©­»µ ­¥° -2



¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¿¾¹¨µ±¿ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¯°®¨§¢®«¼­»µ­ ¡®°®¢ ±«®¢ ¨ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨© ¯°®¨§¢®«¼­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥-«¨·¨­,   ² ª¦¥ ³±¨«¥­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ � ·  ¨ ��¥°­¥°  [9] ¨ �­. �. �³·-­¨ª  [5, 13], ª ± ¾¹¨µ±¿  «£®°¨²¬¨·¥±ª®£® ¢ °¨ ­²  ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ¨­-´®°¬ ¶¨¨.�¥²®¤» ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿. � ° ¡®²¥ ¯°¨¬¥­¿¾²±¿ ¬¥²®¤» ²¥®°¨¨  «-£®°¨²¬®¢ ¨ ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥©.� ³·­ ¿ ­®¢¨§­ . �±¥ ®±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» ° ¡®²» ¿¢«¿¾²±¿ ­®-¢»¬¨ ¨ ±®±²®¿² ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬:1) �®ª § ­® ±®¢¯ ¤¥­¨¥ ª« ±±®¢ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¿¾¹¨µ-±¿ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ±«®¢ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨¤¨±ª°¥²­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.2) �®ª § ­®, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­  ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¤«¿ ª®«¬®£®-°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨.3) �®ª § ­®, ·²® ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¢ [15] ®²­®¸¥­¨¿ ³±«®¢­®© ¯°®±²®²» ­ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿µ ±«®¢ § ¤ ¾² · ±²¨·­»¥ ¯®°¿¤ª¨, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿¢¥°µ­¨¬¨ ¯®«³°¥¸¥²ª ¬¨, ­® ­¥ ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ­¨¦­¨¬¨ ¯®«³°¥¸¥²-ª ¬¨.4) �®±²°®¥­» ¤¢  ­®¢»µ ª« ±±  ¯°¨¬¥°®¢ ¯ ° ±«®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ¡®«¼¸³¾¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¨ ­³«¥¢³¾ ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾. �®«³·¥­ ¯®-«®¦¨²¥«¼­»© ®²¢¥² ­  ¢®¯°®± �­. �. �³·­¨ª  [13] ® ¢®§¬®¦­®±²¨¤®¯®«­¨²¼ «¾¡®¥ ±«®¢® ¤® ¯ °» ± ¡®«¼¸®© ¢§ ¨¬­®© ¨ ­³«¥¢®© ®¡-¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¥©.�°¨«®¦¥­¨¿. � ¡®²  ­®±¨² ²¥®°¥²¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°. �®«³·¥­­»¥°¥§³«¼² ²» ®²­®±¿²±¿ ª ²¥®°¨¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¬®£³² ¯°¨-¬¥­¿²¼±¿ ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¨­´®°¬ ¶¨¨.�¯°®¡ ¶¨¿ ° ¡®²». �¥§³«¼² ²» ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¤®ª« ¤»¢ «¨±¼ ­ � ³·­®-¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼±ª®¬ ±¥¬¨­ °¥ ¯® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© «®£¨ª¥ ¢ ���(°³ª®¢®¤¨²¥«¨  ª ¤¥¬¨ª ��� ¯°®´. �. �. �¤¿­ ¨ ¯°®´. �. �. �±¯¥­-±ª¨©),   ² ª¦¥ ­  �®«¬®£®°®¢±ª®¬ ±¥¬¨­ °¥ ª ´¥¤°» ¬ ²¥¬ ²¨·¥-±ª®© «®£¨ª¨ ¨ ²¥®°¨¨  «£®°¨²¬®¢ ¬¥µ.-¬ ². ´ ª³«¼²¥²  ��� (°³ª®-¢®¤¨²¥«¨ ¯°®´. �. �. �¥°¥¹ £¨­, ¤. ´.-¬. ­. �. �. �¥¬¥­®¢ ¨ ª. ´.-¬. ­. �. �. �¥­¼).�³¡«¨ª ¶¨¨. �±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ®¯³¡«¨ª®¢ ­» ¢° ¡®² µ [15, 16, 17, 18]. 3



�«¿ ¯®«­®²» ¨§«®¦¥­¨¿ ¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ¯°¨¢®¤¿²±¿ ²¥®°¥¬» 2 ¨ 3, ­¥¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨¥  ¢²®°³. � ­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¤®ª § ­» �. �. �¥°¥¹ £¨-­»¬, �. �. �¥­¥¬ ¨ �. � ¬¬¥°®¬ (¨ ®¯³¡«¨ª®¢ ­» ¢ ±®¢¬¥±²­®© ° ¡®-²¥ [16]). �±±«¥¤³¥¬ ¿ ¢ ¤¨±±¥°² ¶¨¨ ´®°¬ «¨§ ¶¨¿ ®²­®¸¥­¨¿ ³±«®¢­®©¯°®±²®²» ¡»«  ¯°¥¤«®¦¥­  �. �. �¥­¥¬.�²°³ª²³°  ° ¡®²». � ¡®²  ±®±²®¨² ¨§ ¢¢¥¤¥­¨¿, 4 £« ¢ ¨ ±¯¨±-ª  «¨²¥° ²³°», ±®¤¥°¦ ¹¥£® 18 ­ ¨¬¥­®¢ ­¨©. �¡¹¨© ®¡º¥¬ ¤¨±±¥°² -¶¨¨ { 88 ±²° ­¨¶.�¯¨¸¥¬ ª° ²ª® ±®¤¥°¦ ­¨¥ ° ¡®²». �® ¢¢¥¤¥­¨¨ ¤ ­ ª° ²ª¨©®¡§®° ° ¡®², ±¢¿§ ­­»µ ± ²¥¬®© ¤¨±±¥°² ¶¨¨, ¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ­» ®±­®¢-­»¥ °¥§³«¼² ²» ¤¨±±¥°² ¶¨¨.�®«¬®£®°®¢±ª ¿, ¨«¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª ¿, ±«®¦­®±²¼ ±«®¢ ¡»«  ¢¢¥¤¥­ ¢ 1965 £®¤³ ¢ ° ¡®²¥ �. �. �®«¬®£®°®¢  [2]. �³±²¼ x ¨ y { ¤¢®¨·­»¥ ±«®¢ (ª®­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶). �¥´®°¬ «¼­® ª®«¬®£®-°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ y ®²­®±¨²¥«¼­® x ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª ¤«¨­³ ± ¬®©ª®°®²ª®© ¯°®£° ¬¬», ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥² ­  ¢µ®¤ ±«®¢® x ¨ ¢»¤ ¥² ±«®¢®y. �®£®¢®°¨¬±¿ ­ §»¢ ²¼ ±¯®±®¡®¬ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ «¾¡³¾ · ±²¨·-­³¾ ¢»·¨±«¨¬³¾ ´³­ª¶¨¾ ¤¢³µ  °£³¬¥­²®¢ ' ( °£³¬¥­²» ¨ §­ ·¥­¨¿' { ¤¢®¨·­»¥ ±«®¢ ). �­ ·¥­¨¥ '(p; x) ¡³¤¥¬ ¨­²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª °¥-§³«¼² ² ° ¡®²» ¯°®£° ¬¬» p ­  ¢µ®¤¥ x. �±«¨ '(p; x) ­¥ ®¯°¥¤¥«¥­®, ²®¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯°¨ ±¯®±®¡¥ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ' ¯°®£° ¬¬  p ­ ¢µ®¤¥ x ­¥ ¢»¤ ¥² ­¨ª ª®£® °¥§³«¼² ² . �¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¤ ²¼ ®¯°¥-¤¥«¥­¨¥ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ±«®¢  y ®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  x ¯°¨±¯®±®¡¥ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ':K'(yjx) = ( min'(p;x)=y jpj ; ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ p; ·²® '(p; x) = y1 ; ¥±«¨ ­¥² ² ª®£® p; ·²® '(p; x) = y� §³¬¥¥²±¿, ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ¿ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ±«®¦­®±²¼ § ¢¨±¨² ®² ±¯®±®¡ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿. � ¦­»¬ ®²ª°»²¨¥¬ �®«¬®£®°®¢  ¡»«® ±³¹¥±²¢®-¢ ­¨¥ ®¯²¨¬ «¼­®£® ±¯®±®¡  ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿. �´®°¬³«¨°³¥¬ ¤ ­­®¥³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²®·­®. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ±¯®±®¡ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿  ­¥ µ³¦¥, ·¥¬ ±¯®±®¡ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ', ¥±«¨9C 8x; y K (yjx) � K'(yjx) +C:�®£« ±­® [2, �±­®¢­ ¿ �¥®°¥¬ ] ±³¹¥±²¢³¥² ®¯²¨¬ «¼­»© ±¯®±®¡ ¯°®-£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿, ². ¥. ±¯®±®¡ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ '0, ª®²®°»© ­¥ µ³¦¥«¾¡®£® ¤°³£®£®. 4



�¯²¨¬ «¼­»© ±¯®±®¡ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ­¥ ¥¤¨­±²¢¥­¥­. �±«¨ '0 ¨ 0 { ¤¢  ®¯²¨¬ «¼­»µ ±¯®±®¡  ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿, ²® ®­¨ ®²«¨· ¾²±¿«¨¸¼ ­  ®£° ­¨·¥­­³¾ ¢¥«¨·¨­³:9C 8x; yjK 0(yjx)�K'0(yjx)j � C;². ¥.  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ° §­»µ®¯²¨¬ «¼­»© ±¯®±®¡®¢ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ¢¥¤³² ±¥¡¿ ®¤¨­ ª®¢®. �¥ª®-²®°»¥ ®¯²¨¬ «¼­»¥ ±¯®±®¡» ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿ ¬®£³² ¨¬¥²¼ ²¥ ¨«¨¨­»¥ ®±®¡»¥ ±¢®©±²¢ . �¤­ ª® ¢ ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ¨­²¥°¥-±®¢ ²¼±¿ ° §«¨·¨¿¬¨ ¬¥¦¤³ ®¯²¨¬ «¼­»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨ ¯°®£° ¬¬¨°®-¢ ­¨¿. �®½²®¬³ ¬» ¬®¦¥¬ § ´¨ª±¨°®¢ ²¼ «¾¡®© ¨§ ­¨µ (­ §®¢¥¬ ¥£®'0). � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª® ª®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦-­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® ¢»¡° ­­®£® ®¯²¨¬ «¼­®£® ±¯®±®¡  ¯°®£° ¬¬¨°®-¢ ­¨¿: K'0(yjx). �°¨ ½²®¬ ¬» ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼ ¨­¤¥ª± '0, ². ¥. ¡³¤¥¬¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¥¬K(yjx) := K'0(yjx):�¥«¨·¨­³ K(yjx) ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ±«®¢  y®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  x. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ x; y ³±«®¢­ ¿ ±«®¦­®±²¼K(yjx) ª®­¥·­ .�®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ±«®¢  x ­ §®¢¥¬ ±«®¦­®±²¼ x ®²­®±¨-²¥«¼­® ¯³±²®£® ±«®¢ . �®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ x ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼K(x): K(x) := K(xj�):�°®¬¥ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ±«®¢ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª®«¬®-£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ ª®°²¥¦¥© ±«®¢. �«¿ ½²®£® ¬» ¤®«¦­» ¢»¡° ²¼­¥ª®²®°³¾ ¢»·¨±«¨¬³¾ ­³¬¥° ¶¨¾ ¢±¥µ ª®°²¥¦¥© ±«®¢, ². ¥. ¢»·¨±«¨-¬³¾ ¡¨¥ª¶¨¾ ¬¥¦¤³ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¢±¥µ ª®°²¥¦¥© ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ¨ ¬­®¦¥-±²¢®¬ ¤¢®¨·­»µ ±«®¢. � ¢»¡®°¥ ² ª®© ­³¬¥° ¶¨¨, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ ¢»¡®°¥®¯²¨¬ «¼­®£® ±¯®±®¡  ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ­¨¿, ¨¬¥¥²±¿ §­ ·¨²¥«¼­»© ¯°®-¨§¢®«. � ´¨ª±¨°®¢ ¢ ­¥ª®²®°³¾ ­³¬¥° ¶¨¾ ª®°²¥¦¥©, ­ §®¢¥¬ ª®«¬®-£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ª®°²¥¦  ±«®¢ hy1; : : : ; yni ®²­®±¨²¥«¼­® ª®°²¥¦ ±«®¢ hx1; : : : ; xmi ª®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ ­®¬¥°  ¯¥°¢®£® ª®°²¥¦  ®²-­®±¨²¥«¼­® ­®¬¥°  ¢²®°®£® ª®°²¥¦ . � ­­³¾ ±«®¦­®±²¼ ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®-§­ · ²¼ K(y1; : : : ; ynjx1; : : : ; xm). �±­®, ·²® ±¬¥­  ­³¬¥° ¶¨¨ ª®°²¥¦¥©¨§¬¥­¨² ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ª®°²¥¦¥© «¨¸¼ ­  ®£° ­¨·¥­­³¾¢¥«¨·¨­³. 5



� ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ª®­¥·­®£®  «´ ¢¨²  A ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ª®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ ±«®¢ ¢ ¤ ­­®¬  «´ ¢¨²¥ (  ² ª¦¥ ª®«¬®-£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ ª®°²¥¦¥© ±«®¢ ¢ ¤ ­­®¬  «´ ¢¨²¥), ¢»¡° ¢ ¯°®-¨§¢®«¼­³¾ ­³¬¥° ¶¨¾ ¡³ª¢  «´ ¢¨²  A. �­ «®£¨·­®, ¬®¦­® £®¢®°¨²¼® ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ª®­±²°³ª²¨¢­»µ ®¡º¥ª²®¢:ª®­¥·­»µ £° ´®¢, ½«¥¬¥­²®¢ ª®­¥·­»µ ¯®«¥©, ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ ª®­¥·-­®¬¥°­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ­ ¤ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ ¨ ². ¤., ¥±«¨ ¢»-¡° ²¼ ¢»·¨±«¨¬³¾ ­³¬¥° ¶¨¾ ¤ ­­»µ ®¡º¥ª²®¢. �°¨ ½²®¬ ¨§¬¥­¥­¨¥­³¬¥° ¶¨¨ ¯°¨¢¥¤¥² ª ¨§¬¥­¥­¨¾ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ° ±±¬ -²°¨¢ ¥¬»µ ®¡º¥ª²®¢ «¨¸¼ ­  ®£° ­¨·¥­­³¾ ¢¥«¨·¨­³. �®¢®°¿ ® ª®«-¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ²¥µ ¨«¨ ¨­»µ ª®­±²°³ª²¨¢­»µ ®¡º¥ª²®¢, ¬»¢±¥£¤  ¡³¤¥¬ ¯®¤° §³¬¥¢ ²¼, ·²® ¤«¿ ­¨µ § ´¨ª±¨°®¢ ­  ­¥ª®²®° ¿ ¢»-·¨±«¨¬ ¿ ­³¬¥° ¶¨¿.� ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±®®²­®¸¥­¨¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ±«®¦­®±²¥© ª®°²¥¦¥© ¨ ±®±² ¢«¿¾¹¨µ ¨µ ±«®¢. �°®±²¥©¸¨¥ ±®®²­®¸¥-­¨¿ ² ª®£® °®¤  ¨§³· «¨±¼ ¢ ± ¬»µ ¯¥°¢»µ ° ¡®² µ ¯® ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨. � ª, ¢ [1] ¯®ª § ­®, ·²® ±«®¦­®±²¼ ¯ °» ±«®¢ ¢»° ¦ ¥²±¿·¥°¥§ ±«®¦­®±²¼ ¯¥°¢®£® ±«®¢  ¢ ¯ °¥ ¨ ³±«®¢­³¾ ±«®¦­®±²¼ ¢²®°®£®:K(x; y) = K(x) +K(yjx) +O(log(jxj+ jyj)): (0.1)� ¦­® ®²¬¥²¨²¼, ·²® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (0.1) ­¥-«¼§¿ § ¬¥­¨²¼ ­  ·«¥­ ¬¥­¼¸¥£® ¯®°¿¤ª 1.�§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«®¢ x ¨ y ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ° §­®±²¼ ¬¥¦-¤³ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ±«®¢  y ¨ ³±«®¢­®© ±«®¦­®±²¼¾ ±«®¢  y®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  x: I(x : y) := K(y)�K(yjx):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ x ¨ y ¯®ª §»¢ ¥², ­ ±ª®«¼ª® §­ -­¨¥ ±«®¢  x ³¯°®¹ ¥² § ¤ ·³ ­ µ®¦¤¥­¨¿ y. �§ (0.1) ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢§ -¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ±«¥¤³¥² ° ¢¥­±²¢®I(x : y) = K(x) +K(y)�K(x; y) +O(log(jxj+ jyj)): (0.2)�§ (0.2) ¢¨¤­®, ·²® ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¯ °» ±«®¢ ±¨¬¬¥²°¨·­  (±²®·­®c²¼¾ ¤® «®£ °¨´¨·¥±ª®£® ±« £ ¥¬®£®), ². ¥.jI(x : y)� I(y : x)j = O(log(jxj+ jyj)): (0.3)1�®«¼¸¨­±²¢® ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ¤«¨­» n ¨¬¥¾² ª®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼, ¡«¨§ª³¾ ª n. �®½²®¬³¯®¯° ¢ª  O(log(jxj+ jyj)) ¢ (0.1) ­¥¢¥«¨ª . 6



� ª ¯®ª § ­® ¢ [1], ¢ ° ¢¥­±²¢ µ (0.2) ¨ (0.3), ª ª ¨ ¢ (0.1), ­¥«¼§¿ ¨§-¡ ¢¨²¼±¿ ®² «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ±« £ ¥¬®£®. � ª¦¥ «¨¸¼ ± ²®·­®±²¼¾ ¤®O(log(jxj+ jyj)) ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»° ¦ ¾¹¥¥ ±¢®©±²¢® ±³¡ ¤¤¨-²¨¢­®±²¨ K(x; y) � K(x) +K(y) +O(log(jxj+ jyj)): (0.4)�²¬¥²¨¬, ·²® ±¢®©±²¢® ¬®­®²®­­®±²¨K(x) � K(x; y) +O(1) (0.5)¢»¯®«­¥­® ± ²®·­®±²¾  ¤¤¨²¨¢­®© ª®­±² ­²».� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬­®£¨¥ ¯°®±²¥©¸¨¥ ¨ ­ ¨¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­»¥ ­¥° ¢¥­-±²¢  ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¢»¯®«­¥­» ²®«¼ª® ± ²®·­®c²¼¾ ¤® ¤¤¨²¨¢­®£® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ·«¥­ . � ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ¢±¥£¤  ¡³-¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¬¥¦¤³ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¬¨ ±«®¦­®±²¿¬¨±«®¢ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ±« £ ¥¬®£®.�²¬¥²¨¬, ·²® ª°®¬¥ ®¯°¥¤¥«¥­­®© ¢»¸¥ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®-±²¨ (­ §»¢ ¥¬®© ² ª¦¥ ¯°®±²®© ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾), ¨±¯®«¼-§³¾²±¿ °®¤±²¢¥­­»¥ ¥© ¯®­¿²¨¿ ¯°¥´¨ª±­®©, ¬®­®²®­­®© ±«®¦­®±²¨,±«®¦­®±²¨ ° §°¥¸¥­¨¿ ¨  ¯°¨®°­®© ½­²°®¯¨¨. �²¨ ¢ °¨ ­²» ±«®¦­®-±²¥© ¨¬¥¾² ° §«¨·­»¥ ±¯¥¶¨ «¼­»¥ ±¢®©±²¢  [14]. �¤­ ª® ¤«¿ ª ¦¤®-£® ±«®¢  x ¢±¥ ¯¥°¥·¨±«¥­­»¥ ¢»¸¥ ¢¨¤» ±«®¦­®±²¥© ¨¬¥¾² §­ ·¥­¨¿,®²«¨· ¾¹¨¥±¿ «¨¸¼ ­  O(log jxj). �®½²®¬³, ¯®±ª®«¼ª³ ¢±¥ ¤ «¼­¥©¸¨¥³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¬» ¡³¤¥¬ ´®°¬³«¨°®¢ ²¼ À± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬ Á, °¥-§³«¼² ²» ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯¥°¥­¥±¥­» ­  ¢±¥ ¢ °¨ ­²» ª®«-¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨.�¤­  ¨§ ¯¥°¢»µ ° ¡®² �®«¬®£®°®¢  ¯®  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ±«®¦­®±²¨­ §»¢ « ±¼ À�°¨ ¯®¤µ®¤  ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¯®­¿²¨¿ \ª®«¨·¥±²¢® ¨­´®°-¬ ¶¨¨"Á. �¢³¬¿ ¨§ ²°¥µ ° ±±¬®²°¥­­»µ ¢ ±² ²¼¥ ¯®¤µ®¤®¢ ¡»«¨ ½­²°®-¯¨¿ �¥­­®­  ¨  «£®°¨²¬¨·¥±ª ¿ ±«®¦­®±²¼. �®«¬®£®°®¢ ¯®ª § «, ·²® «£®°¨²¬¨·¥±ª¨© ¯®¤µ®¤ ¿¢«¿¥²±¿ ³²®·­¥­¨¥¬ ¢¥°®¿²­®±²­®£®, ¨ ®¡° -²¨« ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¯ ° ««¥«¨§¬ ±¢®©±²¢ ½­²°®¯¨© ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ±«®¦­®±²¨ ±«®¢. �°®±²¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°» ¤ ­­®£® ¯ ° «-«¥«¨§¬  { ±®®²­®¸¥­¨¿ (0.1), (0.2), (0.3) ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨¨  ­ «®£¨·­»¥ ¨¬ ±®®²­®¸¥­¨¿H(�; �) = H(�) +H(�j�) (0.6)I(� : �) = H(�) +H(�) �H(�; �) (0.7)I(� : �) = I(� : �) (0.8)7



¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. �«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨© ¢»¯®«­¥­»² ª¦¥ ±¢®©±²¢  ¬®­®²®­­®±²¨H(�) � H(�; �) (0.9)¨ ±³¡ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ H(�; �) � H(�) +H(�): (0.10)�¥ª®²®°»¥ ¡®«¥¥ ±«®¦­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®-±²¨,   ² ª¦¥ ¨µ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨±¼ ¢ [10]. �²¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿¢±¥µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨, ° ±±¬®²°¥­­»µ ¢ [10],­¥²°³¤­® ¤®ª § ²¼ ¸¥­­®­®¢±ª¨¥  ­ «®£¨ ( ­ «®£¨·­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢ ,¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨).� ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥ ±¢®©±²¢ , ¢»° §¨¬»¥ ± ¯®¬®-¹¼¾ «¨­¥©­»µ ° ¢¥­±²¢ ¨ ­¥° ¢¥­±²¢, ®¤¨­ ª®¢» ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ². ¥. ª« ±±» «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢,¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¨ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­-²°®¯¨©, ±®¢¯ ¤ ¾². � ª¦¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² «¨­¥©­®¥ ­¥-° ¢¥­±²¢® (­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­ ), ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© «¨-­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ­® ­¥ ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨.�¹¥ ®¤­¨¬ ¯°¨¬¥°®¬ ¯ ° ««¥«¨§¬  ¬¥¦¤³ ª« ±±¨·¥±ª®© ¨  «£®°¨²-¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯®­¿²¨¥ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨.� [9] � · ¨ ��¥°­¥° ®¯°¥¤¥«¨«¨ ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨-·¨­,   ² ª¦¥ ¤ «¨ ¢ ²¥°¬¨­ µ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ­¥´®°¬ «¼­®¥®¯°¥¤¥«¥­¨¥  ­ «®£¨·­®£® ¯®­¿²¨¿ ¤«¿ ¯ °» ±«®¢. �­²³¨²¨¢­® ¢¥«¨·¨-­  ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¤¢³µ ®¡º¥ª²®¢ (¤¢³µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨«¨ ¤¢³µ±«®¢) ¥±²¼ ° §¬¥° ¨µ À®¡¹¥© · ±²¨Á, ². ¥. ¬ ª±¨¬³¬ ¨­´®°¬ ¶¨¨, ª®²®-°³¾ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¨§ ®¡®¨µ ®¡º¥ª²®¢ (±¬. ² ª¦¥ [6],£¤¥ ¯®­¿²¨¥ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ®¡±³¦¤ ¥²±¿± ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ²¥®°¨¨ ª®¤¨°®¢ ­¨¿). �¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ª ª ¢ ¸¥­­®-­®¢±ª®¬, ² ª ¨ ¢ ª®«¬®£®°®¢±ª®¬ ±«³· ¥ ¢¥«¨·¨­  ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ­¥¯°¥¢®±µ®¤¨² ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ®¡º¥ª²®¢. �±­®¢­»¬ °¥§³«¼² ²®¬° ¡®²» [9] ¡»«® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �°¨½²®¬ � · ¨ ��¥°­¥° ³ª § «¨ ½´´¥ª²¨¢­»© ±¯®±®¡ ¢»·¨±«¥­¨¿ ®¡¹¥© ¨­-´®°¬ ¶¨¨ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¯® ¨µ ±®¢¬¥±²­®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¾.� ª¦¥ ¢ [9] ¡»«® ¯®±²°®¥­® ±¥¬¥©±²¢® ¯°¨¬¥°®¢ ¯ ° ±«®¢, ³ ª®²®°»µ8



®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ­ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ ¨µ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �®ª § -²¥«¼±²¢® � ·  ¨ ��¥°­¥°  ¨±¯®«¼§®¢ «® ¬¥²®¤» ²¥®°¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¨¡»«® ¤®¢®«¼­® ±«®¦­»¬.�­. �. �³·­¨ª [5, 13] ¯°¥¤«®¦¨« ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ¨ ¨±¯®«¼§³¾¹¥¥ ²®«¼-ª®  «£®°¨²¬¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤» ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¯ ° ±«®¢, ³ª®²®°»µ ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ ¢§ ¨¬­®©. � [13] ¡»« ¯®±² -¢«¥­ ¢®¯°®±: ¤«¿ ¢±¿ª®£® «¨ ±«®¢  x ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ y, ·²® ¢§ ¨¬­ ¿¨­´®°¬ ¶¨¿ x ¨ y ¨¬¥¥² § ¤ ­­³¾ ¢¥«¨·¨­³,   ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ­³-«¥¢ ¿? � ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ¯®«®¦¨²¥«¼­»© ®²¢¥² ­  ¢®¯°®±�³·­¨ª .�¥°­¥¬±¿ ª ¢®¯°®±³ ® ±²°®£®¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ¨­´®°-¬ ¶¨¨ ¯ °» ±«®¢. �¥´®°¬ «¼­® ¬» £®¢®°¨¬, ·²® x ¨ y ¨¬¥¾² u ¡¨²®¢®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨, ¥±«¨ ¥±²¼ ±«®¢® z ±«®¦­®±²¨ u, ª®²®°®¥ ¯°®±²® ®²­®-±¨²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y. �°¨ ¯®¯»²ª¥ ¤ ²¼ ²®·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢®§-­¨ª ¾² ²¥µ­¨·¥±ª¨¥ ²°³¤­®±²¨. �¥«® ¢ ²®¬, ·²® ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¡¹¥©¨­´®°¬ ¶¨¨ ²°¥¡³¥²±¿ ´®°¬ «¨§®¢ ²¼ ¨­²³¨²¨¢­®¥ ®²­®¸¥­¨¥ À±«®¢®z ¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  xÁ. �¤­ ª® ª ¦¥²±¿ ­¥¢®§¬®¦­»¬ ®²¤¥-«¨²¼ ±«®¢  À±«®¦­»¥Á ®²­®±¨²¥«¼­® x ®² ±«®¢ À¯°®±²»µÁ ®²­®±¨²¥«¼­®x. �²®¡» ¯°¥®¤®«¥²¼ ½²® § ²°³¤­¥­¨¥, ¢ [15] ¡»«® ¯°¥¤«®¦¥­® ¯¥°¥©²¨®² ° ±±¬®²°¥­¨¿ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ±«®¢ ª ¡¥±ª®­¥·­»¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-±²¿¬ ±«®¢. �  ¬­®¦¥±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼®²­®¸¥­¨¥ À³±«®¢­®© ¯°®±²®²»Á. � ¨¬¥­­®, ° ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¨ ±«®¢ x1; x2; : : : ¨ y1; y2; : : :, ¯°¥¤¯®« £ ¿ jxnj = O(n) ¨ jynj = O(n).�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y1; y2; : : : ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­®¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x1; x2; : : :, ¥±«¨ ±ª®°®±²¼ °®±²  ³±«®¢­®© ±«®¦­®±²¨K(ynjxn)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¬ «  ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± n. �®§¬®¦­» ° §«¨·­»¥¢ °¨ ­²» ³²®·­¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®© ¬ «®±²¨. � ¨¡®«¥¥ ¥±²¥-±²¢¥­­»¬ ª ¦¥²±¿ £®¢®°¨²¼, ·²® K(ynjxn) = O(logn). �® ¢®§¬®¦­» ¨¤°³£¨¥ ¢ °¨ ­²» ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ®²­®¸¥­¨¿ ³±«®¢­®© ¯°®±²®²»: ¤«¿ «¾-¡®© ´³­ª¶¨¿ f(n) ² ª®©, ·²®f(n) = 
(logn); f(n) = o(n) ¯°¨ n!1;¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®±²®²³ fyng ®²­®±¨²¥«¼­® fxng ³±«®¢¨¥¬K(ynjxn) = O(f(n)):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ±¥¬¥©±²¢® ®²­®¸¥­¨© · ±²¨·­®£® ¯°¥¤-¯®°¿¤ª  ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢. �®±«¥ ´ ª²®°¨§ -9



¶¨¨ ¯® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ®²­®¸¥­¨¿¬ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ¯®«³· ¥¬ ±¥¬¥©-±²¢® · ±²¨·­»µ ¯®°¿¤ª®¢. � ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢±¥ ³ª -§ ­­»¥ · ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥°µ­¨¬¨ ¯®«³°¥-¸¥²ª ¬¨, ­® ­¥ ¿¢«¿¾²±¿ ­¨¦­¨¬¨ ¯®«³°¥¸¥²ª ¬¨.�¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¯®«³°¥¸¥²®ª ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ´¨-­¨²­»©  ­ «®£ ²¼¾°¨­£®¢»µ ±²¥¯¥­¥© ­¥° §°¥¸¨¬®±²¨, ¨ ¨§³·¥­¨¥ ¨µ «£¥¡° ¨·¥±ª¨µ ±¢®©±²¢ ª ¦¥²±¿ ¨­²¥°¥±­®© ± ¬®±²®¿²¥«¼­®© § ¤ ·¥©.�¥ª®²®°»¥ ±¢®©±²¢  ¤ ­­»µ ¯®«³°¥¸¥²®ª ° ±±¬ ²°¨¢ «¨±¼ ¢ [15]. �®¤«¿ ­ ± ½²¨ ¯®«³°¥¸¥²ª¨ ¢ ¦­» ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ª ª ¨­±²°³¬¥­² ¤«¿ ´®°-¬ «¨§ ¶¨¨ ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨. � ´¨ª±¨°®¢ ¢ ®¤¨­ ¨§ ³ª § ­-­»µ ¢ °¨ ­²®¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ³±«®¢­®© ¯°®±²®²», ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡-¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¤«¿ ¯ °» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ ª ª ¨µ ²®·­³¾­¨¦­¾¾ £° ­¼ ®²­®±¨²¥«¼­® ¢¢¥¤¥­­®£® ®²­®¸¥­¨¿ ¯°¥¤¯®°¿¤ª . �»¤®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¯ ° ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ± ¡®«¼¸®© ¢§ ¨¬­®©¨­´®°¬ ¶¨¥© ¨ ­³«¥¢®© ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¼¾, ·²® ¢ ²¥°¬¨­®«®£¨¨� ·  ¨ ��¥°­¥°  ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¾ ¯ ° ±«®¢ ± ¡®«¼¸®© ¢§ -¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¥© ¨ ­³«¥¢®© ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¥©.�» ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢ ±¥¬¥©±²¢  ¯°¨¬¥°®¢ ¯ °, ¨¬¥¾¹¨µ ¡®«¼¸³¾ ¢§ ¨¬­³¾ ¨ ­³«¥¢³¾ ®¡¹³¾¨­´®°¬ ¶¨¾. �¥°¢®¥ ¨§ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ­ ¬¨ ±¥¬¥©±²¢ ¯°¨¬¥°®¢ ¡»-«® ¯°¥¤«®¦¥­® ¢ [9]. �» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤«¿ ­¥£® ­®¢®¥, ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ¢¥«¨·¨­  ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿; ¯°¨ ½²®¬ ¬» ¯®«³·¨¬ ¡®«¥¥ ±¨«¼­³¾ ®¶¥­ª³ ­ ¢¥«¨·¨­³ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �²®°®¥ ±¥¬¥©±²¢® ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ­ ¬¨¯°¨¬¥°®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ®¡®¡¹¥­¨¥¬ ª®­±²°³ª¶¨¨ ¨§ ° ¡®²» [13]. �¡  ° ±±¬ -²°¨¢ ¥¬»µ ª« ±±  ¯°¨¬¥°®¢ ¯®§¢®«¿² ­ ¬ ¤ ²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼­»© ®²¢¥² ­ ¢®¯°®± �­. �. �³·­¨ª .� «¥¥ ¬» ª° ²ª® ®¯¨¸¥¬ ±®¤¥°¦ ­¨¥ £« ¢ 1-4.� £« ¢¥ 1 ¬» ¤ ¤¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¨ ¤®ª ¦¥¬ ®±­®¢­»¥ ²¥µ-­¨·¥±ª¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿, ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ °¥§³«¼² ²®¢, ±¢¿§»-¢ ¾¹¨µ ª®«¬®£®°®¢±ª³¾ ±«®¦­®±²¼ ¨ ½­²°®¯¨¾ �¥­­®­ .�³±²¼ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ' ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ a1; : : : ; am ± ¢¥°®¿²-­®±²¿¬¨ p1; : : : ; pm. � ±±¬®²°¨¬ n ª®¯¨© ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '. �®·­¥¥,¯³±²¼ '1; : : : ; 'n ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ª ¦¤ ¿ ¨§ ­¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥­  ª ª '. �³-¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ À²¨¯¨·­»¬¨Á §­ ·¥­¨¿¬¨ n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­h'1; : : : ; 'ni. �­ ·¥­¨¿¬¨ ¤ ­­®£® ª®°²¥¦  ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¿¢«¿¾²±¿±«®¢  ¤«¨­» n ¢  «´ ¢¨²¥ a1 : : : ; am. �® § ª®­³ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ± ¡«¨§ª®©ª ¥¤¨­¨¶¥ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¤®«¨ ¡³ª¢ ai ¢ ½²®¬ ±«®¢¥ ¡³¤³² ¡«¨§ª¨ ª ¢¥°®-10



¿²­®±²¿¬ pi. � ¬¥²¨¬, ·²® ±®£« ±­® § ª®­³ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥« ±°¥¤¨ §­ ·¥-­¨© 'j ¤®«¿ ¡³ª¢ ai ± ¡®«¼¸®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¡³¤¥² ° ¢­® pi �n+O(pn),². ¥. ³ª«®­¥­¨¥ · ±²®² ®² ¢¥°®¿²­®±²¥© ®¡° ²­® ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­® ª®°­¾¨§ n. �«¿ ­ ± ¡³¤³² ¨­²¥°¥±­» ±«®¢ , ¢ ª®²®°»µ · ±²®²» ¡³ª¢ ³ª«®­¿-¾²±¿ ®² ¢¥°®¿²­®±²¥© ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¬®¦­® ®¦¨¤ ²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±§ ª®­®¬ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ±«®¢® ¤«¨­» n ²¨¯¨·­®®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ', ¥±«¨ ®­® ±®¤¥°¦¨² pi � n + O(1) ¡³ª¢ ai(i = 1; : : : ;m). �²®¡» ¯°¨¤ ²¼ ²®·­»© ±¬»±« ¬ «®¬³ ·«¥­³ O(1), ¬»¤®«¦­» ®¯°¥¤¥«¿²¼ ²¨¯¨·­®±²¼ ­¥ ¤«¿ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ±«®¢,   ¤«¿ ¡¥±-ª®­¥·­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©.�­ «®£¨·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨¬¥¥² ±¬»±« ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ¬­®£®¬¥°­»µ ±«³-· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '. � ¤¨¬ ´®°¬ «¼­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±° §³ ¤«¿ ¬­®£®¬¥°-­®£® ±«³· ¿.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³±²¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1; '2; : : : ; 'k ¯°¨­¨¬ ¾²§­ ·¥­¨¿ ¢ ª®­¥·­»µ  «´ ¢¨² µ A1;A2; : : : ;Ak ¨ ¨¬¥¾² ±®¢¬¥±²­®¥° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥P (a1; a2; : : : ; ak) = Prob['1 = a1; '2 = a2; : : : ; 'k = ak]:� §®¢¥¬ ª®°²¥¦ hx1;x2; : : : ;xki, ±®±²®¿¹¨© ¨§ k ¡¥±ª®­¥·­»µ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢, P -²¨¯¨·­»¬, ¥±«¨ ª ¦¤®¥ ±«®¢® xin ¨¬¥¥² ¤«¨-­³ n, ¨ ¤«¿ «¾¡®£® ­ ¡®°  §­ ·¥­¨© ha1; a2; : : : ; aki ·¨±«® ² ª¨µ ¯®§¨-¶¨© i, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ±«®¢¥ xjn ­  i-¬ ¬¥±²¥ ±²®¨² ¡³ª¢  aj, ° ¢­®nP (a1; a2; : : : ; ak) +O(1).� ¦­»¬ ±¢®©±²¢®¬ P -²¨¯¨·­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¿¢«¿¥²±¿ ±¢¿§¼ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ±«®¢ ² ª¨µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢-±ª®© ½­²°®¯¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P . �¡° ²¨¬±¿ ª ®¤­®¬¥°­®¬³ ±«³· ¾:¯³±²¼ P { ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ',   x = x1; x2; : : : { ²¨-¯¨·­ ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±«®¢. �®£¤ ±ª®°®±²¼ °®±²  ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ xn ®£° ­¨·¥­  ½­²°®¯¨¥© ':K(xn) � nH(') +O(logn):� ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¡» ¬» ±·¨² «¨ ²¨¯¨·­»¬¨ ±«®¢ , ³ ª®²®°»µ · ±²®²»¡³ª¢ ³ª«®­¿¾²±¿ ®² ¢¥°®¿²­®±²¥© ­  ¢¥«¨·¨­³ O(1=pn), ²® ¨¬¥«  ¡»¬¥±²® ¡®«¥¥ £°³¡ ¿ ®¶¥­ª  K(xn) � nH(') +O(pn).�ª § ­­ ¿ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¥© ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¼¾ ±«®¢ ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ · ±²®² ¬¨ ¡³ª¢ ¡»«  ®²¬¥·¥­  ¢±² ²¼¥ �®«¬®£®°®¢  [4]. 11



� ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ®·¥¢¨¤­®¥ ®¡®¡¹¥­¨¥ ¤ ­­®£® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ­  ¬­®-£®¬¥°­»© ±«³· ©.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 1. �±«¨ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1; '2; : : : ; 'k ¨¬¥¾² ­¥ª®-²®°®¥ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P , ²® ¤«¿ «¾¡®£® P -²¨¯¨·­®£® ª®°-²¥¦  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© hx1;x2; : : : ;xki, «¾¡®£® ­¥¯³±²®£® ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ V � f1; 2; : : : ; kg ¨ «¾¡®£® (¡»²¼ ¬®¦¥² ¯³±²®£®) ­ ¡®°  ¨­-¤¥ª±®¢ W � f1; 2; : : : ; kg ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®K(xVn jxWn ) � nH('V j'W ) +O(logn) (0.11)(� ±«³· ¥, ª®£¤  ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ W ¯³±², ³±«®¢­ ¿ ª®«¬®£®°®¢±ª ¿±«®¦­®±²¼ ¨ ³±«®¢­ ¿ ¸¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®¯¨¿ ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (0.11) ®¡° -¹ ¾²±¿ ¢ ¡¥§³±«®¢­»¥.)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ®¯°¥¤¥«¨«¨ ²¨¯¨·­®±²¼ ª®°²¥¦  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¥© ±«®¢ ®²­®±¨²¥«¼­® ±®¢¬¥±²­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨-·¨­. �°¨ ½²®¬ ±ª®°®±²¨ °®±²  ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢ ¤ ­­®©¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­-²°®¯¨© ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. � ¸ ±«¥¤³¾¹¨© ¸ £ { ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ±«³-· ©­»µ ª®°²¥¦¥© ®²­®±¨²¥«¼­® ¤ ­­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �«¿ ±«³· ©­®£®(®²­®±¨²¥«¼­® ¤ ­­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥©) ª®°²¥¦  ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ ±ª®°®±²¨ °®±²  ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ° ¢­»±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¸¥­­®­®¢±ª¨¬ ½­²°®¯¨¿¬.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ P -²¨¯¨·­»© ª®°²¥¦ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¥© ±«®¢ hx1;x2; : : : ;xki P -±«³· ©­»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¯³±²®£®­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ V � f1; 2 : : : ; kg ¨ «¾¡®£® (¡»²¼ ¬®¦¥² ¯³±²®£®) ­ -¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ W � f1; 2 : : : ; kg ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®K(xVn jxWn ) = nH('V j'W ) +O(logn): (0.12)�«¿ ®¤­®¬¥°­®£® ±«³· ¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ P -±«³· ©­»µ ª®°²¥¦¥© ¡»«® ¯®-ª § ­® ¢ [4]. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· © ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²»¬ ®¡®¡¹¥-­¨¥¬ ¨ ¨±¯®«¼§³¥² ²¥ ¦¥ ª®¬¡¨­ ²®°­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿.�°®¬¥ ´ ª²  ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ P -±«³· ©­»µ ª®°²¥¦¥© ¤«¿ «¾¡®£® ° ±-¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¡®«¥¥ ®¡¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥:¯³±²¼ P 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥© r-¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ­  ¯¥°¢»¥ sª®®°¤¨­ ², ¨ § ¤ ­ P 0-±«³· ©­»© ª®°²¥¦ x1; : : : ;xs; ²®£¤  ¤ ­­»© ª®°-²¥¦ ¬®¦­® ° ±¸¨°¨²¼ ¤® P -±«³· ©­®£® ª®°²¥¦  x1; : : : ;xs;xs+1; : : : ;xr.12



�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2. �³±²¼ P { ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ r ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­, P 0 { ¯°®¥ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ­  ¯¥°¢»¥ s ª®®°¤¨­ ²(s < r), ¨ ª®°²¥¦ hx1;x2; : : : ;xsi ¿¢«¿¥²±¿ P 0-±«³· ©­»¬. �®£¤  ±³-¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xs+1;xs+2; : : : ;xr, ·²® ª®°²¥¦hx1;x2; : : : ;xri ¿¢«¿¥²±¿ P -±«³· ©­»¬.�²¬¥²¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ P -±«³· ©­»µ ª®°²¥¦¥© ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨-¥¬ ¢®§¬®¦­®±²¨ ° ±¸¨°¿²¼ P 0-±«³· ©­»¥ ª®°²¥¦¨ ¤® P -±«³· ©­»µ.�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤®±² ²®·­® ¢§¿²¼ s = 0; ²®£¤  P 0-²¨¯¨·­»© ª®°²¥¦¿¢«¿¥²±¿ ¯³±²»¬, ¨ «¾¡®© P -±«³· ©­»© ª®°²¥¦ ° ±¸¨°¿¥² ¥£®.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢ £« ¢¥ 1 ¬» ¤ ¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ P -²¨¯¨·­»µ ¨ P -±«³· ©­»µ ª®°²¥¦¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ ¨ ¤®ª §»¢ ¥¬ ¨µ ®±­®¢-­»¥ ±¢®©±²¢ . �±®¡¥­­®±²¼¾ ­ ¸¨µ ®¯°¥¤¥«¥­¨© ¿¢«¿¥²±¿ ²®, ·²® ¬»²°¥¡³¥¬ ¡®«¼¸¥© ¡«¨§®±²¨ · ±²®² ª ¢¥°®¿²­®±²¿¬, ·¥¬ ¬®¦¥² ®¡¥±¯¥-·¨²¼ § ª®­ ¡®«¼¸¨µ ·¨±¥«. �²® ¯®§¢®«¿¥² ­ ¬ ¯®«³·¨²¼ ¡®«¥¥ ²®·­»¥®¶¥­ª¨ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢ ²¨¯¨·­»µ ¨ ±«³· ©­»µ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©. �¥§³«¼² ²» £« ¢» 1 ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ £« ¢¥ 2¨ ¢ £« ¢¥ 4.� £« ¢¥ 2 ¬» ° ±±¬®²°¨¬ «¨­¥©­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢. �» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ª« ±± ­¥° ¢¥­±²¢,¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢, ±®¢¯ ¤ ¥² ± ª« ±±®¬­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. �°®¬¥ ²®£®, ¬»¤®ª ¦¥¬, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­  ­¥ ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ½­²°®¯¨¨ �¥­­®­ .�³±²¼ ¤ ­» ±«®¢  x1; x2; : : : ; xn. �®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ª®«-¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ¤ ­­»µ ±«®¢ (K(x1), K(x2), . . . ), ª®«¬®£®°®¢-±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ¯ °, ±®±² ¢«¥­­»µ ¨§ ¤ ­­»µ ±«®¢ (K(x1; x2), K(x1; x3),. . . ), ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ²°®¥ª ±«®¢ ¨ ². ¤. �±¥£® ¨§ n ±«®¢ ¬®¦-­® ¢»¡° ²¼ (2n � 1) ¯®¤¬­®¦¥±²¢ (­¥ ±·¨² ¿ ¯³±²®£®). �®«¬®£®°®¢±ª¨¥±«®¦­®±²¨ ª®°²¥¦¥©, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ²®«¼ª® ¯®°¿¤ª®¬ ·«¥­®¢, ° ¢­» ±²®·­®±²¼¾ ¤® O(1) (ª®­±² ­²  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤«¨­®© ª®°²¥¦ , ­® ­¥ § -¢¨±¨² ®² ¤«¨­» ±«®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ª®°²¥¦). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ n-ª¨ ±«®¢¬®¦­® ®£° ­¨·¨²¼±¿ ° ±±¬®²°¥­¨¥¬ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© (2n�1)ª®°²¥¦¥©, ±®±² ¢«¥­­»µ ¨§ ¤ ­­»µ ±«®¢. �³¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ ª« ±±®¬«¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ¤ ­­»µ ±«®¦­®±²¥© ­¥§ ¢¨±¨¬®®² ¢»¡®°  ±«®¢ x1,. . . ,xn.� ¯¨¸¥¬ ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ13



±«®¦­®±²¥© ²°®¥ª ±«®¢.�1K(x1) + �2K(x2) + �3K(x3) + �12K(x1; x2) + �23K(x2; x3)++�13K(x1; x3) + �123K(x1; x2; x3) � O(log(jx1j+ jx2j+ jxnj))�®«¥¥ ´®°¬ «¼­®, ¬» ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® ± ª®½´´¨¶¨¥­² -¬¨ �1; �2; �3; �12; �23; �13; �123 ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©²°®¥ª ±«®¢, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ±«®¢ x1,x2, x3�1K(x1) + �2K(x2) + �3K(x3)�12K(x1; x2) + �23K(x2; x3)++�13K(x1; x3) + �123K(x1x2x3) � �C log(jx1j+ jx2j+ jxnj)� C:�­ «®£¨·­® ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ®¡¹¨© ¢¨¤ ­¥° ¢¥­±²¢  ¨ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®©n-ª¨ ±«®¢. �¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-ª¨ ±«®¢ ¡³¤¥²±®¤¥°¦ ²¼ (2n � 1) ±« £ ¥¬»µ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¨ «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨© ·«¥­ ¢¯° ¢®©.� ¯° ¢®© · ±²¨ ¢±¥µ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢-±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¡³¤¥² ±²®¿²¼ «®£ °¨´¬ ±³¬¬» ¤«¨­ ±«®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ¢ ­¥° ¢¥­±²¢ . � ¦¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨¬¥­­® À± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬ Á, ¯®-±ª®«¼ª³ ² ª¨¥ ¢ ¦­»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ª ª (0.1), (0.4) ¢»¯®«­¿¾²±¿ ± ²®·-­®±²¼¾ ¤®  ¤¤¨²¨¢­®£® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ·«¥­ .�» ­¥ ®£° ­¨·¨¢ ¥¬ ®¡¹­®±²¨, ­¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢ª«¾· -¾¹¨µ ³±«®¢­»¥ ±«®¦­®±²¨, ¯®±ª®«¼ª³ ¢¢¨¤³ (0.1) ³±«®¢­»¥ ª®«¬®£®°®¢-±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ­  «¨­¥©­³¾ ª®¬¡¨­ ¶¨¾ ¡¥§³±«®¢­»µ±«®¦­®±²¥©.�°®±²¥©¸¨¬¨ ¯°¨¬¥° ¬¨ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ±«®¦­®±²¥© ¿¢«¿¾²±¿ (0.5) ¨ (0.4). � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿²°®©ª¨ ±«®¢. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¯¨¸¥¬ °¥«¿²¨¢¨§®¢ ­­»©  ­ «®£ ­¥° ¢¥­-±²¢  (0.4).K(y; zjx) � K(yjx) +K(zjx) +O(log(jxj+ jyj+ jzj))�°¨¡ ¢«¿¿ ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ­¥° ¢¥­±²¢  2K(x) ¨ ³·¨²»¢ ¿ (0.1), ¯®«³·¨¬K(x) +K(x; y; z) � K(x; y) +K(x; z) +O(log(jxj+ jyj+ jzj)): (0.13)�·¥¢¨¤­®, ­¥° ¢¥­±²¢® (0.13) ®±² ­¥²±¿ ¢¥°­»¬, ¥±«¨ ¢ ­¥¬ ±«®¢ x; y; z § ¬¥­¨²¼ ­  ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ª®°²¥¦¨ ±«®¢ X; Y; Z. �¥° ¢¥­±²¢ ,ª®²®°»¥ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ (0.13) ¯®¤±² ­®¢ª®© ­¥ª®²®°»µ ª®°²¥¦¥©¢¬¥±²® ±«®¢ x, y ¨ z, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¡ §¨±­»¬¨ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨.14



� ±±¬®²°¨¬ ² ª¦¥ ª« ±± «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. �³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ±ª®­¥·­®© ®¡« ±²¼¾ §­ ·¥­¨©. �¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­'1 : : : ; 'n ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ½­²°®¯¨¨ ª ¦¤®© ¨§ ¤ ­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥-«¨·¨­ H('1),. . . , H('n), ½­²°®¯¨¨ ¯ ° H('1; '2),. . . ¨ ². ¤. �¡¹¨© ¢¨¤­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ²°®©ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ª ª�1H('1) + �2H('2) + �3H('3) + �12H('1; '2)++�23H('2; '3) + �13H('1; '3) + �123H('1; '2; '3) � 0�­ «®£¨·­® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ®¡¹¨© ¢¨¤ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �» ¨­²¥°¥±³¥¬±¿ ª« ±±®¬ ­¥° ¢¥­±²¢ ³ª § ­­®-£® ¢¨¤ , ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© n-ª¨ ±®¢¬¥±²­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.�°®±²¥©¸¨¥ ¯°¨¬¥°» ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ½­²°®¯¨¨ �¥­­®­  { ­¥° ¢¥­-±²¢  (0.9) ¨ (0.10). �¥²°³¤­® ² ª¦¥ ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ¢¥°¥­ ¨  ­ «®£ ­¥° -¢¥­±²¢  (0.13)H('1) +H('1; '2; '3) � H('1; '2) +H('1; '3): (0.14)� ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ ª®«¬®£®°®¢±ª®¬ ±«³· ¥, ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¡ §¨±­»¥ ­¥-° ¢¥­±²¢  ª ª °¥§³«¼² ² ¯®¤±² ­®¢ª¨ ¯°®¨§¢®«¼­»µ ª®°²¥¦¥© ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢¬¥±²® '1, '2 ¨ '3 ¢ ­¥° ¢¥­±²¢¥ (0.14).� ª®­¥¶, ² ª¦¥ ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ª« ±± «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»-¯®«­¿¾¹¨µ±¿ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© «¾¡»µ «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ ª®-­¥·­®¬¥°­»µ ¯°®±²° ­±²¢ µ ­ ¤ R ¨ ­ ¤ ª®­¥·­»¬¨ ¯®«¿¬¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª ¦¤®£® n ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ·¥²»°¥ ª« ±±  «¨-­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢:� ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-®ª±«®¢,� ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨©n-®ª ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­,� ¯®«®¦¨²¥«¼­»¥ «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¡ §¨±­»µ ­¥° ¢¥­±²¢,� ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© n-®ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¢ ª®­¥·­®¬¥°­»µ «¨­¥©­»µ ¯°®±²° ­±²¢ µ.�¥°¥¹ £¨­, � ¬¬¥° ¨ �¥­¼ ¯®ª § «¨ ¢ [16] (±¬. ² ª¦¥ [11]), ·²® ¤«¿ n =3 ¢±¥ ·¥²»°¥ ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢ ±®¢¯ ¤ ¾². �°®¬¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤­®, ·²®15



¤«¿ «¾¡®£® n ²°¥²¨© ª« ±± ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¯¥°¢®¬ ¨ ¢® ¢²®°®¬. � ¤ ­­®©° ¡®²¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¯¥°¢»¥ ¤¢  ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢ ±®¢¯ ¤ ¾² ¯°¨«¾¡®¬ n,   ·¥²¢¥°²»© ª« ±± ±²°®£® ¡®«¼¸¥ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ ¯°¨ n � 4.�´®°¬³«¨°³¥¬ ¯®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¡®«¥¥ ²®·­®.� �« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ±®¢¯ ¤ ¾² ¤«¿ ¢±¥µ n. � ¬¥²¨¬, ·²®¤ ­­»© °¥§³«¼² ² ±®®²¢¥²±²¢³¥² § ¬¥· ­¨¾ �. �. �®«¬®£®°®¢  ®¯ ° ««¥«¨§¬¥ ±¢®©±²¢  «£®°¨²¬¨·¥±ª®© ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨©.� �«¿ n = 4 ±³¹¥±²¢³¾² ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥ ¤«¿ ° §¬¥°­®-±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ­® ­¥¢¥°­»¥ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¿¢«¿¾²±¿ ±®¡-±²¢¥­­»¬ ¯®¤¬­®¦¥±²¢®¬ ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ° §-¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢.�¡±³¤¨¬ ¯®±«¥¤­¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­®. �²®¡» ¯®ª § ²¼,·²® ª« ±± ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢,±²°®£® ¡®«¼¸¥ ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ¬» ³ª ¦¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢¥°­®¥¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© «¾¡®© ·¥²¢¥°ª¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ­® ­ °³¸ ¾¹¥¥±¿¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ·¥²¢¥°®ª ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.�°¨¬¥°®¬ ² ª®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¿¢«¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­ dim(a) + dim(b) + dim(c� d) + dim(a� b � c) + dim(a� b � d) �dim(a� b) + dim(a� c) + dim(a� d) + dim(b� c) + dim(b� d);(0.15)ª®²®°®¥ ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ «¾¡»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ a; b; c; d [12]. �» ¯°¥¤º-¿¢¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© ·¥²¢¥°ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¤«¿ ½­-²°®¯¨© ª®²®°»µ  ­ «®£ ­¥° ¢¥­±²¢  �­£«¥²®­ H(�) +H(�) +H(
; �) +H(�; �; 
) +H(�; �; �) �H(�; �) +H(�; 
) +H(�; �) +H(�; 
) +H(�; �) (0.16)­¥ ¢»¯®«­¥­.� ¬¥· ­¨¥. �¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­  ¤®¢®«¼­® £°®¬®§¤ª®. �±¯®«¼§³¿®¡»·­»¥ ±®ª° ¹¥­¨¿, (0.16) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¡®«¥¥ ª° ²ª®¬ ¢¨¤¥I(� : �) � I(� : �j
) + I(� : �j�) + I(
 : �): (0.17)16



�¯¨¸¥¬ ª° ²ª® ¯« ­ £« ¢» 2. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ´®°¬ «¼­®ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-®ª±«®¢, ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨© n-®ª ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ¤«¿ ° §-¬¥°­®±²¥© n-®ª «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢. � ²¥¬ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³® ±®¢¯ ¤¥­¨¨ ¯¥°¢»µ ¤¢³µ ª« ±±®¢.�¥®°¥¬  1. �±¿ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ª®«¬®£®-°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®-¯¨¨, ¨ ­ ®¡®°®², ¢±¿ª®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®©½­²°®¯¨¨, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨.� «¥¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¤¢¥ ²¥®°¥¬» �¥°¥¹ £¨­ , � ¬¬¥°  ¨ �¥­¿ ¨§ [16].�¥°¢ ¿ ²¥®°¥¬  { ® ±®®²­®¸¥­¨¨ ª« ±±®¢ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ½­²°®¯¨© ¨ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢.�¥®°¥¬  2. [16] �±¿ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­-­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢.�²®° ¿ ²¥®°¥¬  (¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ¥¥ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ) { ® ±®¢¯ ¤¥­¨¨·¥²»°¥µ ª« ±±®¢ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ n = 3.�¥®°¥¬  3. [16] �« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ½­²°®¯¨© ²°®-¥ª ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ²°®¥ª ±«®¢ ¨¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ²°®¥ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ ª®­¥·­®¬¥°­»µ «¨­¥©­»µ¯°®±²° ­±²¢ µ ­ ¤ ª®­¥·­»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¨ ­ ¤ R ±®¢¯ ¤ ¾² ± ª« ±±®¬­¥®²°¨¶ ²¥«¼­»µ «¨­¥©­»µ ª®¬¡¨­ ¶¨© ­¥° ¢¥­±²¢ ¢¨¤  (0.14).� ª®­¥¶, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­  ­¥ ¢»¯®«­¥­® ¤«¿¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨. �«¿ ½²®£® ¤®±² -²®·­® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 3. �³¹¥±²¢³¥² ·¥²¢¥°ª  ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¤«¿ ª®-²®°»µ ­¥° ¢¥­±²¢® (0.17) ­¥ ¢»¯®«­¥­®.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ·¥²»°¥µ ° ±±¬®²°¥­­»µ ª« ±±®¢ «¨­¥©­»µ ­¥° -¢¥­±²¢ ®±² ¥²±¿ ­¥¨§¢¥±²­»¬ ²®«¼ª® ±®®²­®¸¥­¨¥ ¬¥¦¤³ ª« ±±®¬ «¨­¥©-­»µ ª®¬¡¨­ ¶¨© ¡ §¨±­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¨ ª« ±±®¬ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­-­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. �°¨¢¥¤¥¬£¨¯®²¥§³, ±´®°¬³«¨°®¢ ­­³¾ ¢ [16].17



�¨¯®²¥§ . �±¿ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢-±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¯°®¨§¢®«¼­®© n-ª¨ ±«®¢, ¿¢«¿¥²±¿ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®©«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ¡ §¨±­»µ ­¥° ¢¥­±²¢.� £« ¢¥ 3 ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¥¤«®¦¥­­®¥ �. �. �¥­¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ®²­®-¸¥­¨© · ±²¨·­®£® ¯°¥¤¯®°¿¤ª  ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿µ ±«®¢ (±¬. [15]).�²¨ ®²­®¸¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ° §«¨·­»¬¨ ¢ °¨ ­² ¬¨ ´®°¬ «¨§ ¶¨¨ ¨­-²³¨²¨¢­®£® ®²­®¸¥­¨¿ À±«®¢® y ¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  xÁ. �» ¯®-ª ¦¥¬, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ®²­®¸¥­¨© § ¤ ¥² ±²°³ª²³°³,¿¢«¿¾¹³¾±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©, ­® ­¥ ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ­¨¦­¥© ¯®«³°¥-¸¥²ª®©. �®«³·¥­­»¥ ¢¥°µ­¨¥ ¯®«³°¥¸¥²ª¨ ¬®£³² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ¨­²¥°¥±ª ª ´¨­¨²­»©  ­ «®£ ²¼¾°¨­£®¢»µ ±²¥¯¥­¥© ­¥° §°¥¸¨¬®±²¨. �°®¬¥²®£®, ®­¨ ¯®§¢®«¿¾² ´®°¬ «¨§®¢ ²¼ ¯®­¿²¨¥ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ±«®¢ ¨¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ³¤®¡­»© ¨­±²°³¬¥­² ¤«¿ ¨§³·¥­¨¿ ±¢®©±²¢ ª®«¬®-£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ À± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ·«¥­ Á (¨«¨ ±¡®«¥¥ £°³¡®© ¯®£°¥¸­®±²¼¾).�³±²¼ � ¨ � | ¡¥±ª®­¥·­»¥ ¤¢®¨·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨. �®¢®°¿²,·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ � ±¢®¤¨²±¿ ¯® �¼¾°¨­£³ ª ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨�, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¬­®£®«¥­²®·­ ¿ ¬ ¸¨­  �¼¾°¨­£ , ª®²®° ¿¯¥· ² ¥² ­  ¢»µ®¤­®© «¥­²¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �, ¥±«¨ ­  ¢µ®¤­®© «¥­-²¥ § ¯¨± ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ �. �²­®¸¥­¨¥ ±¢®¤¨¬®±²¨ ¯® �¼¾°¨­£³(®¡®§­ · ¥¬®¥ �T ) °¥´«¥ª±¨¢­® ¨ ²° ­§¨²¨¢­®. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ­  ¬­®-¦¥±²¢¥ ¡¥±ª®­¥·­»µ ¤¢®¨·­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°¥¤-¯®°¿¤®ª. �« ±±» ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ ((� � �) $ (� �T �) ^ (� �T �))­ §»¢ ¾² ²¼¾°¨­£®¢»¬¨ ±²¥¯¥­¿¬¨. �­¨ ®¡° §³¾² ¢¥°µ­¾¾ ¯®«³°¥-¸¥²ª³. �²  ¯®«³°¥¸¥²ª  ¯®¤°®¡­  ¨§³· « ±¼ ¢ ²¥®°¨¨ °¥ª³°±¨¨ (±¬.,­ ¯°¨¬¥°, [7]).�¯°¥¤¥«¨¬ ´¨­¨²­»©  ­ «®£ ²¼¾°¨­£®¢»µ ±²¥¯¥­¥©. � ¬¥­¨¬ ¡¥±ª®-­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ � ¨ � ¤¢®¨·­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ x ¨ y. � §³¬¥¥²±¿,¤«¿ «¾¡»µ x ¨ y ­ ©¤¥²±¿ ¬ ¸¨­  �¼¾°¨­£ M , ª®²®° ¿ ¯¥· ² ¥² ±«®¢®y, ¯®«³·¨¢ ­  ¢µ®¤ ±«®¢® x. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ­¥²°¨¢¨ «¼­®¥ ®¯°¥¤¥«¥-­¨¥, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢¢¥±²¨ ®£° ­¨·¥­¨¿ ­  ¬ ¸¨­³ M . �®²°¥¡³¥¬, ·²®¡»M ¡»«  ¯°®±²®© (²®·­¥¥, ·²®¡» ¥¥ ¯°®£° ¬¬  ¡»«  ª®°®²ª®© ¯® ±° ¢-­¥­¨¾ ±® ±«®¢ ¬¨ x ¨ y). �°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯®²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ³±«®¢­ ¿ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ K(yjx) ¡»«  ¬ « . �¥´®°¬ «¼­® £®¢®°¿, ¬»µ®²¨¬ ¢¢¥±²¨ ­  ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ µ ®²­®¸¥­¨¥, ¨¬¥¾¹¥¥ ±¬»±« À±«®¢® y¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­® ±«®¢  xÁ. �® ·²® §­ ·¨², ·²® ¢¥«¨·¨­  ª®«¬®£®-°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¬ « ? �®-¢¨¤¨¬®¬³, ­¥¢®§¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®²­®-18



¸¥­¨¥ ³±«®¢­®© ¯°®±²®²» ¤«¿ ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ±«®¢: ­¥«¼§¿ ¯°®¢¥±²¨²®·­³¾ £° ­¨¶³ ¬¥¦¤³ ±«®¢ ¬¨ À¯°®±²»¬¨ ®²­®±¨²¥«¼­® xÁ ¨ ±«®¢ ¬¨À±«®¦­»¬¨ ®²­®±¨²¥«¼­® xÁ. �³¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬¨±¢®©±²¢ ¬¨ ¨ ¢¬¥±²® ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ° ±±¬®²°¨¬ ¡¥±-ª®­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢. �£° ­¨·¨¬±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿¬¨±«®¢, ¤«¨­  ª®²®°»µ ° ±²¥² ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ «¨­¥©­®.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �¡®§­ ·¨¬ R ª« ±± ¢±¥µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¤¢®¨·-­»µ ±«®¢ x = fxng, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  c, ·²®jxnj � cn.� «¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢±¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² R.�¥¯¥°¼ ­³¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ À¯°®±²®²³Á ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ y = fyng®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxng. �®¦¥² ¯®ª § ²¼±¿ ° §³¬-­»¬ £®¢®°¨²¼, ·²® y ¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­® x, ¥±«¨ ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ª®­-±² ­²» c ¨ ¤«¿ ¢±¥µ n ¢»¯®«­¿¥²±¿ K(ynjxn) � c. �¤­ ª® ² ª®© ¯®¤µ®¤­¥ ®·¥­¼ ¨­²¥°¥±¥­. �®-¯¥°¢»µ, µ®²¥«®±¼ ¡» ±·¨² ²¼, ·²® ¥±«¨ ª ¦¤®¥yn ¥±²¼ ¯®¤±«®¢® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® xn, ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y ¯°®±² ®²­®±¨²¥«¼­® x. �® ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢»¤¥«¨²¼ ¯®¤±«®¢®, ­³¦­® ³ª § ²¼¥£® ­ · «® ¨ ª®­¥¶. � ¤«¿ ½²®£® ­³¦­  ¤®¯®«­¨²¥«¼­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿,«®£ °¨´¬¨·¥±ª¨ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² n. �®-¢²®°»µ, ² ª¨¥ ¥±²¥±²¢¥­­»¥ ±¢®©-±²¢  ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨, ª ª ±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°-¬ ¶¨¨ (0.3) ¨«¨ ±³¡ ¤¤¨²¨¢­®±²¼ (0.4) ¢»¯®«­¿¾²±¿ ²®«¼ª® ²®·­®±²¼¾¤®  ¤¤¨²¨¢­®£® ·«¥­ O(log(jxj+jyj)). � ª ·²® ¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­® ®£° ­¨-·¨¢ ²¼ ³±«®¢­³¾ ±«®¦­®±²¼ ­¥ ª®­±² ­²®©,   «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨ ° ±²³¹¥©¢¥«¨·¨­®©: K(ynjxn) = O(logn). � ­­®¥ ®²­®¸¥­¨¥ ¯°¥¤¯®°¿¤ª  ¡»«®®¯°¥¤¥«¥­® ¢ [15].�®¦­® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®²­®¸¥­¨¥ À³±«®¢­®© ¯°®±²®²»Á, ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¡®«¥¥ ±« ¡®¬³ ®£° ­¨·¥­¨¾ ­  ³±«®¢­³¾ ±«®¦­®±²¼. � -¯°¨¬¥°, ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨ ±¢¿§¥© ¬¥¦¤³ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ¨ ½­-²°®¯¨¥© �¥­­®­  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«¥§­® § ¬¥­¨²¼ «®£ °¨´¬ ­  ¢¥«¨·¨­³O(pn). �» ° ±±¬®²°¨¬ ± ¬³¾ ®¡¹³¾ ±¨²³ ¶¨¾. �³±²¼ ¤ ­  ­¥ª®²®-° ¿ ´³­ª¶¨¿ f(n) : N ! N, ª®²®° ¿ ° ±²¥² ¬¥¤«¥­­¥¥ «¨­¥©­®©, ­® ­¥¬¥¤«¥­­¥¥ «®£ °¨´¬ :f(n) = o(n) ¨ f(n) = 
(log n) ¯°¨ n!1: (0.18)�¯°¥¤¥«¥­¨¥. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ f : N ! N ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨-¿¬ (0.18). �®£¤  ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y = fyng19



f-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxng (®¡®§­ · ¥¬y �f x), ¥±«¨ K(ynjxn) = O(f(n)).�·¥¢¨¤­®, ®²­®¸¥­¨¥ �f ²° ­§¨²¨¢­® ¨ ±¨¬¬¥²°¨·­®. �» ¯®«³· ¥¬ ±¥-¬¥©±²¢® ¬­®¦¥±²¢ ± ®²­®¸¥­¨¿¬¨ · ±²¨·­®£® ¯°¥¤¯®°¿¤ª  hR;�f i ¤«¿¢±¥¢®§¬®¦­»µ ´³­ª¶¨© f .�¯°¥¤¥«¥­¨¥. � §®¢¥¬ Sf · ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢®, ¿¢«¿-¾¹¥¥±¿ ´ ª²®°¨§ ¶¨¥© hR;�f i ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ (x �y)$ ((x �f y) ^ (y �f x)):� ¬¥· ­¨¥. � ¨¡®«¥¥ ¢ ¦¥­ ±«³· © f(n) = log n. �«¿ ª° ²ª®±²¨ ¬»¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¿ S ¨ hR;�i ¢¬¥±²® Slogn ¨ hR;�log ni ±®-®²¢¥²±²¢¥­­®. �» ² ª¦¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ À¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y = fxng¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxngÁ ¢¬¥±²® À¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¼ y = fyng (logn)-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨x = fxngÁ.�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ Sf ¨¬¥¥²±¿ ­ ¨¬¥­¼¸¨© ½«¥¬¥­². �²® ª« ±± ½ª¢¨¢ -«¥­²­®±²¨, ±®¤¥°¦ ¹¨© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯³±²»µ ±«®¢ � = �; �; : : :�» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© (0.18), Sf¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²ª®©. �®ª § ²¥«¼-±²¢® ²®£®, ·²® «¾¡»¥ ¤¢  ½«¥¬¥­²  ¢ Sf ¨¬¥¾² ²®·­³¾ ¢¥°µ­¾¾ £° ­¼(². ¥. Sf ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©), ²°¨¢¨ «¼­®. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥,±´®°¬³«¨°³¥¬ ¤ ­­»© ´ ª² ¢ ¢¨¤¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 4. � ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® Sf ¿¢«¿¥²±¿¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©.�±­®¢­»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ¤ ­­®© £« ¢» ¿¢«¿¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®,·²® ­¥ª®²®°»¥ ¯ °» ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ Sf ­¥ ¨¬¥¾² ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨.�» ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢¥ ª®­±²°³ª¶¨¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ¯®«³· ²¼ ¯ °» ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¥©, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨. �¥°¢ ¿ ª®­±²°³ª¶¨¿¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®¢ ­  ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4. �­  ¯®§¢®«¨² ±²°®¨²¼¯ °» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©, ­¥ ¨¬¥¾¹¨© ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨ ¢ Sf , ¯°¨³±«®¢¨¨ f(n) = o(pn).�¥®°¥¬  4. �±«¨ f(n) = o(pn) ¨ f(n) = 
(log n), ²® ¢ Sf ±³¹¥±²¢³¾²¯ °» ½«¥¬¥­²®¢, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨.20



�²®° ¿ ª®­±²°³ª¶¨¿ ³­¨¢¥°± «¼­ , ². ¥. ®­  ¯®§¢®«¿¥² ¯®«³· ²¼ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨, ¤«¿ «¾¡®© Sf . �»¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¥© ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 5.�¥®°¥¬  5. �«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f : N ! N, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© (0.18), ¢Sf ±³¹¥±²¢³¥² ¯ °  ½«¥¬¥­²®¢, ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨.�®°¬ «¼­® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 4 ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» 5. �®¬» ¯°¨¢®¤¨¬ ®²¤¥«¼­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¢®©, ¬¥­¥¥ ®¡¹¥© ²¥®°¥¬»,¯®±ª®«¼ª³ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¿ ¢ ¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¯°¥¤-±² ¢«¿²¼ ± ¬®±²®¿²¥«¼­»© ¨­²¥°¥±. �°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­®¥ ° ±-±¬®²°¥­¨¥ ¯¥°¢®©, ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ª®­±²°³ª¶¨¨ ¯®§¢®«¨² ±¤¥« ²¼ ¡®«¥¥¿±­»¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ®¡¹¥© ²¥®°¥¬» 5.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® f(n), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¥£® (0.18), Sf ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­¨¦­¥©¯®«³°¥¸¥²ª®©. � ±«¥¤³¾¹¥© £« ¢¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²®«¼ª® ¯®«³-°¥¸¥²ª³ S, ¯®±ª®«¼ª³ ­ ¨¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ª ¦¥²±¿ ¨§³·¥­¨¥ ±¢®©±²¢ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ À± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ±« £ ¥-¬®£®Á. � ¬¥²¨¬, ®¤­ ª®, ·²® ¢±¥ ¤ «¼­¥©¸¨¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¬®£³² ¡»²¼¯¥°¥­¥±¥­» ­  ±«³· © ¯°®¨§¢®«¼­®© Sf ¯®·²¨ ¤®±«®¢­®.� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-±²¥© x, y ¨§ R ª ª ²®·­³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¼ ¤«¿ ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨x ¨ y ¢ S. � ª ¯®ª §»¢ ¾² ²¥®°¥¬» 4 ¨ 5, ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¬®-¦¥² ­¥ ¨¬¥²¼ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨. � £« ¢¥ 4 ¬» ¯®¤°®¡­® ° ±±¬®²°¨¬¤°³£³¾ ±¨²³ ¶¨¾: ¡³¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ ¯ ° ¬¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x,y, ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ²®·­³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¼ � (­³«¥¢³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¼).�°¨ ½²®¬ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ I(xn : yn) ¬®¦¥² ¡»²¼ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª .�°¥¦¤¥ ·¥¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ®±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» £« ¢» 4, ¯°¨¢¥-¤¥¬ ¬®²¨¢¨°®¢ª³ ¢¢¥¤¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �­ · «  ° ±-±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨© ¯°¨¬¥°. �³±²¼ ±«®¢® x ¿¢«¿¥²±¿ ª®­ª ²¥­ ¶¨¥©±«®¢ p ¨ r,   ±«®¢® y { ª®­ª ²¥­ ¶¨¥© ±«®¢ q ¨ r.x = pr; y = qr�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ²°¨ ±«®¢  p, q ¨ r ¢»¡° ­» ±«³· ©­»¬¨ ¨ ­¥§ ¢¨-±¨¬»¬¨, ¨ ¨µ ¤«¨­» ° ¢­» n. �®£¤  ±«®¦­®±²¨ ±«®¢ x ¨ y ° ¢­» 2n,  ¨µ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ° ¢­  n. �²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨­²³¨¶¨¨: ³ ±«®¢x ¨ y ¥±²¼ ®¡¹ ¿ · ±²¼ r, ¨ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ° ¢­  ±«®¦­®±²¨ ½²®©®¡¹¥© · ±²¨. �«®¢® r À¬ ²¥°¨ «¨§³¥²Á ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ x ¨ y.21



�¥´®°¬ «¼­® ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ±«®¢ x ¨ y ª ª¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ±«®¦­®±²¼ ² ª®£® z, ·²® z ¨¬¥¥² ¬ «³¾ ±«®¦­®±²¼ ®²-­®±¨²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y. � ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥ ®¡¹ ¿¨­´®°¬ ¶¨¿ ¡»«  ° ¢­  ±«®¦­®±²¨ r ¨ ±®¢¯ ¤ «  ± ¢¥«¨·¨­®© ¢§ ¨¬­®©¨­´®°¬ ¶¨¨.�¥²°³¤­® ¯®ª § ²¼, ·²® ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¯ °» ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡®«¼-¸¥ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤«¿ «¾¡»µ ±«®¢ x, y, z ¢»¯®«-­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®K(z) � K(zjx) +K(zjy) + I(x : y) +O(logn)(¬» ¤®ª ¦¥¬ ¤ ­­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢ «¥¬¬¥ 12). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¥±«¨ ³±«®¢-­»¥ ±«®¦­®±²¨ z ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y ¬ «», ²® ±«®¦­®±²¼z ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ¬­®£® ¡®«¼¸¥ I(x : y). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡¹ ¿ ¨­-´®°¬ ¶¨¿ ¯ °» ± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¬ «®£® ±« £ ¥¬®£® ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¥¥¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨.� [9] ¡»« ° ±±¬®²°¥­ ¢®¯°®±: ¬®¦¥² «¨ ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¤¢³µ ±«®¢¡»²¼ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ ¢§ ¨¬­®©? � · ¨ ��¥°­¥° ¤ «¨ ¯®«®¦¨²¥«¼­»© ®²¢¥²­  ¤ ­­»© ¢®¯°®±. �¤­ ª® ·²®¡» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ²®·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥,­¥®¡µ®¤¨¬® ³²®·­¨²¼ ¯®­¿²¨¥ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �«¿ ½²®£® ¯°¥¦¤¥¢±¥£® ­³¦­® ¯®¿±­¨²¼, ·²® §­ ·¨², ·²® ­¥ª®²®°®¥ ±«®¢® z «¥£ª® ¯®«³-·¨²¼ ¯® ±«®¢³ x ¨ ¯® ±«®¢³ y (². ¥. ³±«®¢­»¥ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨K(zjx) ¨ K(zjy) ¬ «»). �» ¯¥°¥©¤¥¬ ®² ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ±«®¢ ª ¡¥±ª®-­¥·­»¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿¬. �´®°¬³«¨°³¥¬ °¥§³«¼² ² � ·  ¨ ��¥°­¥° ¢ ²¥°¬¨­ µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©.�¥®°¥¬  6. [9] �³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ xn, yn,·²® K(xn) = n+ o(n); K(yn) = n + o(n) I(xn : yn) = an+ o(n);(a { ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² ), ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨±«®¢ zn, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾K(znjxn) = o(n); K(znjyn) = o(n);¢»¯®«­¥­® K(zn) = o(n).� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢³¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢, ³ ª®²®°»µ ­¥«¼§¿¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾. �®«¥¥ ²®£®, ²¥®°¥¬  6 ³²¢¥°-¦¤ ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ xn, yn, ³ ª®²®°»µ ­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼22



¤ ¦¥ · ±²¼ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ xn ¨ yn. �®·­¥¥, ¢¥«¨·¨­  ¬ ²¥°¨ «¨-§³¥¬®© ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¡¥±ª®­¥·­® ¬ «  ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± n.� [9] ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ­¥ª®²®°»© ª« ±± ¯°¨¬¥°®¢ ¯ ° hxn; yni, ®¡« ¤ ¾-¹¨µ ±´®°¬³«¨°®¢ ­­»¬ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢®¬. �°¨ ½²®¬ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¯®-§¢®«¿¥² ±²°®¨²¼ ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xn, yn ¤«¿ «¾¡»µ §­ ·¥­¨©¯ ° ¬¥²°  a (0 < a < 1), ². ¥. ¬®¦­® ³ª § ²¼ ² ª¨¥ xn ¨ yn, ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­-´®°¬ ¶¨¿ ª®²®°»µ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª  (a ¡«¨§ª® ª ¥¤¨­¨¶¥), ­® ¤ ¦¥ ¥¥ ¬ « ¿· ±²¼ ­¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ­ .� ° ¡®²¥ [9] ­¥ ¯°®¢®¤¨« ±¼ ²®·­ ¿ ®¶¥­ª  ®±² ²®·­»µ ·«¥­®¢. �®, ­ «¨§¨°³¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®, ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ²¥®°¥¬  6 ®±² ­¥²-±¿ ¢¥°­®©, ¥±«¨ ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ § ¬¥­¨²¼ ·«¥­» o(n) ­  O(pn) (¨«¨­  O(f(n)), £¤¥ f(n) { «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ±²³¹ ¿ ¡»±²°¥¥ pn, ­® ¬¥¤-«¥­­¥¥ n: f(n) = o(n); f(n) = 
(pn)). �¤­ ª®, ª ª ¬» ¢¨¤¥«¨ ¢»¸¥,¢ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿µ ® ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¥±²¥±²¢¥­­® ´®°¬³«¨°®-¢ ²¼ ° ¢¥­±²¢  ± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ·«¥­ . �®½²®¬³ ª -¦¥²±¿ ¨­²¥°¥±­»¬ ° ±±¬®²°¥²¼ ³±¨«¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 6,   ¨¬¥­­®, ¤®ª § ²¼¥¥, § ¬¥­¨¢ ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ·«¥­» o(n) ­  O(logn). �®«¥¥ ´®°¬ «¼­®,¥±²¥±²¢¥­­»¬ ³±¨«¥­¨¥¬ ²¥®°¥¬» � ·  ¨ ��¥°­¥°  ¿¢«¿¥²±¿�¥®°¥¬  7. [5, 13] �«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f(n) ² ª®©, ·²® f(n) = o(n) ¨f(n) = 
(log n), c³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ xn, yn,·²®K(xn) = n+O(f(n)); K(yn) = n +O(f(n)); I(xn : yn) = an+O(f(n))(a { ­¥ª®²®° ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² ), ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ zn, ª®²®° ¿ f-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y, ¢»¯®«­¥­®K(zn) = O(f(n)).� ° ¡®² µ [5, 13] ¡»«® ¯®«³·¥­® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7 ¤«¿ ¯°®¨§-¢®«¼­®£® §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  a ¨§ ¨­²¥°¢ «  (0; 1). � [15, 16] ° ±±¬ -²°¨¢ «¨±¼ ¤°³£¨¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤ ­­®© ²¥®°¥¬» ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ±¯¥-¶¨ «¼­»µ §­ ·¥­¨© a.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® a < 1 ¬®¦­® ­ ©²¨ ² ª¨¥ ±«®¢  xn ¨yn, ·²® ¨µ ±«®¦­®±²¨ ¯°¨¬¥°­® ° ¢­» n, ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ¯°¨-¬¥°­® ° ¢­  an, ¨ ¨µ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼.�­. �. �³·­¨ª®¬ ¡»« ¯®±² ¢«¥­ ¢®¯°®±: ¯°¨ ª ª¨µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²° a ¤«¿ ª ¦¤®£® xn ±«®¦­®±²¨ n ¬®¦­® ¯®¤®¡° ²¼ yn ±«®¦­®±²¨ n ² ª®¥,·²® ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ I(xn : yn) ¯°¨¬¥°­® ° ¢­  an, ­® ¥¥ ­¥«¼§¿23



¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼? �®«¥¥ ²®·­®, ¤«¿ ª ª¨µ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²°  a ¨¬¥¥²¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±¨«¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 7.�¥®°¥¬  8. �³±²¼ f(n) { ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ·²® f(n) = o(n) ¨ f(n) =
(logn), ¨ xn { ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ·²® K(xn) = n +O(f(n)).�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ yn ² ª ¿, ·²®K(yn) = n +O(f(n)); I(xn : yn) = an+O(f(n));¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ zn, ª®²®° ¿ f-¯°®±²  ®²­®±¨-²¥«¼­® x ¨ y, ¢»¯®«­¥­® K(zn) = O(f(n)).�«¿ a = 1=2 ¤ ­­ ¿ ²¥®°¥¬  ¡»«  ¤®ª § ­  ¢ [13].� ´®°¬³«¨°®¢ª µ ²¥®°¥¬ 7 ¨ 8 ¬» ¨§¡¥£ «¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ¯®­¿²¨¿À®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿Á. �¬¥±²® ½²®£® ¬» £®¢®°¨«¨ ® À­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®-±²¨ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨Á. � ±±¬®²°¨¬ ®¤­³ ¨§ ¢®§¬®¦­»µ ´®°¬ «¨-§ ¶¨© ¯®­¿²¨¿ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¨ ¯¥°¥´®°¬³«¨°³¥¬ ° ±±¬®²°¥­­»¥²¥®°¥¬» ¢ ­®¢»µ ²¥°¬¨­ µ. �«¿ ½²®£® ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¯®«³°¥¸¥²ª®©S, ¢¢¥¤¥­­®© £« ¢¥ 3.�¯°¥¤¥«¥­¨¥. � §®¢¥¬ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x ¨y ¨µ ²®·­³¾ ­¨¦­¾¾ £° ­¼ ¢ ¯®«³°¥¸¥²ª¥ S.(�­ «®£¨·­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¬®¦­® ¤ ²¼, § ¬¥­¨¢ ´³­ª¶¨¾ log n ­  ¯°®-¨§¢®«¼­³¾ f(n), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ (0.18),   ¯®«³°¥¸¥²ª³ S ­  Sf .) �­®¢»µ ²¥°¬¨­ µ ²¥®°¥¬  4 (¤«¿ ±«³· ¿ f(n) = log n) ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²®­¥ ¢±¿ª ¿ ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¨¬¥¥² ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾. � «¥¥,¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® x ¨ y ¨¬¥¾² ­³«¥¢³¾ ®¡¹³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾, ¥±«¨ ¨µ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¼¾ ¢ S ¿¢«¿¥²±¿ � (­ ¨¬¥­¼¸¨© ½«¥¬¥­² ¢ S). � ª¨¬®¡° §®¬, ²¥®°¥¬³ 7 ¤«¿ ±«³· ¿ f(n) = log n ¬®¦­® ¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ ²¼±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ±³¹¥±²¢³¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x ¨ y ² ª¨¥, ·²®I(xn : yn) = an+O(logn) (a > 0), ­® ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ x ¨ y ­³«¥¢ ¿.�®®²¢¥²±²¢¥­­®, ²¥®°¥¬  8 ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¨ x ² ª®©, ·²® K(xn) = n + O(logn), ¨ «¾¡®£® a 2 (0; 1) ­ ©¤¥²±¿² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y, ·²®K(yn) = n+O(logn); I(xn : yn) = an+O(logn);  ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ x ¨ y ­³«¥¢ ¿.� ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ¬¥²®¤ , ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ¤®ª §»-¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ 8 ¤«¿ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡«¨§ª¨µ ª ¥¤¨­¨¶¥ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²° 24



a. � ° §¤¥«¥ 4.1 ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯¥°¢»© ¨§ ­¨µ. �­ ®±­®¢ ­ ­  ±¢®©±²¢ µP -±«³· ©­»µ ¯ ° ¤«¿ ¤¢³¬¥°­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨© P ®±®¡®£® ¢¨¤ . � ­­®¥±¥¬¥©±²¢® ¯ ° ¿¢«¿¥²±¿ · ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ª« ±±  ¯°¨¬¥°®¢, ° ±±¬ ²°¨-¢ ¢¸¨µ±¿ ¢ [9]. �» ¤ ¤¨¬ ¤«¿ ¤ ­­»µ ¯ ° ­®¢®¥, ¡®«¥¥ ¯°®±²®¥ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®±²¨ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �®¢»© ¬¥²®¤¯®§¢®«¿¥² ³«³·¸¨²¼ ®¶¥­ª³ ­  ¢¥«¨·¨­³ ¢»¤¥«¿¥¬®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ (¨,²¥¬ ± ¬»¬, ¯®«³·¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 7 ¨ ²¥®°¥¬» 8).�° ²ª® ®¯¨¸¥¬ ¤ ­­³¾ ª®­±²°³ª¶¨¾. �³¤¥¬ ¡° ²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ x, y¯ °³, ±«³· ©­³¾ ®²­®±¨²¥«¼­® ¤¢³¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±¯¥¶¨ «¼-­®£® ¢¨¤ . �» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® a 2 (0; 1) ¬®¦­® ¯°¥¤º¿¢¨²¼² ª®¥ ¤¢³¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P , ·²® ¢±¿ª ¿ P -±«³· ©­ ¿ ¯ °  ³¤®-¢«¥²¢®°¿¥² ²°¥¡®¢ ­¨¾ ²¥®°¥¬» 7 ¯°¨ ¤ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ ¯ ° ¬¥²°  a.�®±ª®«¼ª³ ¤«¿ «¾¡®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±³¹¥±²¢³¾² P -±«³· ©­»¥ ª®°-²¥¦¨, ¬» ¯®«³· ¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7.� ¯®¬®¹¼¾ ¤ ­­®© ª®­±²°³ª¶¨¨ ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ 2 ¨§ £« ¢» 1 ¬» ¤®-ª ¦¥¬ ² ª¦¥ ¨ ²¥®°¥¬³ 8 (¤«¿ «¾¡»µ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²°  a 2 (0; 1)).� ° §¤¥«¥ 4.2 ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¢²®°®© ¬¥²®¤ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥-®°¥¬ 7 ¨ 8. �­ ®±­®¢ ­ ­   «£¥¡° ¨·¥±ª®© ª®­±²°³ª¶¨¨, ®¡®¡¹ ¾¹¥©¬¥²®¤, ¨±¯®«¼§®¢ ­­»© ¢ [13]. � ª ·¥±²¢¥ xn ¨ yn ¬» ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ¯ °»±«³· ©­»µ ®°²®£®­ «¼­»µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ m-¬¥°­®¬ ¯°®-±²° ­±²¢¥ ­ ¤ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ Fn (¢ [13] ° ±±¬ ²°¨¢ « ±¼ ¤ ­­ ¿ ª®­-±²°³ª¶¨¿ ¤«¿ k = 1, m = 2). �» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ k < m=2 ¤ ­­»¥ ¯ °»³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²°¥¡®¢ ­¨¾ ²¥®°¥¬» 7. �»¡¨° ¿ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢k ¨ m, ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  a ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡«¨§ª¨¬ ª¥¤¨­¨¶¥. � ¯®¬®¹¼¾ ¤ ­­®© ª®­±²°³ª¶¨¨ ¬» ¯®«³·¨¬ ² ª¦¥ ¥¹¥ ®¤­®¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 8.� ¬¥· ­¨¥. �®­±²°³ª¶¨¨ ¨§ ° §¤¥«®¢ 4.1 ¨ 4.2 ¬®£³² ¤ ¢ ²¼ ¯ °»hxn; yni, ¨¬¥¾¹¨¥ ®¤¨­ ª®¢»¥ §­ ·¥­¨¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©K(xn), K(yn) ¨ K(xn; yn). � ²¥, ¨ ¤°³£¨¥ ¯ °» ¨¬¥¾² ­³«¥¢³¾ ®¡¹³¾¨­´®°¬ ¶¨¾. �¤­ ª® ¬®¦­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ½²¨ ¯ °» ®²«¨· ¾²-±¿ ¤°³£¨¬¨, ¡®«¥¥ ²®­ª¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨, ±¢¿§ ­­»¬¨ ± ¢»¤¥«¿¥¬®±²¼¾¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. �®§¬®¦­®, ¤ ­­»¥ ¯ °» ¨¬¥¾² ° §­»¥ ±«®¦-­®±²­»¥ ¯°®´¨«¨ (¯®­¿²¨¥ ±«®¦­®±²­®£® ¯°®´¨«¿ ¯ °» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿¢ [15]). � [15] ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ­¥ª®²®°»¥ ®¶¥­ª¨ ¤«¿ ±«®¦­®±²­®£® ¯°®-´¨«¿ ¯ °» ®°²®£®­ «¼­»µ ¯°®±²° ­±²¢. � ±®¦ «¥­¨¾, ­¥²°¨¢¨ «¼­»¥®¶¥­ª¨ ¤«¿ ±«®¦­®±²­»µ ¯°®´¨«¥© P -±«³· ©­»µ ¯ ° ­¥¨§¢¥±²­».�®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£. � £« ¢¥ 4 ¬» ´®°¬³«¨°³¥¬ ¢ ²¥°¬¨­ µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-25



­®±²¥© ±«®¢ ²¥®°¥¬³ � ·  ¨ ��¥°­¥°  ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨ ¯ ° ±«®¢ ± ­¥¢»¤¥-«¿¥¬®© ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¥©. �» ¯°¨¢®¤¨¬ ¤¢¥ ­®¢»¥ ª®­±²°³ª¶¨¨,¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ¤®ª §»¢ ²¼ ¤ ­­³¾ ²¥®°¥¬³ ± «®£ °¨´¬¨·¥±ª®© ®¶¥­ª®©­  ¢¥«¨·¨­³ ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¥©. �°¨ ½²®¬ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¯®«®¦¨²¥«¼-­»© ®²¢¥² ­  ¢®¯°®± �­. �. �³·­¨ª .�¢²®° ¯®«¼§³¥²±¿ ±«³· ¥¬, ·²®¡» ¢»° §¨²¼ ±¢®¾ ¡« £®¤ °­®±²¼¯°®´. �. �. �¥°¥¹ £¨­³ §  ¯®±² ­®¢ª³ § ¤ ·, ­ ³·­®¥ °³ª®¢®¤±²¢® ¨¢­¨¬ ­¨¥ ª ° ¡®²¥,   ² ª¦¥ �. �. �¥­¾ ¨ �­. �. �³·­¨ª³ §  ¯®«¥§­»¥®¡±³¦¤¥­¨¿.
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�±¯®«¼§³¥¬»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿� �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ±«®¢  (ª®­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¡³ª¢ § ¤ ­-­®£® ª®­¥·­®£®  «´ ¢¨² ) ±²°®·­»¬¨ « ²¨­±ª¨¬¨ ¡³ª¢ ¬¨ x, y,z,: : : �«¨­³ ±«®¢  x (ª®«¨·¥±²¢® ¡³ª¢ ¢ x) ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ jxj.�³±²®¥ ±«®¢® ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ".� x = fxng, y = fyng, z = fzng, : : : { ¡¥±ª®­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨±«®¢.� hx1; x2; : : : ; xni { ª®°²¥¦ ¤¢®¨·­»µ ±«®¢; ±·¨² ¥¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ­¥-ª®²®°³¾ ¢»·¨±«¨¬³¾ ­³¬¥° ¶¨¾ ¢±¥µ ª®­¥·­»µ ª®°²¥¦¥© ±«®¢.� �, �, 
, . . . { ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­». �±¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ° ±±¬ -²°¨¢ ¥¬»¥ ¢ ° ¡®²¥, ¨¬¥¾² ª®­¥·­³¾ ®¡« ±²¼ §­ ·¥­¨©.� K(x) { ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ±«®¢  x.� K(x1; x2; : : : ; xn) { ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ª®°²¥¦  ±«®¢hx1; x2; : : : ; xni:� K(xjy) { ³±«®¢­ ¿ ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ±«®¢  x ®²­®±¨²¥«¼­®±«®¢  y.� K(x1; x2; : : : ; xnjy1; y2; : : : ; ym) { ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ª®°²¥¦ hx1; x2; : : : ; xni ®²­®±¨²¥«¼­® ª®°²¥¦  hy1; y2; : : : ; ymi.� I(x : y) := K(y)�K(yjx) { ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«®¢ x ¨ y.� I(x : yjz) := K(yjz) � K(yjx; z) { ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«®¢ x ¨y ®²­®±¨²¥«¼­® z;  ­ «®£¨·­® ®¡®§­ · ¥²±¿ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ª®°²¥¦¥© ±«®¢ (®²­®±¨²¥«¼­® ª®°²¥¦¥© ±«®¢).27



� H(�) { ½­²°®¯¨¿ �¥­­®­  ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» �; ¥±«¨ ±«³· ©­ ¿¢¥«¨·¨­  � ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ a1,. . . ,an, ²®H(�) := � nXi=1 Prob[� = ai] � log (Prob[� = ai]) :�±«¨ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» �, � ¨¬¥¾² ­¥ª®²®°®¥ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±-¯°¥¤¥«¥­¨¥, ¯°¨·¥¬ � ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ a1; : : : ; an,   � ¯°¨­¨¬ ¥²§­ ·¥­¨¿ b1; : : : ; bm, ²® ³±«®¢­ ¿ ½­²°®¯¨¿ � ®²­®±¨²¥«¼­® � ®¯°¥¤¥-«¿¥²±¿ ª ªH(�j�) := �Xi;j Prob[� = ai; � = bj] � log (Prob[� = bjj� = ai]) :� I(� : �) := H(�)�H(�j�) { ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨-·¨­ � ¨ �;� �³±²¼ hx1; x2 : : : ; xki { ª®°²¥¦ ±«®¢, V = fi1; : : : ; irg � f1; : : : ; kg {­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢; ®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ xV ª®°²¥¦ hxi1 ; xi2; : : : ; xiri. �­ -«®£¨·­®¥ ®¡®§­ ·¥­¨¥ ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ª®°²¥¦¥© ±«³· ©­»µ¢¥«¨·¨­ ¨ ª®°²¥¦¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢.� �±«¨ a ¨ b «¨­¥©­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¢ «¨­¥©­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ L,¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ (a � b) ±³¬¬³ («¨­¥©­³¾ ®¡®«®·ª³) ¤ ­­»µ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢.� �³±²¼ faig { ±¥¬¥©±²¢® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥L.�¡®§­ ·¨¬ Li ai ±³¬¬³ («¨­¥©­³¾ ®¡®«®·ª³) ¢±¥µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¤ ­­®£® ±¥¬¥©±²¢ .� �«¿ ´³­ª¶¨© f : N ! N, g : N ! N, ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ±² ­¤ °²-­»¥  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿:f(n) = O(g(n)) 
 9C 9N 8n � N jf(n)j � Cjg(n)j;f(n) = 
(g(n)) 
 9c > 0 9N 8n � N jf(n)j � cjg(n)j;f(n) = �(g(n)) 
 9c; C > 0 9N 8n � N cjg(x)j � jf(n)j � Cjg(n)j;f(n) = o(g(n)) 
 8c 9N 8n � N jf(n)j � cjg(n)j� �¥«³¾ · ±²¼ ·¨±«  r ±­¨§³ ¨ ±¢¥°µ³ ¡³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ brc ¨ dre±®®²¢¥²±²¢¥­­®.� �±¥ «®£ °¨´¬» ¢ ±² ²¼¥ ¡¥°³²±¿ ¯® ®±­®¢ ­¨¾ 2.28



�« ¢  1.P-²¨¯¨·­®±²¼ ¨ P-±«³· ©­®±²¼� ¤ ­­®© £« ¢¥ ¬» ¤ ¤¨¬ ®±­®¢­»¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ­¥±ª®«¼ª®²¥µ­¨·¥±ª¨µ «¥¬¬. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¬» ¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ 1. �²¢¥°¦¤¥­¨¥½²®© «¥¬¬» ¢ ²®© ¨«¨ ¨­®© ´®°¬¥ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢® ¢±¥µ ° -¡®² µ ¯® ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨. �  ½²®¬ ¯°®±²®¬ ª®¬¡¨­ ²®°­®¬´ ª²¥ ¢ ª®­¥·­®¬ ¨²®£¥ ®±­®¢ ­® «¾¡®¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨. �¥¬¬  ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® ¥±«¨ ¬­®¦¥±²¢® ±«®¢ A ¨¬¥¥² ¯°®-±²®¥ ®¯¨± ­¨¥, ²® ¢±¥ ±«®¢  ¨§ ¤ ­­®£® ¬­®¦¥±²¢  ¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ ­¥­ ¬­®£® ¡®«¼¸¥ log jAj; ª°®¬¥ ²®£®, ¢ A ­ ©¤¥²±¿ µ®²¿ ¡» ®¤­® ±«®¢® ±®±«®¦­®±²¼¾ ­¥ ¬¥­¥¥ log jAj. �²®¡» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ±²°®-£®, ­¥®¡µ®¤¨¬® ³²®·­¨²¼, ·²® §­ ·¨², ·²® ¬­®¦¥±²¢® A ¨¬¥¥² ¯°®±²®¥®¯¨± ­¨¥. � ¬ ¡³¤¥² ³¤®¡­® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® § ¤ ­® ¶¥«®¥ ±¥¬¥©±²¢®¬­®¦¥±²¢ An, ¨ ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ±¯¨±ª  ½«¥¬¥­²®¢ n-®£® ¬­®¦¥±²¢  ¤®±² -²®·­® ¨¬¥²¼ «®£ °¨´¬¨·¥±ª³¾ ¯® n ¨­´®°¬ ¶¨¾.�¥¬¬  1. �³±²¼ § ¤ ­® ±¥¬¥©±²¢® ª®­¥·­»µ ¬­®¦¥±²¢ An, n =1; 2; : : :, ½«¥¬¥­² ¬¨ ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ±«®¢  ¢ ­¥ª®²®°®¬  «´ ¢¨²¥.�³±²¼ ¯°¨ ½²®¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ±¯¨±®ª ±«®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ An, ¬®¦¥²¡»²¼ ¯®°®¦¤¥­  «£®°¨²¬®¬ ° §¬¥°  O(logn) (¨­ ·¥ £®¢®°¿, ª®«¬®£®-°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ª®°²¥¦ , ±®±² ¢«¥­­®£® ¨§ ¢±¥µ ±«®¢ ¬­®¦¥±²¢ An ¢ «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª®¬ ¯®°¿¤ª¥, ° ¢­  O(logn)). �®£¤  ±«®¦­®±²¼«¾¡®£® ±«®¢  ¨§ An ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² log jAnj+O(logn); ª°®¬¥ ²®£®, ¤«¿ª ¦¤®£® n ­ ©¤¥²±¿ ±«®¢® xn 2 An ±«®¦­®±²¨ ­¥ ¬¥­¼¸¥ log jAnj.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �­ · «  ¤®ª ¦¥¬ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬».�³±²¼ ±«®¢® xn ¯°¨­ ¤«¥¦¨²An. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ xn ¬®¦­® ¤¥©±²¢®¢ ²¼±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ±­ · «  ­ ©¤¥¬ ±¯¨±®ª ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢ An,   § ²¥¬ ¢»¡¥°¥¬ ¨§ ½²®£® ±¯¨±ª  ­³¦­®¥ ±«®¢®. �® ³±«®¢¨¾ «¥¬¬»±«®¦­®±²¼ ¯®°®¦¤¥­¨¿ ±¯¨±ª  ¢±¥µ ½«¥¬¥­²®¢ An ° ¢­  O(logn). � «¥¥29



®±² ¥²±¿ ³ª § ²¼ ­®¬¥° ±«®¢  xn ¢ ±¯¨±ª¥ ½«¥¬¥­²®¢ An. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(xn) � log jAnj+O(logn).�®ª ¦¥¬ ¢²®°®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬». �³¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢® ¬­®-¦¥±²¢¥ An ­ ©¤¥²±¿ ½«¥¬¥­² ±«®¦­®±²¨ ­¥ ¬¥­¥¥ log jAnj. � ¬¥²¨¬, ·²®·¨±«® ±«®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ±«®¦­®±²¼ ¬¥­¼¸¥ ­¥ª®²®°®£® ·¨±«  C, ­¥ ¡®«¼¸¥,·¥¬ ·¨±«® ¯°®£° ¬¬ ¤«¨­» ¬¥­¥¥ C. � ·¨±«® ¯°®£° ¬¬ ¤«¨­» ¬¥­¥¥ C±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¨§ ·¨±«  ¯°®£° ¬¬ ¤«¨­» 0, 1, . . . , (C � 1) ¨ ° ¢­®1 + 2 + 22 + : : : + 2C�1 = 2C � 1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ·¨±«® ±«®¢ ±«®¦­®±²¨ ¬¥­¼¸¥ log jAnj ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²jAnj � 1. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, µ®²¿ ¡» ®¤­® ±«®¢® ¨§ An ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ­¥¬¥­¼¸¥ log jAnj. 2� ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°¨¬¥°®¢ ¯°¨¬¥­¥­¨¿ «¥¬¬» 1.�°¨¬¥° 1. �³±²¼ ¬­®¦¥±²¢® An ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ¤«¨-­» n. �°¨¬¥­¿¿ «¥¬¬³ 1, § ª«¾· ¥¬, ·²® ª ¦¤®¥ ±«®¢® ¤«¨­» n ¨¬¥¥²±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ n+O(logn), ¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ­ ©¤¥²±¿ ±«®¢® ¤«¨­»n ±® ±«®¦­®±²¼¾ ­¥ ¬¥­¥¥ n.�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¤ ­­®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¬®¦­® ³±¨«¨²¼,§ ¬¥­¨¢ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¥ ±« £ ¥¬®¥ ­  ª®­±² ­²³, ². ¥. ¬®¦­® ¤®ª § ²¼,·²® ±«®¦­®±²¼ «¾¡®£® ¤¢®¨·­®£® ±«®¢  ¤«¨­» n ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² n+O(1).�°¨¬¥° 2. �³±²¼ p1; p2; : : : ; pk { ¯®«®¦¨²¥«¼­»¥ ·¨±« , ¨ ¨µ ±³¬¬  ° ¢-­  1. �³±²¼ ² ª¦¥ C { ­¥ª®²®° ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² . �¯°¥¤¥«¨¬±¥¬¥©±²¢® ¬­®¦¥±²¢ An. � ¦¤®¥ An ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ±«®¢  ¢  «´ ¢¨-²¥ ¨§ k ¡³ª¢. �³¤¥¬ ®¡®§­ · ²¼ ·¥°¥§ m1(x); : : : ;mk(x) ·¨±«® ¢µ®¦¤¥­¨©¢ ±«®¢® x ±®®²¢¥²±²¢¥­­® 1-®©,. . . , k-®© ¡³ª¢  «´ ¢¨² . �­®¦¥±²¢® An¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ²¥ ¨ ²®«¼ª® ²¥ ±«®¢  x ¤«¨­» n, ¤«¿ ª®²®°»µjmi(x) � npij � C; i = 1; 2 : : : ; k: (1.1)�® ¥±²¼ An ±®±²®¨² ¨§ ±«®¢, ¢ ª®²®°»µ ¤®«¨ ¡³ª¢ ¡«¨§ª¨ p1; : : : ; pk.�«¿ ª ¦¤®£® n ¨¬¥¥²±¿ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® ­ ¡®°®¢ ·¨±¥« m1,. . . ,mk, ¤ -¾¹¨µ ¢ ±³¬¬¥ n ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ (1.1). � ¬¥²¨¬, ·²® ·¨±«® ² ª¨µ­ ¡®°®¢ ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²», ®¯°¥¤¥«¿¥¬®© ·¨±« ¬¨C ¨ k (­® ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² n). � ´¨ª±¨°³¥¬ ®¤¨­ ¨§ ² ª¨µ ­ ¡®°®¢hm1; : : : ;mki. �®«¨·¥±²¢® ±«®¢ ¤«¨­» n, ±®¤¥°¦ ¹¨µ mi ¢µ®¦¤¥­¨© i-®©¡³ª¢»  «´ ¢¨²  (¤«¿ i = 1; : : : ; k), ° ¢­®S = n!m1!m2! : : : mk! (1.2)30



�±¯®«¼§³¿ ´®°¬³«³ �²¨°«¨­£ , ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®logS = �nX min log min +O(logn):(�®­±² ­²  ¯¥°¥¤ «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨¬ ·«¥­®¬ § ¢¨±¨² ®² C ¨ k.) �·¨²»-¢ ¿ (1.1), ¯®«³· ¥¬log S = �(�pi log pi)n+O(logn): (1.3)�®±ª®«¼ª³ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ¨¬¥¥²±¿ O(1) ­ ¡®°®¢ ·¨±¥« hm1; : : : ;mki, ³¤®-¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ (1.1), «®£ °¨´¬ ·¨±«  ½«¥¬¥­²®¢ ¢ An ¬®¦¥² ®²«¨· ²¼±¿®² (1.3) «¨¸¼ ­   ¤¤¨²¨¢­³¾ ª®­±² ­²³. � ª¨¬ ®¡° §®¬,log jAnj = �(�pi log pi)n+O(logn):�¥¯¥°¼, ¯®«¼§³¿±¼ «¥¬¬®© 1, ¬» ¬®¦¥¬ ±¤¥« ²¼ ¤¢  ¢»¢®¤ : ) ±«®¦­®±²¼ «¾¡®£® ±«®¢  ¨§ An ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² �(P pi log pi)n +O(logn).¡) ­ ©¤¥²±¿ ±«®¢® xn 2 An, ¤«¿ ª®²®°®£® K(xn) = �(�pi log pi)n +O(logn):�²¬¥²¨¬, ·²® ¢»° ¦¥­¨¥ �(�pi log pi) ¥±²¼ ¸¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®-¯¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­», ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© k §­ ·¥­¨© ± ¢¥°®¿²­®±²¿¬¨p1; : : : ; pk.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �³±²¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1; '2; : : : ; 'k ¯°¨­¨¬ ¾²§­ ·¥­¨¿ ¢ ª®­¥·­»µ  «´ ¢¨² µ A1;A2; : : : ;Ak ¨ ¨¬¥¾² ±®¢¬¥±²­®¥° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥P (a1; a2; : : : ; ak) = Prob['1 = a1; '2 = a2; : : : ; 'k = ak]:� §®¢¥¬ ª®°²¥¦ hx1;x2; : : : ;xki, ±®±²®¿¹¨© ¨§ k ¡¥±ª®­¥·­»µ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢, P -²¨¯¨·­»¬, ¥±«¨ ª ¦¤®¥ ±«®¢® xin ¨¬¥¥² ¤«¨-­³ n, ¨ ¤«¿ «¾¡®£® ­ ¡®°  §­ ·¥­¨© ha1; a2; : : : ; aki ·¨±«® ² ª¨µ ¯®§¨-¶¨© i, ·²® ¢ ª ¦¤®¬ ±«®¢¥ xjn ­  i-¬ ¬¥±²¥ ±²®¨² ¡³ª¢  aj, ° ¢­®nP (a1; a2; : : : ; ak) +O(1).�°¨¬¥° 3. � ±±¬®²°¨¬ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥-«¨·¨­ h';  i ±® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨: ®¡¥ ¢¥«¨·¨­» ',  ¯°¨­¨¬ ¾²§­ ·¥­¨¿ 0 ¨ 1 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1=2 (². ¥. ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢®¨·­»¬¨ ° ¢­®-¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨); ¯°¨ ½²®¬ ' ¨  ¯°¨­¨¬ ¾² ° §­»¥ §­ ·¥­¨¿ ±31



¢¥°®¿²­®±²¼¾ � (¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ (1��)).� ª¨¬ ®¡° §®¬,Prob[' = 0;  = 0] = Prob[' = 1;  = 1] = 1��2 ;Prob[' = 1;  = 0] = Prob[' = 0;  = 1] = �2 :�³±²¼ ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© hx;yi P -²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ³ª § ­-­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿. �®£¤  ±«®¢  xn, yn ¨¬¥¾² ¤«¨­³ n, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤®¥¨§ ­¨µ ±®¤¥°¦¨² ¯® n=2 + O(1) ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶. �°®¬¥ ²®£®, xn ¨ yn®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®² ¤°³£  ¢ �n +O(1) ¡¨²®¢.�²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ ¯ °  hx;yi ²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ±®¢¬¥±²­®£®° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ h';  i, ²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ',   ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¼ y ²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿  .�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 1. �±«¨ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1; '2; : : : ; 'k ¨¬¥¾² ­¥ª®-²®°®¥ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P , ²® ¤«¿ «¾¡»µ P -²¨¯¨·­»µ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x1;x2; : : : ;xk, «¾¡®£® ­¥¯³±²®£® ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢V � f1; 2; : : : ; kg ¨ «¾¡®£® (¡»²¼ ¬®¦¥² ¯³±²®£®) ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢W � f1; 2; : : : ; kg ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®K(xVn jxWn ) � nH('V j'W ) +O(logn) (1.4)(� ±«³· ¥, ª®£¤  ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ W ¯³±², ³±«®¢­ ¿ ª®«¬®£®°®¢±ª ¿±«®¦­®±²¼ ¨ ³±«®¢­ ¿ ¸¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®¯¨¿ ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (1.4) ®¡° -¹ ¾²±¿ ¢ ¡¥§³±«®¢­»¥.)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �­ · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  ­ ¡®° ¨­¤¥ª-±®¢W ¯³±². �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® V ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®K(xVn ) � nH('V )+O(logn). �±«¨ V ±®¤¥°¦¨² °®¢­® ®¤¨­ ¨­¤¥ª±, ²® ¬»¬®¦¥¬ ±®±« ²¼±¿ ­  ¢»¢®¤ ( ) ¨§ ¯°¨¬¥°  2.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ V ±®¤¥°¦¨² l > 1 ¨­¤¥ª±®¢. �» § ª®¤¨°³¥¬ ª®°²¥¦¨xVn ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾ ±«®¢ yn ¨ ±¢¥¤¥¬ l-¬¥°­»© ±«³· © ª ³¦¥ ° ±±¬®-²°¥­­®¬³ ®¤­®¬¥°­®¬³. �«¿ ½²®£® ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¢¢¥±²¨ ­¥±ª®«¼ª®­®¢»µ ®¡®§­ ·¥­¨©.�¡®§­ ·¨¬ l-¬¥°­³¾ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ 'V ·¥°¥§ �. �³±²¼ ª®­¥·-­®¥ ¬­®¦¥±²¢® A { ®¡« ±²¼ §­ ·¥­¨© � (§­ ·¥­¨¿¬¨ � ¿¢«¿¾²±¿ ª®°-²¥¦¨ ¤«¨­» l, § ¤ ¾¹¨¥ ­ ¡®° §­ ·¥­¨© 'V , ². ¥. A ¥±²¼ ¤¥ª °²®¢®¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡« ±²¥© §­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨© ¨§ ª®°²¥¦  'V ). � §³¬¥¥²±¿,H(�) = H('V ). 32



� «¥¥, ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±«®¢ y. �«®¢  yn ¡³¤³² ±®±²®-¿²¼ ¨§ n ¡³ª¢  «´ ¢¨²  A. �°¨ ½²®¬ ±«®¢  yn ¡³¤³² ª®¤¨°®¢ ²¼ ª®°²¥¦¨±«®¢ xVn ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥: ¡³ª¢  ­  i-®¬ ¬¥±²¥ ¢ ±«®¢¥ yn ¡³¤¥² ±®®²-¢¥²±²¢®¢ ²¼ ­ ¡®°³ ¡³ª¢, ±²®¿¹¨µ ­  i-»µ ¬¥±² µ ¢ ±«®¢ µ ª®°²¥¦  xVn .�·¥¢¨¤­®, K(yn) = K(xVn ) +O(1).�®±ª®«¼ª³ ª®°²¥¦ xV ²¨¯¨·¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ 'V , ¯®-±²°®¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y ²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿�. � ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ y ¨ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­¥ � ¯°¨¬¥­¨¬ ¢»¢®¤ ( )¨§ ¯°¨¬¥°  2. � ª¨¬ ®¡° §®¬, K(yn) � nH(�) +O(logn). � §­ ·¨²,K(xVn ) � nH('V ) +O(logn):�¥°¥©¤¥¬ ª ° ±±¬®²°¥­¨¾ ®±­®¢­®£® ±«³· ¿. �³±²¼ ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢W ­¥¯³±². �³±²¼ V 0 = V n W . �·¥¢¨¤­®, H('V 0j'W ) = H('V j'W ) ¨K(xV 0n jxWn ) = K(xVn jxWn ) + O(1). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ®£° ­¨·¨¢ ¿ ®¡¹­®-±²¨, ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ­ ¡®°» ¨­¤¥ª±®¢ V ¨ W ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿.� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» � = 'V ¨ � = 'W . �­¨ ¯°¨-­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ ¢ ­¥ª®²®°»µ ª®­¥·­»µ  «´ ¢¨² µ A ¨ B (¬­®¦¥-±²¢® A ¿¢«¿¥²±¿ ¤¥ª °²®¢»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬­®¦¥±²¢ §­ ·¥­¨© ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­ 'V ,   B, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¤¥ª °²®¢»¬ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬­®-¦¥±²¢ §­ ·¥­¨© ¢¥«¨·¨­ 'W ). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® A = fa1; a2; : : : ; asg ¨B = fb1; b2; : : : ; brg.�¯°¥¤¥«¨¬ ­®¢»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ v ¨ w. �«®¢  vn ¡³¤³² ±®-±²®¿²¼ ¨§ ¡³ª¢  «´ ¢¨²  A,   ±«®¢  wn { ¨§ ¡³ª¢  «´ ¢¨²  B. �«®¢® vn¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¤«¨­³ n, ¨ ª ¦¤ ¿ ¥£® ¡³ª¢  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¡³ª¢ ¬¨, ±²®-¿¹¨¬¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®§¨¶¨¨ ¢ ±«®¢ µ ª®°²¥¦  xVn . �­ «®£¨·­®,wn ² ª¦¥ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¤«¨­³ n, ¨ ª ¦¤ ¿ ¡³ª¢  ¢ ±«®¢¥ wn ®¯°¥¤¥«¿-¥²±¿ ¡³ª¢ ¬¨, ±²®¿¹¨¬¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®§¨¶¨¨ ¢ ±«®¢ µ ª®°²¥¦ xWn . � ª¨¬ ®¡° §®¬, vn ¨ wn ª®¤¨°³¾² ª®°²¥¦¨ xVn ¨ xWn . �·¥¢¨¤­®, ·²®K(vnjwn) = K(xVn jxWn ) +O(1). �°¨ ½²®¬ ¯ °  hv;wi ¿¢«¿¥²±¿ ²¨¯¨·­®©®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ h�; �i.�±² «®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© hv;wi ²¨¯¨·-­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ h�; �i, ²®K(vnjwn) � nH(�j�) +O(logn):� ´¨ª±¨°³¥¬ ­¥ª®²®°»© ­®¬¥° n. �¡®§­ ·¨¬ mij ·¨±«® ² ª¨µ ¯®§¨-¶¨©, ¢ ª®²®°»µ ¢ ±«®¢¥ vn ±²®¨² ¡³ª¢  ai,   ¢ ±«®¢¥ wn { ¡³ª¢  bj. �®-±ª®«¼ª³ ¯ °  hv;wi ²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ h�; �i,mij = Prob[� = ai; � = bj] � n+O(1): (1.5)33



� «¥¥, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ w ²¨¯¨·­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �.�²® §­ ·¨², ·²® ¤«¿ ª ¦¤®£® j = 1; : : : ; r ±«®¢® wn ±®¤¥°¦¨²mj = Prob[� = bj] � n+O(1) (1.6)¡³ª¢ bj. � ¬¥²¨¬, ·²® mj =Xi mij :�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±«®¢® wn ¨§¢¥±²­® ¨ ²°¥¡³¥²±¿ ­ ©²¨ vn. �«®¦-­®±²¼ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¢±¥µ ·¨±¥« mij ¥±²¼ O(logn) (ª®­±² ­²  ¯¥°¥¤ «®£ -°¨´¬®¬ § ¢¨±¨² ®² ° §¬¥°®¢  «´ ¢¨²®¢ A ¨ B, ­® ­¥ § ¢¨±¨² ®² n).�³±²¼ ¢¥«¨·¨­» mij ³¦¥ ­ ©¤¥­». �®£¤  ¤«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ±«®¢  vn ¤®±² -²®·­® ¤«¿ ª ¦¤®£® j = 1; 2 : : : ; r ³ª § ²¼ ° §¡¨¥­¨¥ ²¥µmj ¯®§¨¶¨©, ¢ ª®-²®°»µ ¢ ±«®¢¥ wn ±²®¨² ¡³ª¢  bj, ­  s ª« ±±®¢ (±®¤¥°¦ ¹¨µ m1j ; : : : ;msj¯®§¨¶¨©), ¢ ª®²®°»µ ¢ ±«®¢¥ vn ±²®¿² ¡³ª¢» a1; : : : ; as ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.�«¿ ª ¦¤®£® j ¨¬¥¥²±¿ mj !m1j !m2j! : : : msj !±¯®±®¡®¢ ° §¡¨²¼ mj ¯®§¨¶¨© ­  ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¥±¿ ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ° §-¬¥°  m1j ; : : : ;msj . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(vnjwn) �Xj log� mj!m1j!m2j ! : : : msj !� +O(logn): (1.7)�¶¥­¨¢ ¿ ´ ª²®°¨ «» ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» �²¨°«¨­£ , ­¥²°³¤­® ¯°¥-®¡° §®¢ ²¼ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (1.7) ¢ ¢»° ¦¥­¨¥�nXi;j mijn logmijmj +O(logn):�§ (1.5) ¨ (1.6) ±«¥¤³¥², ·²® mijn = Prob[� = ai; � = bj] +O(1=n) ¨ mijmj =Prob[� = aij� = bj] + O(1=n). �­ ·¨² ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ­¥° ¢¥­±²¢  (1.7)° ¢­ �nXij Prob[� = ai; � = bj] log Prob[� = aij� = bj] +O(logn) == n �H(�j�) +O(logn):2 34



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ P -²¨¯¨·­»© ª®°²¥¦ ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ hx1;x2; : : : ;xki P -±«³· ©­»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¯³-±²®£® ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ V � f1; 2 : : : ; kg ¨ «¾¡®£® (¡»²¼ ¬®¦¥² ¯³±²®-£®) ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ W � f1; 2 : : : ; kg ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®K(xVn jxWn ) = nH('V j'W ) +O(logn): (1.8)(� ±«³· ¥, ª®£¤  ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ W ¯³±², ³±«®¢­ ¿ ª®«¬®£®°®¢±ª ¿±«®¦­®±²¼ ¨ ³±«®¢­ ¿ ¸¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®¯¨¿ ¢ ° ¢¥­±²¢¥ (1.8) ®¡° -¹ ¾²±¿ ¢ ¡¥§³±«®¢­»¥.)�¨¦¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±³¹¥±²¢³¥² P -±«³· ©­»© ª®°²¥¦.�°¨¬¥° 4. �³±²¼ � { ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ , ° ¢­ ¿ ­³«¾ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾1,   ±«®¢  xn ±®±²®¿² ¨§ n ­³«¥©. �®£¤  H(�) = 0 ¨ K(xn) = O(logn).�°¨ ½²®¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x ±«³· ©­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿¢¥«¨·¨­» �.�°¨¬¥° 5. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨-­» �: Prob[� = 0] = 1=2; Prob[� = 1] = 1=2:�¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® H(�) = 1.�¯¨¸¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¤ ­­®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¾ P -±«³· ©­»¥ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ®­¨ ¤®«¦­» ¡»²¼ P -²¨¯¨·­»¬¨, ². ¥.ª ¦¤®¥ ±«®¢® xn ¤®«¦­® ¤®«¦­® ¨¬¥²¼ ¤«¨­³ n ¨ ±®±²®¿²¼ ¨§ n=2+O(1)­³«¥© ¨ n=2 +O(1) ¥¤¨­¨¶.� «¥¥, P -±«³· ©­®±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ §­ ·¨², ·²®K(xn) = nH(�) +O(logn) = n+O(logn):� ª¨¬ ®¡° §®¬, P -±«³· ©­»¬¨ ¡³¤³² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢, ±®¤¥°-¦ ¹¨µ ¯°¨¬¥°­® ° ¢­®¥ ·¨±«® ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶ ¨ ¨¬¥¾¹¨µ ±«®¦­®±²¼¡«¨§ª³¾ ª ¬ ª±¨¬ «¼­®© (±°¥¤¨ ¢±¥µ ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ¤ ­­®© ¤«¨­»).� ¬¥· ­¨¥ 1. � P -±«³· ©­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢ ­¥ ²®«¼ª®³±«®¢­»¥ ¨ ¡¥§³±«®¢­»¥ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨, ­® ¨ ¢¥«¨·¨­» ¢§ -¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ¸¥­­®­®¢±ª¨¬¢¥«¨·¨­ ¬. �³±²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© hx;yi ±«³· ©-­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ h';  i. �®-£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ P -±«³· ©­®±²¨ ¢¥«¨·¨­» K(xn), K(yn) ¨ K(xn; yn)35



° ¢­» (± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ±« £ ¥¬®£®) nH('), nH( ) ¨nH(';  ) ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �®£¤   ­ «®£¨·­®¥ ° ¢¥­±²¢® ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¨¤«¿ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ±° ¢­¨¢ ¿ ° ¢¥­±²¢ I(' :  ) = H(') +H( )�H(';  )¨ I(xn : yn) = K(xn) +K(yn)�K(xn; yn) +O(logn)¯®«³· ¥¬ I(xn : yn) = nI(' :  ) +O(logn):�¥¬¬  2. �³±²¼ ª®°²¥¦ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© hx1;x2; : : : ;xki ²¨¯¨-·¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ±®¢¬¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­h'1; '2; : : : ; 'ki, ¨ K(xn; : : : ; xk) = nH('1; '2; : : : ; 'k) + O(logn): �®£¤ ¤ ­­»© ª®°²¥¦ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© P -±«³· ¥­.�®ª § ²¥«¼±²¢®.�³±²¼ V { ¯°®¨§¢®«¼­»© ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢. �­ · « ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· © W = ; ¨ ¤®ª ¦¥¬, ·²® K(xVn ) = nH('V ): �®£« ±­®«¥¬¬¥ 1 ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® K(xVn ) � nH('V ) + O(logn). �®ª ¦¥¬®¡° ²­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®.�¡®§­ ·¨¬ U = f1; 2; : : : ; kg ­ ¡®° ¢±¥µ ¨­¤¥ª±®¢. �³±²¼ V 0 = U n V .�§ «¥¬¬» 1 ±«¥¤³¥² ­¥° ¢¥­±²¢®K(xV 0n jxVn ) � nH('V 0j'V ) +O(logn):�ª« ¤»¢ ¿ ¥£® ± ° ¢¥­±²¢ ¬¨K(xUn ) = K(xVn ) +K(xV 0n jxVn ) +O(logn);nH('U ) = K(xUn ) +O(logn);nH('V 0j'V ) + nH('V ) = nH('U );¯®«³· ¥¬K(xVn ) � nH('V )+O(logn). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ V ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®K(xVn ) = nH('V ) +O(logn):�¥¯¥°¼ ¯³±²¼ W { ¯°®¨§¢®«¼­»© ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢; ®¡®§­ ·¨¬ ~U = V [W . �»·¨² ¿ ¨§ ° ¢¥­±²¢ K(x ~Un ) = nH(' ~U ) +O(logn)° ¢¥­±²¢® K(xWn ) = nH('W ) +O(logn);36



¯®«³· ¥¬ K(xVn jxWn ) = nH('V j'W ) +O(logn):2 � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ª®­±²°³ª¶¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹ ¿ ° ±¸¨-°¿²¼ P -±«³· ©­»¥ ª®°²¥¦¨. � ¨¬¥­­®, ¯³±²¼ s; r { ­¥®²°¨¶ ²¥«¼-­»¥ ¶¥«»¥ ·¨±« , ¨ s < r. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­»'1; '2; : : : ; 'r ¨¬¥¾² ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P . �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ P 0¯°®¥ª¶¨¾ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ­  ¯¥°¢»¥ s ª®®°¤¨­ ², ². ¥. ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±-¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­ '1; '2; : : : ; 's. �®£¤  «¾¡®© P 0-±«³· ©­»© ª®°²¥¦¬®¦­® ¤®¯®«­¨²¼ ¤® P -±«³· ©­®£®. �®«¥¥ ²®·­®, ¢»¯®«­¥­  ±«¥¤³¾¹ ¿«¥¬¬ .�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2. �³±²¼ P { ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ r ±«³· ©­»µ¢¥«¨·¨­, P 0 { ¯°®¥ª¶¨¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ­  ¯¥°¢»¥ s ª®®°¤¨­ ², ¨ ª®°-²¥¦ hx1;x2; : : : ;xsi ¿¢«¿¥²±¿ P 0-±«³· ©­»¬. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² ² -ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xs+1;xs+2; : : : ;xr, ·²® ª®°²¥¦ hx1;x2; : : : ;xri¿¢«¿¥²±¿ P -±«³· ©­»¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ «¥¬¬» 1, ¬» ¡³¤¥¬ § -¬¥­¿²¼ ¬­®£®¬¥°­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®¤­®¬¥°­»¬¨ ¨ ª®¤¨°®¢ ²¼ ª®°²¥-¦¨ ±«®¢ ®¤­¨¬ ±«®¢®¬. � ¨¬¥­­®, ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«³· ©­»¥¢¥«¨·¨­» � = h'1 : : : ; 'si ¨ � = h's+1; : : : ; 'ri,   ª®°²¥¦¨ hx1n : : : ; xsni¨ hxs+1n ; : : : ; xrni § ¬¥­¨¬ ­  ¯ °³ ±«®¢ vn, wn. �¡®§­ ·¨¬ ¬­®¦¥±²¢ ,¢ ª®²®°»µ � ¨ � ¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿, ·¥°¥§ A = fa1; a2; : : : ; akg ¨B = fb1; b2; : : : ; blg ±®®²¢¥²±²¢¥­­® (A ¥±²¼ ¤¥ª °²®¢® ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ®¡« -±²¥© §­ ·¥­¨© ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '1; : : : ; 's, ¨ B ¥±²¼ ¤¥ª °²®¢® ¯°®¨§-¢¥¤¥­¨¥ ®¡« ±²¥© §­ ·¥­¨© 's+1; : : : ; 'r). �«®¢  vn ¡³¤³² ±®±²®¿²¼ ¨§ n¡³ª¢  «´ ¢¨²  A, ±«®¢  wn { ¨§ n ¡³ª¢  «´ ¢¨²  B.�°¥®¡° §³¥¬ § ¤ ­­»¥ ¢ ³±«®¢¨¨ «¥¬¬» ª®°²¥¦¨ hx1n : : : ; xsni ¢ ±«®-¢  vn. �³ª¢  ±«®¢  vn ¢ ¯®§¨¶¨¨ i ¡³¤¥² ±®®²¢¥²±²¢®¢ ²¼ ­ ¡®°³ ¡³ª¢,±²®¿¹¨µ ¢ i-»µ ¯®§¨¶¨¿µ ¢ ±«®¢ µ ª®°²¥¦  hx1n; : : : ; xsni (i = 1; : : : ; n). �®-±ª®«¼ª³ ¨±µ®¤­»© ª®°²¥¦ P 0-±«³· ¥­, ¯®±²°®¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼v ±«³· ©­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �.�«¥¤³¥² ®²¤¥«¼­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ª®£¤  s = 0. �®£¤  ¡³¤¥¬ ±·¨-² ²¼, ·²® A = f0g (k = 1), ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  � ° ¢­  ­³«¾ ± ¢¥°®¿²-­®±²¼¾ 1,   ¢ ª ·¥±²¢¥ vn ¬» ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ±«®¢ , ±®±²®¿¹¨¥ ¨§ n ­³«¥©(±¬. ¯°¨¬¥° 4). 37



�» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ª ¦¤®© ±«³· ©­®© ®²­®±¨²¥«¼­® � ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¨ v ­ ©¤¥²±¿ ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ w (¢  «´ ¢¨²¥ B), ·²®¯ °  hv;wi ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©­®© ®²­®±¨²¥«¼­® ±®¢¬¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥-­¨¿ h�; �i.�® ­ ©¤¥­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ w ¬®¦­® ¡³¤¥² ¯®±²°®¨²¼ ª®°²¥¦hxs+1; : : : ;xri: ¡³ª¢» ¢ ±«®¢¥ wn ª®¤¨°³¾² ­ ¡®° ¡³ª¢, ±²®¿¹¨µ ¢ ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®§¨¶¨¿µ ¢ ±«®¢ µ ª®°²¥¦  hxs+1n ; : : : ; xrni. � ¥±«¨ ¯ ° hv;wi ±«³· ©­  ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ h�; �i, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©¥© ª®°²¥¦ hx1; : : : ;xri ±«³· ¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ h'1; : : : ; 'ri.�² ª, ®±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ²°¥¡³¥¬®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®-±²¨ w. � ±±¬®²°¨¬ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥«¨·¨­ � ¨ �:Prob[� = ai; � = bj] = pij ;£¤¥ i = 1; : : : ; k; j = 1; : : : ; l. �°®¥ª¶¨¿ ½²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­  ¯¥°¢³¾ª®®°¤¨­ ²³ ¤ ¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �:Prob[� = ai] =Xj pij :�³±²¼ ¢ ±«®¢¥ vn ¡³ª¢» ai ¢±²°¥· ¾²±¿mi ° § (i = 1; : : : ; k). �®±ª®«¼ª³¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ v ¿¢«¿¥²±¿ ±«³· ©­®© ®²­®±¨²¥«¼­® �,mi = nXj pij +O(1):�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ·¨±«  mi ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬ mi = Pj mij² ª, ·²® mij = npij +O(1):�»¡®° ­ ¡®°  ·¨±¥«mij ­¥®¤­®§­ ·¥­; § ´¨ª±¨°³¥¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ®¤¨­¨§ ² ª¨µ ­ ¡®°®¢.�³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¤¢®¨·­®¥ ±«®¢® ŵn ¤«¨­» n ¤®¯³±²¨¬»¬, ¥±«¨ ¤«¿¢±¥µ i; j ­ ©¤¥²±¿ °®¢­® mij ¯®§¨¶¨©, ¢ ª®²®°»µ ¢ ±«®¢¥ vn ±²®¨² ¡³ª¢ ai,   ¢ ±«®¢¥ ŵn ±²®¨² ¡³ª¢  bj. �±«¨ ŵn ¤®¯³±²¨¬®, ²® · ±²®²» ¯®¿¢«¥­¨¿¡³ª¢ ¢ ½²®¬ ±«®¢¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¢¥°®¿²­®±²¥© �, ¨ ¯ ° hfvng; fŵngi ¿¢«¿¥²±¿ ²¨¯¨·­®© ®²­®±¨²¥«¼­® h�; �i. �±² ¥²±¿ ¢»¡° ²¼¤«¿ ª ¦¤®£® n ² ª®¥ ¤®¯³±²¨¬®¥ ŵn, ·²®¡» ¯®«³·¥­­ ¿ ¯ °  ¡»«  ­¥²®«¼ª® ²¨¯¨·­®©, ­® ¨ ±«³· ©­®© ®²­®±¨²¥«¼­® h�; �i. �®ª ¦¥¬, ·²®¤«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ¤«¿ ª ¦¤®£® n ¡° ²¼ ¤®¯³±²¨¬®¥ ±«®¢®, ¨¬¥¾¹¥¥± ¬³¾ ¡®«¼¸³¾ ±«®¦­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® vn.38



�«¿ ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® vn ª®«¨·¥±²¢® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¥¬³ ¤®¯³±²¨-¬»µ ±«®¢ ŵn ° ¢­® Yi mi!mi1!mi2! : : : mil!�±«¨ ¢ ª ·¥±²¢¥ wn ¢§¿²¼ ¤®¯³±²¨¬®¥ ±«®¢®, ¨¬¥¾¹¥¥ ¬ ª±¨¬ «¼­³¾±«®¦­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® vn, ²®K(wnjvn) = �Xi log� mi!mi1!mi2! : : : mil!�+O(logn)� ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ 1, ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¯®«³·¥­­®£® ° -¢¥­±²¢  ¥±²¼ nH(�j�) +O(logn).� «¥¥, ¨§ ±«³· ©­®±²¨ v ®²­®±¨²¥«¼­® � ±«¥¤³¥² K(vn) = nH(�) +O(logn). �·¨²»¢ ¿ ° ¢¥­±²¢®K(vn; wn) = K(vn) +K(wnjvn) +O(logn);¬» ¯®«³· ¥¬K(vn; wn) = nH(�) + nH(�j�) +O(logn) = nH(�; �) +O(logn): (1.9)�®£« ±­® «¥¬¬¥ 2 ¨§ ° ¢¥­±²¢  (1.9) ¢»²¥ª ¥² P -±«³· ©­®±²¼ ¯®±²°®¥­-­®© ¯ °» hv;wi ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ h�; �i. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®«³·¥­­®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ w ª®°²¥¦ hxs+1; : : : ;xri¤®¯®«­¿¥² x1; : : : ;xs ¤® P -±«³· ©­®£® ª®°²¥¦ . 2�«¥¤±²¢¨¥ 1. �«¿ ª ¦¤®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±³¹¥±²¢³¥² P -²¨¯¨·­»©ª®°²¥¦.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥­¨¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ 2 ¯°¨ s = 0.
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�« ¢  2.�¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®©½­²°®¯¨¨� ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ª« ±±» «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¿-¾¹¨µ±¿ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-®ª ±«®¢, ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­-²°®¯¨© n-®ª ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¨ ° §¬¥°­®±²¥© n-®ª «¨­¥©­»µ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢. �» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®©±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ±®¢¯ ¤ ¾². � [11, 16] ¡»«® ¯®ª -§ ­®, ·²® ¢±¿ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®©½­²°®¯¨¨, ¢¥°­® ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ «¨­¥©­»µ ¯°®±²° ­±²¢, ¯°¨·¥¬ ¤«¿ n = 3¢±¥ ²°¨ ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢ (¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©, ¸¥­­®­®¢-±ª¨µ ½­²°®¯¨© ¨ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢) ±®¢¯ ¤ ¾². �» ¯®ª -¦¥¬, ·²® ¤«¿ n � 4 ª« ±± «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢ ±²°®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ±®¢¯ ¤ ¾¹¨¥ ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. �®·­¥¥,  ­ «®£¨­¥° ¢¥­±²¢  �­£«¥²®­ , ¢¥°­®£® ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ­¥¢»¯®«­¿¾²±¿ ¤«¿ ½­²°®¯¨¨ �¥­­®­  ¨ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨.�³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨­¥©­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­-²°®¯¨¨ ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨. �­ · «  ®¯°¥¤¥«¨¬ ª« ±± ­¥° -¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ½­²°®¯¨¨�¥­­®­ . �³±²¼ ¨¬¥¾²±¿ n ±®¢¬¥±²-­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '1 : : : ; 'n. �®£¤  ¬» ¬®¦¥¬ ° ±-±¬®²°¥²¼ ½­²°®¯¨¨ ª ¦¤®© ¨§ ½²¨µ ¢¥«¨·¨­,   ² ª¦¥ ½­²°®¯¨¨ ¯ ° ±«³-· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ½­²°®¯¨¨ ²°®¥ª, ¨ ². ¤. �® ¥±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® ­¥¯³±²®£®­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ W � f1; 2; : : : ; ng ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ½­²°®¯¨¾ ª®°²¥-¦  'W . �±¥£® ¨¬¥¥²±¿ (2n� 1) ª®°²¥¦ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¤«¿ ª ¦¤®£®¨§ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥«¥­  ½­²°®¯¨¿. �³¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿, ª ª¨¥ «¨­¥©-­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¢»¯®«­¿¾²±¿ ¤«¿ ¤ ­­®£® ­ ¡®°  ½­²°®¯¨© ¤«¿ «¾¡»µ40



'1; : : : ; 'n. �²®¡» § ¤ ²¼ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ½­²°®¯¨© n ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³ª § ²¼ (2n�1) ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. � ¯°¨¬¥°, ¤«¿n = 3 «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ½­²°®¯¨© ¨¬¥¥² ¢¨¤�1H('1) + �2H('2) + �3H('3) + �1;2H('1; '2)++�1;3H('1; '3) + �2;3H('2; '3) + �1;2;3H('1; '2; '3) � 0;£¤¥ �1; �2; �3; �1;2; �1;3; �2;3; �1;2;3 { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ª®½´´¨-¶¨¥­²».�«¿ ¯°®¨§¢®«¼­®£® n ®¡¹¨© ¢¨¤ «¨­¥©­®£® ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ½­²°®¯¨©n ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ª ªXW �WH('W ) � 0; (2.1)£¤¥ ±³¬¬  ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ­¥¯³±²»¬ W � f1; 2; : : : ; ng.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¡®§­ ·¨¬ �S(n) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ­ ¡®°®¢ ¨§ (2n�1)ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ f�Wg, ¤«¿ ª®²®°»µ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.1) ¢¥°­® ¤«¿ «¾¡»µ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '1; : : : ; 'n.�³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® �S(n) { ½²® ª« ±± «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­-­»µ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨© n-®ª ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.� ¤¨¬  ­ «®£¨·­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©. �«¿«¾¡»µ n ±«®¢ x1; x2; : : : ; xn ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®-±²¨ ª ¦¤®£® ¨§ ½²¨µ ±«®¢, ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ¯ ° ±«®¢, ²°®-¥ª ±«®¢ ¨ ². ¤., ². ¥. ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¯³±²®£® ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢ W �f1; 2; : : : ; ng ®¯°¥¤¥«¥­  ª®«¬®£®°®¢±ª ¿ ±«®¦­®±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®ª®°²¥¦  K(xW ). �±«¨ ¤¢  ª®°²¥¦  ±®±² ¢«¥­» ¨§ ®¤­¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ ±«®¢¨ ®²«¨· ¾²±¿ ²®«¼ª® ¨µ ¯®°¿¤ª®¬, ²® ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ½²¨µª®°²¥¦¥© ¬®£³² ®²«¨· ²¼±¿ «¨¸¼ ­  ®£° ­¨·¥­­³¾ ¢¥«¨·¨­³ (§ ¢¨±¿-¹³¾ ®² ¤«¨­ ª®°²¥¦¥©, ­® ­¥ ®² ±«®¦­®±²¨ ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ­¨µ ±«®¢). � -¯°¨¬¥°, K(x; y) = K(y; x) +O(1):�®½²®¬³ ¤«¿ n-ª¨ ±«®¢ x1; : : : ; xn ¬» ®£° ­¨·¨¬±¿ ° ±±¬®²°¥­¨¥¬ ª®«-¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© (2n� 1) ° §«¨·­»µ ª®°²¥¦¥© xW , ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨µ ° §­»¬ ­ ¡®° ¬ ¨­¤¥ª±®¢ W .� ª ¦¥ ª ª ¨ ¤«¿ ½­²°®¯¨© �¥­­®­ , ¬» µ®²¨¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª« ±± ­¥-° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-®ª ±«®¢. �¬¥-¥²±¿ ±³¹¥±²¢¥­­®¥ ®²«¨·¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨41



®² ­¥° ¢¥­±²¢ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨. � ª®«¬®£®°®¢±ª®¬ ±«³· ¥ ¬»¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ­¥° ¢¥­±²¢  ²®«¼ª® ± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥-±ª®£® ±« £ ¥¬®£® («®£ °¨´¬ ¡¥°¥²±¿ ®² ±³¬¬» ¤«¨­ ¢±¥µ ±«®¢, ¢ª«¾·¥­-­»µ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 4. �¡®§­ ·¨¬ �K(n) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ­ ¡®°®¢ ¨§ (2n �1) ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ f�Wg, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­² C > 0, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® (2.2) ¢¥°­® ¤«¿ «¾¡»µ n ±«®¢ x1; : : : ; xn (±³¬¬ ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ­¥¯³±²»¬ W � f1; 2; : : : ; ng).XW �WK(xW ) � �C log(jx1j+ jx2j+ : : : + jxnj)� C: (2.2)�­®¦¥±²¢® �K(n) ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ª« ±±®¬ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢,¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© n-®ª ±«®¢.�¥®°¥¬  1. �«¿ «¾¡®£® n ª« ±±» �S(n) ¨ �K(n) ±®¢¯ ¤ ¾², ². ¥. ¢±¿-ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨,¢»¯®«­¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¨ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨, ¨ ­ ®¡®°®².�®ª § ²¥«¼±²¢®. [�K(n) � �S(n)] �³±²¼ ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ­ ¡®°  f�Wg±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® (2.2) ¢¥°­® ¤«¿ «¾¡®©n-ª¨ ±«®¢. �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®© n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¢»¯®«­¥­®­¥° ¢¥­±²¢® (2.1).� ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ n-ª³ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '1; : : : ; 'n. �¡®-§­ ·¨¬ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¤ ­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ·¥°¥§ P .�®£« ±­® ±«¥¤±²¢¨¾ 1 ±³¹¥±²¢³¥² P -±«³· ©­»© ª®°²¥¦ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¥© ±«®¢ hx1; : : : ;xni, £¤¥ ª ¦¤ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ xi ±®±²®¨² ¨§±«®¢ xi1; xi2; : : :, ¨ ¤«¨­  ±«®¢  xim ° ¢­  m. �®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ P -±«³· ©­®±²¨ ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¯³±²®£®W � f1; : : : ; ng ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®K(xWm ) = mH('W ) +O(logm): (2.3)�® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢ x1m; x2m; : : : ; xnm¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®XW �WK(xWm ) � �C logm � C:�®£« ±­® (2.3) ¢ ¤ ­­®¬ ­¥° ¢¥­±²¢¥ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ª®«¬®£®°®¢±ª¨¥±«®¦­®±²¨ ­  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¸¥­­®­®¢±ª¨¥ ½­²°®¯¨¨:XW �W �mH('W ) +O(logm)� � �C logm� C: (2.4)42



�²®¡» ¯®«³·¨²¼ (2.1), ®±² ¥²±¿ ° §¤¥«¨²¼ ®¡¥ · ±²¨ ­¥° ¢¥­±²¢  (2.4)­  m ¨ ³±²°¥¬¨²¼ m ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.[�S(n) � �K(n)] �¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ®¡° ²­®¥ ¢ª«¾·¥­¨¥. �°¥¤¯®«®-¦¨¬, ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ­ ¡®°  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ �W ­¥° ¢¥­±²¢® (2.1)¢»¯®«­¥­® ¤«¿ «¾¡®© n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �®ª ¦¥¬, ·²®  ­ «®£¨·-­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢¥°­® ¨ ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©.�³±²¼ x = hx1; x2; : : : ; xni { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ n-ª  ±«®¢. �¡®§­ ·¨¬m ±³¬-¬³ ¤«¨­ ¤ ­­»µ ±«®¢: m = jx1j+ : : :+jxnj. �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢-±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ±«®¢ x1; x2; : : : ; xn ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.2). �«¿½²®£® ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ­¥ª®²®°®¥ n-¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ h'1; '2; : : : ; 'ni¨ ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ­¥° ¢¥­±²¢®¬ (2.1) ¤«¿ ¯®«³·¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.� ±±¬®²°¨¬ ¬­®¦¥±²¢® A, ª®²®°®¥ ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ ¢±¥µ n-®ª y =hy1; y2; : : : ; yni ² ª¨µ, ·²®K(yV jyW ) � K(xV jxW )¤«¿ «¾¡®£® ­¥¯³±²®£® V � f1; 2; : : : ; ng ¨ «¾¡®£® (¡»²¼ ¬®¦¥², ¯³-±²®£®) W � f1; 2 : : : ; ng. � ¬¥²¨¬, ·²® ¬­®¦¥±²¢® A § ¢¥¤®¬® ­¥¯³-±²®, ¯®±ª®«¼ª³ n-ª  x ¢ ­¥¬ ±®¤¥°¦¨²±¿. �®ª ¦¥¬, ·²® ·¨±«® ½«¥¬¥­-²®¢ ¢ A ° ¢­® 2K(x)+O(logm). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ A¢±¥ ½«¥¬¥­²» y 2 A ¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ K(x). �® ·¨±«® ª®°²¥-¦¥©, ¨¬¥¾¹¨µ ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¼¸¥ K(x), ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² 2K(x)+1, ². ¥.log jAj � K(x)+1. �¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ± ²®·­®±²¼¾ ¤® O(logm) ¢»¯®«-­¥­® ®¡° ²­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®.�¥¬¬  3. log jAj � K(x)�O(logm).�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®±²°®¨²¼  «£®°¨²¬, ¯¥-°¥·¨±«¿¾¹¨© ¬­®¦¥±²¢® A, ¤®±² ²®·­® §­ ²¼ ¢±¥ ¢¥«¨·¨­» ±«®¦­®-±²¥© K(xV jxW ). �²®¡» ³ª § ²¼ ¢±¥ ½²¨ ·¨±« , ²°¥¡³¥²±¿ O(logm) ¡¨-²®¢. �±«¨ ¤ ­­»© ¯¥°¥·¨±«¿¾¹¨©  «£®°¨²¬ ¯®±²°®¥­, ²® ¤«¿ ­ µ®¦¤¥-­¨¿ ª®°²¥¦  x ­³¦­» ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ log jAj ¡¨²®¢, ³ª §»¢ ¾¹¨¥ ¯®-°¿¤ª®¢»© ­®¬¥° x ¢ ¯¥°¥·¨±«¥­¨¨ ±¯¨±ª  ½«¥¬¥­²®¢ A. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(x) � log jAj+O(logm), ¨ «¥¬¬  ¤®ª § ­ . 2� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ ' = h'1; : : : ; 'ni, ° ¢­®¬¥°­® ° ±-¯°¥¤¥«¥­­³¾ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ A (§­ ·¥­¨¿¬¨ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ' ¿¢«¿-¾²±¿ n-ª¨ ±«®¢, ¨ '1; : : : ; 'n { ª®¬¯®­¥­²» ½²¨µ n-®ª). �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿«¾¡®£® ­ ¡®°  ¨­¤¥ª±®¢W ¸¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®¯¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­»'W ¬ «® ®²«¨· ¾²±¿ ®² ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ K(xW ).43



�¥¬¬  4. �«¿ «¾¡®£® ­¥¯³±²®£® W � f1; : : : ; ng H('W ) = K(xW ) +O(logm).�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �±«¨ ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  'W ¯°¨­¨¬ ¥²± ¯®«®¦¨²¥«¼­®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ §­ ·¥­¨¥ yW , ²® ¯® ¯®±²°®¥­¨¾ ¬­®¦¥-±²¢  A ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® K(yW ) � K(xW ). �¨±«® ª®°²¥¦¥© yW ,±«®¦­®±²¼ ª®²®°»µ ­¥ ¡®«¼¸¥ K(xW ), ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² 2K(xW )+1. � ª¨¬®¡° §®¬, ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  'W ¯°¨­¨¬ ¥² ­¥ ¡®«¥¥ 2K(xW )+1 §­ ·¥­¨©.�¥­­®­®¢±ª ¿ ½­²°®¯¨¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² «®£ °¨´¬ ·¨±«  ¥¥ §­ ·¥­¨©. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, H('W ) � K(xW ) + 1.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ®¡° ²­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®. �¡®§­ ·¨¬:W = f1; 2; : : : ; ng n W:�³±²¼W = fi1; i2 : : : ; ikg, ¨ z = hzi1; : : : ; ziki { ­¥ª®²®°®¥ §­ ·¥­¨¥ ±«³· ©-­®© ¢¥«¨·¨­» 'W . �¶¥­¨¬ ±¢¥°µ³ ¢¥°®¿²­®±²¼ Prob['W = z]. �®£« ±­®®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ' Prob['W = z] = jfy 2 A : yW = zgjjAj :�® «¥¬¬¥ 3 ¨¬¥¥¬ jAj � 2K(x) �O(logm). �¶¥­¨¬ jfy 2 A : yW = zgj.�«¿ ¢±¥µ y 2 A ¤®«¦­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® K(y:W jyW ) �K(x:W jxW ). �®½²®¬³ ¥±«¨ ª®°²¥¦ y ¯°¨­ ¤«¥¦¨² A ¨ yW = z, ²®K(y:W jyW ) = K(y:W jz) � K(x:W jxW ):�¨±«® ª®°²¥¦¥© y, ±«®¦­®±²¼ ª®²®°»µ ®²­®±¨²¥«¼­® z ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²K(x:W jxW ), ­¥ ¡®«¼¸¥ 2K(x:W jxW )+1. � ª¨¬ ®¡° §®¬,jfy 2 A : yW = zgj � 2K(x:W jxW )+1:�®«³· ¥¬ Prob['W = zW ] � 2K(x:W jxW )+12K(x)+O(logm) :�«¥¤®¢ ²¥«¼­®,log �Prob['W = z]� � K(x:W jxW ) �K(x) +O(logm) == K(x:W jxW )� (K(xW ) +K(x:W jxW )) +O(logm) == �K(xW ) +O(logm): 44



�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®«³·¨² ­¨¦­¾¾ ®¶¥­ª³ ¤«¿ H('W ).H('W ) = �Pz Prob['W = z] � log �Prob['W = z]� ��Pz Prob['W = z](K(xW ) +O(logm)) = K(xW ) +O(logm):� ¤°³£®© ±²®°®­», ª ª ¬» ®²¬¥· «¨ ¢»¸¥,H('W ) � K(xW ) + 1:� ª¨¬ ®¡° §®¬, H('W ) = K(xW ) +O(logm). 2�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ®±² ¥²±¿ § ¯¨± ²¼ ¤«¿ ±«³· ©­®© ¢¥«¨-·¨­» ' ­¥° ¢¥­±²¢® (2.1) ¨ § ¬¥­¨²¼ ¢ ­¥¬ ¢±¥ ¢¥«¨·¨­» H('W ) ­ K(xW ) +O(logm). �» ¯®«³·¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢®X �WK(xW ) +O(logm) � 0;¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª § ­ . 2� «¥¥ ° ±±¬®²°¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢  ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢. �³±²¼ § ¤ ­® ª®­¥·­®¬¥°­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® L ­ ¤­¥ª®²®°»¬ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ ¨«¨ ­ ¤ R ¨ «¨­¥©­»© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ a1; a2; : : : ; an ¢ L. �³¤¥¬ ¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ «¨­¥©­»¬¨ ­¥° ¢¥­±²¢ ¬¨, ±¢¿-§»¢ ¾¹¨¬¨ ° §¬¥°­®±²¨ ¤ ­­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ° §¬¥°­®±²¨ ±³¬¬¯ ° ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ±³¬¬ ²°®¥ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¨ ². ¤.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 5. �¡®§­ ·¨¬ �L(n) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ­ ¡®°®¢ ¨§(2n�1) ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ f�Wg, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ª®­¥·­®¬¥°­®£® «¨­¥©­®-£® ¯°®±²° ­±²¢  L ­ ¤ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ ¨«¨ ­ ¤ R ¨ ¤«¿«¾¡»µ «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ a1; : : : ; an ¢ L ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®XW �W dim MW xW! � 0; (2.5)(±³¬¬  ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ­¥¯³±²»¬ W � f1; : : : ; ng).�­®¦¥±²¢® �L(n) ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ª« ±±®¬ «¨­¥©­»µ ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»-¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© n-®ª «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢.�®£« ±­® ±«¥¤³¾¹¥© ²¥®°¥¬¥ (�¥°¥¹ £¨­, � ¬¬¥°, �¥­¼ [16]) ¢±¿-ª®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ¢¥°­® ¨ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥©¯®¤¯°®±²° ­±²¢.�¥®°¥¬  2. �«¿ «¾¡®£® n �S(n) � �L(n), ². ¥. ¢±¿ª®¥ «¨­¥©­®¥ ­¥° -¢¥­±²¢®, ¢»¯®«­¥­­®¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ¢»¯®«­¿¥²±¿ ² ª-¦¥ ¨ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢.45



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ­ ¡®°  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ­¥-° ¢¥­±²¢® (2.1) ¢¥°­® ¤«¿ «¾¡®© n-ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­. �®ª ¦¥¬, ·²®­¥° ¢¥­±²¢® (2.5) ± ²¥¬¨ ¦¥ ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨ ¢¥°­® ¤«¿ «¾¡®© n-ª¨ «¨-­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¨§ ª®­¥·­®¬¥°­®£® «¨­¥©­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­ ¤ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ ¨«¨ ­ ¤ R.�­ · «  ° ±±¬®²°¨¬ «¨­¥©­»¥ ¯°®±²° ­±²¢  ­ ¤ ª®­¥·­»¬¨ ¯®«¿-¬¨. �³±²¼ a1; : : : ; an { ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¢ ª®­¥·­®¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥L ­ ¤ ­¥ª®²®°»¬ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ F . �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤®-±² ²®·­® ¯®±²°®¨²¼ ² ª¨¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1; : : : ; 'n, ·²® ½­²°®-¯¨¨ H('i) ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ° §¬¥°­®±²¿¬ dim(ai),½­²°®¯¨¨ ¯ ° H('i; 'j) ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­» ° §¬¥°­®±²¿¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¨µ ±³¬¬ dim(aiL aj), ¨ ². ¤. � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¥±«¨ ¬» ¯®±²°®¨¬ ² ª¨¥±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­», ²® ¤«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥° ¢¥­±²¢  (2.5) ¤®±² ²®·-­® ¡³¤¥² ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢ (2.1) ¢¬¥±²® ½­²°®¯¨© H('W ) ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­»¥¨¬ ¢¥«¨·¨­» dim(Li2W ai).� ±±¬®²°¨¬ ° ¢­®¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ «¨­¥©­»µ´³­ª¶¨®­ «®¢ � : L ! F . �³±²¼ a { ­¥ª®²®°®¥ «¨­¥©­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­-±²¢® ¢ L. �®£¤  ®£° ­¨·¥­¨¥ � ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® a ¡³¤¥² ° ¢­®¬¥°­®° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­®©, ¯°¨­¨¬ ¾¹¥© jF jdim(a) §­ ·¥­¨©(². ª. ±³¹¥±²¢³¥² jF jdim(a) «¨­¥©­»µ ®²®¡° ¦¥­¨© ¨§ a ¢ F ). � ª¨¬ ®¡° -§®¬, H(�ja) = dim(a) � log jF j:�±«¨ a ¨ b { ¤¢  «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¢ L, ²® ¯ °  ±«³· ©­»µ¢¥«¨·¨­ h�ja; �jbi ½ª¢¨¢ «¥­²­  ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­¥ �ja�b. �«¥¤®¢ ²¥«¼-­®, ½­²°®¯¨¿ ¯ °» h�ja; �jbi ° ¢­  H(�ja�b). �® ¦¥ ¢¥°­® ¨ ¤«¿ ²°®¥ª¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ·¥²¢¥°®ª ¨ ². ¤.�¯°¥¤¥«¨¬ 'i ª ª ®£° ­¨·¥­¨¥ ±«³· ©­®£® «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°  � ­ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ai. �®£¤  'W ½ª¢¨¢ «¥­²­  ®£° ­¨·¥­¨¾ � ­  Li2W ai.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, H('W ) = dim Mi2W ai! � logF;¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» ¤®ª § ­®.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ L { n-¬¥°­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¤ R. �®¦­® ±·¨-² ²¼, ·²® ­  L ¢¢¥¤¥­  ±²°³ª²³°  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ­±²¢ . � ±±¬®²°¨¬±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �, ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­³¾ ­  ¥¤¨­¨·­®¬ ¸ °¥B ¢ L (B � L { ½²® ¬­®¦¥±²¢® ²®·¥ª L, ­ µ®¤¿¹¨µ±¿ ­  ° ±±²®¿­¨¨ ­¥46



¡®«¥¥ 1 ®² ­³«¿).�«¿ «¾¡®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  a ¢ L ¬®¦­® ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©­³¾¢¥«¨·¨­³ �a, ¿¢«¿¾¹³¾±¿ ®°²®£®­ «¼­®© ¯°®¥ª¶¨¥© � ­  a. � ­­ ¿ ±«³-· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  ­¥¯°¥°»¢­ , ¨ ¬» ¤®«¦­» ¯¥°¥©²¨ ª ¥¥ ¤¨±ª°¥²¨§ -¶¨¨. � ´¨ª±¨°³¥¬ ­¥ª®²®°®¥ " > 0 ¨ ¯®ª°®¥¬ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ¸ °  B ±¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬ a ° ¢­»¬¨ ­¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨¬¨±¿ ª³¡¨ª ¬¨ ° §¬¥°­®-±²¨ dim(a) ¨ ° §¬¥°  "�"� : : :�". �¡®§­ ·¨¬ �a;" ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³,§­ ·¥­¨¥¬ ª®²®°®© ¡³¤¥² ª³¡¨ª, ±®¤¥°¦ ¹¨© ²®·ª³ �a. �®ª ¦¥¬, ·²®H(�a;") = log(1=") � dim(a) +O(1)¯°¨ "! 0.�·¥¢¨¤­®, ·¨±«® ª³¡¨ª®¢ ka;", ¯®ª°»¢ ¾¹¨µ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ B ± ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢®¬ a, ¥±²¼ O((1=")dim(a)). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,H(�a;") � log(1=") � dim(a) +O(1):�®ª ¦¥¬ ®¡° ²­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®. �³±²¼ q { ª³¡¨ª ¨§ ° ±±¬®²°¥­­®£® ¯®-ª°»²¨¿ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ¥¤¨­¨·­®£® ¸ °  ± ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬ a. �¶¥­¨¬¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® §­ ·¥­¨¥ �a «¥¦¨² ¢ q.�³±²¼ x0 { ¯°®¨§¢®«¼­ ¿ ²®·ª  ¨§ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ B ¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ a. � ±±¬®²°¨¬ ±¥·¥­¨¥ ¸ °  B, ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ a¨ ¯°®µ®¤¿¹¥¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ x0. � ª®¥ ±¥·¥­¨¥ ¡³¤¥² ¸ °®¬ ° §¬¥°­®±²¨(dim(L)� dim(a)) ± ° ¤¨³±®¬ ­¥ ¡®«¥¥ 1.�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ²®·¥ª ¨§ B, ª®²®°»¥ ¯°¨ ®°²®£®-­ «¼­®¬ ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¨ ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® a ®²®¡° ¦ ¾²±¿ ¢ ª³¡ q.�¡º¥¬ ½²®£® ¬­®¦¥±²¢  ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ (dim(L)�dim(a))-¬¥°­®£® ®¡º¥¬  (dim(L) � dim(a))-¬¥°­®£® ¸ °  ° ¤¨³±  1 ¨ dim(a)-¬¥°­®£® ®¡º¥¬  ª³¡¨ª  q. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®¡º¥¬ ¯®«³·¥­­®£® ¬­®¦¥-±²¢  ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² O("dim(a)).�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® �a «¥¦¨² ¢ ª³¡¨ª¥ q ­¥ ¯°¥¢®±-µ®¤¨² O("dim(a)). �¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ®¶¥­¨²¼ ±­¨§³ ½­²°®¯¨¾ ±«³· ©­®©¢¥«¨·¨­» �a;".H(�a;") = �Pq Prob[�a 2 q] log Prob[�a 2 q] �=Pq Prob[�a 2 q] � (log(1=") � dim(a) +O(1)) = log(1=") � dim(a) +O(1):� «¥¥ § ¬¥²¨¬, ·²® ª ª ¨ ¢ ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ ±«³· ¥ ¯°®±²° ­±²¢­ ¤ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬, ¯°®¥ª¶¨¿ �aiL aj ½ª¢¨¢ «¥­²­  ¯ °¥ ±«³· ©­»µ ¢¥-«¨·¨­ h�ai; �aji. �«¿ "-¤¨±ª°¥²¨§ ¶¨© ½²® ³¦¥ ­¥ ¡³¤¥² ¢¥°­®, ². ª. ±«³-· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  �aiL aj;" ¨ ¯ °  h�ai;"; �aj ;"i ­¥ ®¯°¥¤¥«¿¾² ¤°³£ ¤°³£ 47



®¤­®§­ ·­®. �¤­ ª® ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ ­­®£® §­ ·¥­¨¿ �aiL aj ;" ¨¬¥-¥²±¿ «¨¸¼ ª®­¥·­®¥ ·¨±«® §­ ·¥­¨© h�ai;"; �aj ;"i ¨ ­ ®¡®°®². �«¥¤®¢ ²¥«¼-­®, ³±«®¢­»¥ ½­²°®¯¨¨ H(h�ai;"; �aj ;"ij�aiL aj;") ¨ H(�aiL aj;"jh�ai;"; �aj ;"i)­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿² O(1). �®½²®¬³H(�ai;"; �aj ;") = H(�aiL aj;") +O(1):�­ «®£¨·­»¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¬®¦­® ¯°®¢¥±²¨ ¤«¿ ²°®¥ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢,·¥²¢¥°®ª, ¨ ². ¤.� ¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.1) ¤«¿ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ 'i = �ai;".� ª ¬» ¤®ª § «¨, ¢ ¤ ­­®¬ ­¥° ¢¥­±²¢¥ ¬®¦­® § ¬¥­¨²¼ ½­²°®¯¨¨H('W ) ­  ¢¥«¨·¨­» log(1=") � dim Mi2W ai!+O(1):�±² ¥²±¿ ³±²°¥¬¨²¼ " ª ­³«¾. 2�®£« ±­® ²¥®°¥¬¥ 1 ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ª®«¬®£®-°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥© ¨ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª¨µ ½­²°®¯¨©, ±®¢¯ ¤ ¾². �«¿ ª -¦¤®£® n ¢±¥ ¨§¢¥±²­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¨§ ª« ±±  �S(n) = �K(n) ¿¢«¿¾²±¿±«¥¤±²¢¨¿¬¨ (². ¥. «¨­¥©­»¬¨ ª®¬¡¨­ ¶¨¿¬¨) ­¥° ¢¥­±²¢ ¢¨¤ H('U[W ) +H('V [W ) � H('U[V [W ) +H('W ) (2.6)(U; V;W � f1; 2; : : : ; ng { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¨­¤¥ª±®¢) ¢ ¸¥­­®-­®¢±ª®¬ ±«³· ¥ ¨K(xU[W ) +K(xV [W ) � K(xU[V [W ) +K(xW )�O(logm) (2.7)¢ ª®«¬®£®°®¢±ª®¬ ±«³· ¥ (§¤¥±¼ U; V;W � f1; 2; : : : ; ng { ² ª¦¥ ¯°®¨§-¢®«¼­»¥ ¬­®¦¥±²¢  ¨­¤¥ª±®¢,   m { ±³¬¬  ¤«¨­ ¢±¥µ ±«®¢, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢­¥° ¢¥­±²¢®). �±¯®«¼§³¿ ®¡»·­»¥ ±®ª° ¹¥­¨¿, ­¥° ¢¥­±²¢  (2.6) ¨ (2.7)¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥I('U : 'V j'W ) � 0¨ I(xU : xV jxW ) +O(logm) � 0±®®²¢¥²±²¢¥­­®. � ª¨¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¡ §¨±­»¬¨.48



�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 6. �¡®§­ ·¨¬ �B(n) ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ² ª¨µ ­ ¡®°®¢ ¨§(2n � 1) ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ f�Wg, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢®XW �WH('W ) � 0; (2.8)¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ­¥° ¢¥­±²¢ ¢¨¤  (2.6).�°®¢¥°¨¬, ·²® ¢±¿ª®¥ ¡ §¨±­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢-±ª¨µ ½­²°®¯¨© ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©, ². ¥. �B(n) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢�S(n) = �K(n).�¥¬¬  5. �«¿ «¾¡»µ ­ ¡®°®¢ ¨­¤¥ª±®¢ U; V;W ¨ ¤«¿ «¾¡»µ ±«³· ©­»µ¢¥«¨·¨­ '1; : : : ; 'n ¢»¯®«­¿¥²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.6).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ �, �, 
 { ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨-­». � ±±¬®²°¨¬ °¥«¿²¨¢¨§®¢ ­­»© ¢ °¨ ­² ­¥° ¢¥­±²¢  (0.10)H(�j
) +H(�j
) � H(�; �j
):�°¨¡ ¢«¿¿ ª ®¡¥¨¬ · ±²¿¬ ­¥° ¢¥­±²¢  2H(
), ¯®«³·¨¬H(�; 
) +H(�; 
) � H(�; �; 
) +H(�):�±² ¥²±¿ ¯®¤±² ¢¨²¼ ¢¬¥±²® �, � ¨ 
 ª®°²¥¦¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ 'U ,'V , 'W . 2�±¯®«¼§³¿ ²¥®°¥¬³ 1 ¨ ²¥®°¥¬³ 2, ¬» ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤±²¢¨¥ «¥¬¬» 5.�«¥¤±²¢¨¥ 2. �¥° ¢¥­±²¢® (2.7) ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ «¾¡»µ ±«®¢ x1; : : : ; xn¨ ¤«¿ «¾¡»µ U; V;W � f1; 2; : : : ; ng,   ­¥° ¢¥­±²¢®dim(P � R) + dim(Q� R) � dim(P �Q � R) + dim(R)¢»¯®«­¥­® ¤«¿ «¾¡»µ ª®°²¥¦¥© «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ P;Q;R ¨§ª®­¥·­®¬¥°­®£® «¨­¥©­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ­ ¤ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ª®­¥·­»¬¯®«¥¬ ¨«¨ ­ ¤ R. (�¤¥±¼ dim(P � R) { ° §¬¥°­®±²¼ ±³¬¬» ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢ ¨§ ª®°²¥¦¥© P ¨ R, dim(Q � R) { ° §¬¥°­®±²¼ ±³¬¬» ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢ ¨§ ª®°²¥¦¥© Q ¨ R ¨ ². ¤.)� ¬¥²¨¬, ·²® ¡ §¨±­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª¨µ ±«®¦­®±²¥©,  ² ª¦¥ ³ª § ­­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ «¥£ª®¤®ª § ²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®. 49



�°¨¬¥° 6. �®ª ¦¥¬, ª ª ¨§ ¡ §¨±­»µ ­¥° ¢¥­±²¢ (2.6) ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼­¥° ¢¥­±²¢  ¬®­®²®­­®±²¨ (0.9) ¨ ±³¡ ¤¤¨²¨¢­®±²¨ (0.10).�¡®§­ ·¨¬ h'1; '2i = h�; �i. � ±±¬®²°¨¬ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.6) ¤«¿ ¤ ­­®©¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ¤«¿ ° §­»µ ­ ¡®°®¢ ¨­¤¥ª±®¢ U; V;W .1) �³±²¼ U = V = f2g,  W = f1g. �®£¤  ­¥° ¢¥­±²¢® (2.6) ¯°¨­¨¬ ¥²¢¨¤ H(�; �) +H(�; �) � H(�; �) +H(�);¨ ¬» ¯®«³· ¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢® (0.9).1) �³±²¼ U = f1g, V = f2g,   ­ ¡®° ¨­¤¥ª±®¢ W ¯³±². �®£¤  ­¥° ¢¥­-±²¢® (2.6) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ªH(�) +H(�) � H(�; �);¨ ¬» ¯®«³· ¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢® (0.10).�°¨¢¥¤¥¬ ¡¥§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬³ �¥°¥¹ £¨­ , � ¬¬¥°  ¨ �¥­¿¨§ ° ¡®²» [16].�¥®°¥¬  3. �«¿ n = 3 ±®¢¯ ¤ ¾² 4 ª« ±±  ­¥° ¢¥­±²¢:�B(n) = �S(n) = �K(n) = �L(n):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ n = 3 ª« ±±» ­¥° ¢¥­±²¢, ¢»¯®«­¥­­»µ ¤«¿ ¸¥­­®-­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨, ¤«¿ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¨ ¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥©«¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ±®¢¯ ¤ ¾². �¤­ ª® ¤«¿ n = 4 ±¨²³ ¶¨¿ ±² -­®¢¨²±¿ ¡®«¥¥ ±«®¦­®©. � ¨¬¥­­®, ¨¬¥¾²±¿ ­¥° ¢¥­±²¢ , ¢»¯®«­¥­­»¥¤«¿ ° §¬¥°­®±²¥© «¨­¥©­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ­® ­¥ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®©½­²°®¯¨¨ ¨ ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ² ª®£® ­¥-° ¢¥­±²¢ .�­£«¥²®­ [12] ¯®ª § «, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ·¥²¢¥°ª¨ a; b; c; d ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢ ¯°®¨§¢®«¼­®£® ª®­¥·­®¬¥°­®£® «¨­¥©­®£® ¯°®±²° ­±²¢  ¢»-¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®dim(a) + dim(b) + dim(c� d) + dim(a� b � c) + dim(a� b � d) �dim(a� b) + dim(a� c) + dim(a� d) + dim(b� c) + dim(b� d): (2.9)�­ «®£¨·­®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®© ½­²°®¯¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤H(�) +H(�) +H(
; �) +H(�; �; 
) +H(�; �; �) �H(�; �) +H(�; 
) +H(�; �) +H(�; 
) +H(�; �): (2.10)50



�±¯®«¼§³¿ ®¡»·­»¥ ±®ª° ¹¥­¨¿, ­¥° ¢¥­±²¢® (2.10) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ª ª I(� : �) � I(� : �j
) + I(� : �j�) + I(
 : �): (2.11)�®ª ¦¥¬, ·²® ­¥° ¢¥­±²¢® �­£«¥²®­  ­¥ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ¤«¿ ¸¥­­®­®¢±ª®©½­²°®¯¨¨.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 3. �³¹¥±²¢³¥² ·¥²¢¥°ª  ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¤«¿ ª®-²®°»µ ­¥° ¢¥­±²¢® (2.11) ­¥ ¢»¯®«­¥­®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ³ª § ²¼ ·¥²¢¥°ª³ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­�; �; 
; � ² ª¨µ, ·²®I(� : �) > 0; I(� : �j
) = 0; I(� : �j�) = 0; I(
 : �) = 0;². ¥. ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» 
 ¨ � ¤®«¦­» ¡»²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨,   ±«³· ©­»¥¢¥«¨·¨­» � ¨ � { § ¢¨±¨¬»¬¨, ­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®-¢ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ 
 ¨ ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ �. �°¥¤º¿¢¨¬¯°¨¬¥° ² ª®£® ±®¢¬¥±²­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ·¥²¢¥°ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­.� ¦¤ ¿ ¨§ ¢¥«¨·¨­ �, �, 
, � ¡³¤¥² ¯°¨­¨¬ ²¼ §­ ·¥­¨¿ 0 ¨ 1. �°¨ ½²®¬ 
¨ � ¡³¤³² ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥«¥­». �±«®¢­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥-­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© � ¨ � ¡³¤³² ² ª¨¬¨, ª ª ­  °¨±. 2.1. �³¦­® ¯°®¢¥°¨²¼,
 = 0 ¨ � = 0��� 0 10 0 01 0 1 
 = 1 ¨ � = 0��� 0 10 1=8 3=81 3=8 1=8
 = 0 ¨ � = 1��� 0 10 1=8 3=81 3=8 1=8 
 = 1 ¨ � = 1��� 0 10 1 01 0 0�¨±. 2.1. �±«®¢­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© h�; �i ¯°¨ ¨§¢¥±²­»µ §­ ·¥­¨¿µ 
 ¨ �.·²® � ¨ � ¡³¤³² ­¥§ ¢¨±¨¬» ®²­®±¨²¥«¼­® 
 ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® �. �®ª § -²¥«¼±²¢  ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ � ¨ � ¯°¨ ª ¦¤®¬ ¨§ ³±«®¢¨© 
 = 0, 
 = 1,� = 0, � = 1  ­ «®£¨·­». � ±±¬®²°¨¬ ¯®¤°®¡­® ²®«¼ª® ±«³· © 
 = 0.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ � ¨ � ¯°¨ ³±«®¢¨¨ 
 = 0¡³¤¥² ² ª¨¬, ª ª ­  °¨±. 2.2. � ²°¨¶  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¢»-51



��� 0 10 1=16 3=161 3=16 9=16�¨±. 2.2. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© h�; �i ¯°¨ ³±«®¢¨¨ 
 = 0.°®¦¤¥­ . �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, � ¨ � ­¥§ ¢¨±¨¬» ¯°¨ ³±«®¢¨¨ 
 = 0.�±² «®±¼ ¯®ª § ²¼, ·²® ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» � ¨ � § ¢¨±¨¬». �¥£-ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ®­¨ ¨¬¥¾² ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥, ³ª § ­­®¥ ­ °¨±. 2.3. � ­­ ¿ ² ¡«¨¶  ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­¥¢»°®¦¤¥­ ,   §­ ·¨² � ¨ ���� 0 10 5=16 3=161 3=16 5=16�¨±. 2.3. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¢¥°®¿²­®±²¥© h�; �i.§ ¢¨±¨¬» ¨ I(� : �) > 0. 2

52



�« ¢  3.�®«³°¥¸¥²ª¨ ± ®²­®¸¥­¨¥¬³±«®¢­®© ¯°®±²®²»� ½²®© £« ¢¥ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ­  ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ±«®¢±¥¬¥©±²¢® ®²­®¸¥­¨© · ±²¨·­®£® ¯°¥¤¯®°¿¤ª  �f . � ­­»¥ ®²­®¸¥­¨¿´®°¬ «¨§³¾² ¨­²³¨²¨¢­®¥ ®²­®¸¥­¨¥ À±«®¢® y ¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­®±«®¢  xÁ. � ª²®°¨§³¿ ¯°®±²° ­±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¯® ®²­®¸¥­¨¾½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨ x �f y$ x �f y ^ y �f x;¬» ¯®«³·¨¬ · ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­»¥ ¬­®¦¥±²¢  Sf . � «¥¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬,·²® ª ¦¤®¥ Sf ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ­¨¦­¥©¯®«³°¥¸¥²ª®©. �®«³°¥¸¥²ª¨ Sf ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ´¨­¨²­»© ­ «®£ ±²¥¯¥­¥© ­¥° §°¥¸¨¬®±²¨ �¼¾°¨­£ . � ¤ «¼­¥©¸¨¬ ¬» ¢®±¯®«¼-§³¥¬±¿ ¤ ­­»¬¨ °¥¸¥²ª ¬¨ ª ª ¨­±²°³¬¥­²®¬ ¤«¿ ¨§³·¥­¨¿ ¯®­¿²¨¿®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨.�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 7. �¡®§­ ·¨¬ R ª« ±± ¢±¥µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¤¢®¨·-­»µ ±«®¢ x = fxng, ¤«¿ ª®²®°»µ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  c, ·²®jxnj � cn.� «¥¥ ¢ ½²®© £« ¢¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢±¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¯°¨­ ¤«¥¦ ² R.�¯°¥¤¥«¨¬ À¯°®±²®²³Á ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ y = fyng ®²­®±¨²¥«¼­®¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxng. � ¨¡®«¥¥ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ª ¦¥²±¿ ±·¨² ²¼,·²® y ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x, ¥±«¨ ³±«®¢­ ¿ ±«®¦­®±²¼ K(ynjxn) ®£° -­¨·¥­  «®£ °¨´¬¨·¥±ª¨ ° ±²³¹¥© ¢¥«¨·¨­®©:K(xnjyn) = O(logn):53



�®¦­® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®²­®¸¥­¨¥ À³±«®¢­®© ¯°®±²®²»Á, ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¡®«¥¥ ±« ¡®¬³ ®£° ­¨·¥­¨¾ ­  ³±«®¢­³¾ ±«®¦­®±²¼. �³±²¼¤ ­  ­¥ª®²®° ¿ ´³­ª¶¨¿ f(n) : N ! N, ª®²®° ¿ ° ±²¥² ¬¥¤«¥­­¥¥ «¨­¥©-­®©, ­® ­¥ ¬¥¤«¥­­¥¥ «®£ °¨´¬ :f(n) = o(n) ¨ f(n) = 
(log n) ¯°¨ n!1: (3.1)�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 8. �³±²¼ ´³­ª¶¨¿ f : N ! N ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨-¿¬ (3.1). �®£¤  ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y = fyngf-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxng (®¡®§­ · ¥¬y �f x), ¥±«¨ K(ynjxn) = O(f(n)).�» ¯®«³· ¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ¬­®¦¥±²¢ ± ®²­®¸¥­¨¿¬¨ · ±²¨·­®£® ¯°¥¤¯®-°¿¤ª  hR;�f i ¤«¿ ¢±¥¢®§¬®¦­»µ ´³­ª¶¨© f .�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 9. � §®¢¥¬ Sf · ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢®,¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ´ ª²®°¨§ ¶¨¥© hR;�f i ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ½ª¢¨¢ «¥­²­®±²¨(x � y)$ ((x �f y) ^ (y �f x)):� ¬¥· ­¨¥ 2. � ¨¡®«¥¥ ¢ ¦¥­ ±«³· © f(n) = logn. �» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼-§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¿ S ¨ hR;�i ¢¬¥±²® Slogn ¨ hR;�log ni ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.�» ² ª¦¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼ À¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y = fyng ¯°®±²  ®²-­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxngÁ ¢¬¥±²® À¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼y = fyng log-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x = fxngÁ.� ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ¯°®±²»µ ¯°¨¬¥°®¢ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¢ Sf ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©.�°¨¬¥° 7. 1) � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x ¨§ R.�­ ¿ ±«®¢® xn ¨ ¥£® ±«®¦­®±²¼ K(xn), ¬®¦­® ¯¥°¥·¨±«¿²¼ ¬­®¦¥±²¢®¯°®£° ¬¬, ¨¬¥¾¹¨µ ¤«¨­³ K(xn) ¨ ¯¥· ² ¾¹¨µ xn. �²¨ ¯°®£° ¬¬» ¡³-¤³² ®¯²¨¬ «¼­»¬¨ ¤«¿ ±«®¢  xn. (� ¢¥¤®¬® ±³¹¥±²¢³¥² µ®²¿ ¡» ®¤­ ®¯²¨¬ «¼­ ¿ ¯°®£° ¬¬ . � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ² ª¨µ ¯°®£° ¬¬ ¬®¦¥² ¡»²¼­¥±ª®«¼ª®.) � §®¢¥¬ pn ¯¥°¢³¾ ¯°®£° ¬¬³, ¯®«³· ¥¬³¾ ¢ ¤ ­­®¬ ¯¥°¥-·¨±«¥­¨¨. �¡° §³¥¬ ¨§ ¤ ­­»µ ¯°®£° ¬¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ p. �·¥-¢¨¤­®, x �f p ¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f(n), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© (3.1).2) �³±²¼ f(n) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (3.1). � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x ¨ y ² ª¨¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® n ®¤­® ¨§ ±«®¢ xn, yn ¿¢«¿-¥²±¿ ­ · «®¬ ¤°³£®£®, ¯°¨·¥¬ ¤«¨­» xn ¨ yn ®²«¨· ¾²±¿ ­  ¢¥«¨·¨­³O(f(n)). �­ ·¥ £®¢®°¿, ±«®¢® xn ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ yn ¯°¨¯¨±»¢ ­¨¥¬ ¨«¨®²¡° ±»¢ ­¨¥¬ O(f(n)) ¡¨²®¢ ±¯° ¢ . �®£¤  x �f y.54



3) �³±²¼ f(n) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (3.1) ¨ ¤ ­  ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼x, ·²® K(xn) = n + O(f(n)). �³±²¼ ² ª¦¥ § ¤ ­® ±¥¬¥©±²¢® ª®­±²°³ª-²¨¢­»µ ®¡º¥ª²®¢ An ² ª®¥, ·²®jAnj = 2n+O(f(n));¨ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ±¯¨±®ª ½«¥¬¥­²®¢ An ¬®¦­® ¯®°®¤¨²¼ ¯°®£° ¬¬®© ¤«¨-­» O(f(n)).�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x0, ·²®8n x0n 2 An ^K(x0n) = log jAnj+O(f(n));¨ x0 �f x.�¥©±²¢¨²¥«¼­®, ª ª ¨ ¢ ° ±±¬®²°¥­­®¬ ¢»¸¥ ¯°¨¬¥°¥ 1), ®² ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¨ x ¬®¦­® ¯¥°¥©²¨ ª ½ª¢¨¢ «¥­²­®© ¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ª° ²· ©¸¨µ ¯°®£° ¬¬ p. � ¦¤ ¿ ¯°®£° ¬¬  pn ¨¬¥¥² ¤«¨­³ K(xn), ¨K(pn) = K(xn)+O(1). � «¥¥, ®²°¥§ ¿ ®² ±«®¢  pn ±¯° ¢  O(f(n)) ¡¨²®¢,¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ±«®¢® x0n, ¤«¨­  ª®²®°®£® ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² log jAnj. �«®¦-­®±²¼ ¯®«³·¥­­®£® ±«®¢  x0n ¡³¤¥² ­¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ­  O(f(n)) ®²«¨· ²¼±¿ ®²¥£® ¤«¨­». � ­­®¥ x0n ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ­®¬¥° ½«¥¬¥­²  ¨§ ¬­®-¦¥±²¢  An. �·¥¢¨¤­®, ¯®«³·¥­­ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x0 ½ª¢¨¢ «¥­²­ x ¢ hR;�f i.�®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© (3.1), Sf ¿¢«¿-¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©, ­® ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²ª®©. �®² ´ ª², ·²®«¾¡»¥ ¤¢  ½«¥¬¥­²  ¢ Sf ¨¬¥¾² ²®·­³¾ ¢¥°µ­¾¾ £° ­¼ (². ¥. Sf ¿¢«¿-¥²±¿ ¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©), ²°¨¢¨ «¥­ (�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 4). �±­®¢­»¬ °¥-§³«¼² ²®¬ ¤ ­­®© £« ¢» ¿¢«¿¥²±¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®£®, ·²® ­¥ª®²®°»¥¯ °» ½«¥¬¥­²®¢ ¨§ Sf ­¥ ¨¬¥¾² ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨. �» ° ±±¬®²°¨¬¤¢¥ ª®­±²°³ª¶¨¨, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥ ¯®«³· ²¼ ¯ °» ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©, ­¥¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨. �¥°¢ ¿ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¡³¤¥² ¨±¯®«¼§®-¢ ­  ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4. �­  ¯®§¢®«¨² ±²°®¨²¼ ¯ °» ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¥©, ­¥ ¨¬¥¾¹¨© ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨ ¢ Sf , ¯°¨ ³±«®¢¨¨f(n) = o(pn). �²®° ¿ ª®­±²°³ª¶¨¿ ³­¨¢¥°± «¼­ , ². ¥. ®­  ¯®§¢®«¿¥²¯®«³· ²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨, ¤«¿«¾¡®© Sf . �» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¥© ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 5. �²¢¥°-¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 4 ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬ ²¥®°¥¬» 5. �¤­ ª® ¬» ¯°¨¢®-¤¨¬ ®²¤¥«¼­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯¥°¢®©, ¬¥­¥¥ ®¡¹¥© ²¥®°¥¬», ¯®±ª®«¼-ª³ ¨±¯®«¼§³¥¬ ¿ ¢ ¥¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¬®¦¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼± ¬®±²®¿²¥«¼­»© ¨­²¥°¥±. �°®¬¥ ²®£®, ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼­®¥ ° ±±¬®²°¥­¨¥55



¯¥°¢®©, ¡®«¥¥ ¯°®±²®© ª®­±²°³ª¶¨¨ ¯®§¢®«¨² ±¤¥« ²¼ ¡®«¥¥ ¿±­»¬ ¤®ª -§ ²¥«¼±²¢® ®¡¹¥© ²¥®°¥¬» 5.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 4. � ±²¨·­® ³¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® Sf ¿¢«¿¥²±¿¢¥°µ­¥© ¯®«³°¥¸¥²ª®©.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¥© x;y 2 R ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z, ¿¢«¿¾¹ ¿±¿ ²®·­®©¢¥°µ­¥© £° ­¼¾ ¤«¿ x ¨ y ¢ hR;�f i. �®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ z ¡³¤¥² ²®·-­®© ¢¥°µ­¥© £° ­¼¾ ¤«¿ x ¨ y, ¥±«¨� z ¿¢«¿¥²±¿ ¢¥°µ­¥© £° ­¼¾ ¤«¿ x ¨ y, ². ¥. x �f z ¨ y �f z, ¨� z �f u ¤«¿ «¾¡®© ¤°³£®© ¢¥°µ­¥© £° ­¨ u ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x ¨y.�±«¨ x = x1; x2; : : : ¨ y = y1; y2; : : :, ²® ¢ ª ·¥±²¢¥ z ¬®¦­® ¢§¿²¼ ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¯ ° zn = hxn; yni. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼z = z1; z2; : : : ¡³¤¥² ²®·­®© ¢¥°µ­¥© £° ­¼¾ ¤«¿ x ¨ y. 2�¥®°¥¬  4. �±«¨ f(n) = o(pn) ¨ f(n) = 
(log n), ²® ¢ Sf ±³¹¥±²¢³¾²¯ °» ½«¥¬¥­²®¢, ­¥ ¨¬¥¾¹¨¥ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤®±² ²®·­® ¯°¥¤º-¿¢¨²¼ ¯ °³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x;y 2 R, ¤«¿ ª®²®°»µ ­¥² ²®·­®© ­¨¦-­¥© £° ­¨ ¢ hR;�f i. �²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±«®¢  xn ¨ yn, ¬» ¯®±²°®¨¬ ¬­®-¦¥±²¢® An, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¯ ° ±«®¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¢¨¤ . � ²¥¬ ¢®§¼¬¥¬ ¢ª ·¥±²¢¥ hxn; yni ¯ °³ ¨§ ¤ ­­®£® ¬­®¦¥±²¢  ± ¬ ª±¨¬ «¼­®© ª®«¬®£®-°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¼¾.� ´¨ª±¨°³¥¬ n ¨ ®¯¨¸¥¬ ¬­®¦¥±²¢® An. �¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ·¥­¨¥: m =bpnc. �³±²¼ ­ ¬ ¤ ­» 2m ¤¢®¨·­»µ ±«®¢ ¤«¨­» ma01; a02; : : : ; a0m; a11; a12; : : : ; a1m; aij 2 f0; 1gm:¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨§ m ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶� = �1�2 : : : �m; �i 2 f0; 1g:�³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±«®¢  aij ¡«®ª ¬¨. �®±² ¢¨¬ ¨§ ¢±¥µ 2m ¡«®ª®¢ ±«®¢® �x�x = ha01; : : : ; a0m; a11; : : : ; a1mi56



  ¨§ ¡«®ª®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¡¨² ¬ ±«®¢  �, ±«®¢® �y�y = ha�11 ; a�22 ; : : : ; a�mm i�²¬¥²¨¬, ·²® K(�x) � 2m2 +O(logn) ¨ K(�y) � m2 +O(logn).�³±²¼ An { ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¯ ° h�x; �yi, ª®²®°»¥ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ³ª -§ ­­»¬ ±¯®±®¡®¬ (². ¥. ¢±¥ ¯ °» ±«®¢, ª®²®°»¥ ¤ ¥² ®¯¨± ­­ ¿ ª®­±²°³ª-¶¨¿ ¯°¨ ­¥ª®²®°®¬ ¢»¡®°¥ ¡«®ª®¢ aij ¨ ±«®¢  �). �®¤±·¨² ¥¬ ª®«¨·¥±²¢®½«¥¬¥­²®¢ ¢ An.�«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ;m ¨¬¥¥²±¿ ¯® 22m ¢ °¨ ­²®¢ ¤«¿ ¢»¡®°  ¯ °»¡«®ª®¢ a0i ¨ a1i . �°¨ ½²®¬ ¢ 2m ±«³· ¿µ ¡«®ª¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ®¤¨­ ª®¢»¬¨,¨ ¢ (22m � 2m) ±«³· ¿µ { ° §«¨·­»¬¨. �±«¨ a0i = a1i , ²® i-»© ¡«®ª ±«®¢ �y ®¯°¥¤¥«¥­ ®¤­®§­ ·­®. �±«¨ ¦¥ a0i 6= a1i , ²® ¤«¿ ¢»¡®°  i-®£® ¡«®ª ±«®¢  �y ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ¢ °¨ ­² ; ª ª®© ¨¬¥­­® ¡«®ª ¡³¤¥² ±²®¿²¼ ­  i-®¬ ¬¥±²¥ ¢ �y, § ¢¨±¨² ®² §­ ·¥­¨¿ �i. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª ¦¤®£® i¥±²¼ (2(22m � 2m) + 2m) ±¯®±®¡®¢ ¢»¡° ²¼ a0i , a1i ¨ i-»© ¡«®ª ±«®¢  �y.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, An ±®±²®¨² ¨§(2 � (22m � 2m) + 2m)m¯ °.�±«¨ ¯ °  hxn; yni ¿¢«¿¥²±¿ ½«¥¬¥­²®¬ An, ¨¬¥¾¹¨¬ ¬ ª±¨¬ «¼­³¾±«®¦­®±²¼, ²® ±®£« ±­® «¥¬¬¥ 1K(xn; yn) = log[(2 � (22m � 2m) + 2m)m] +O(logn) == m(2m + 1) +O(logn) = 2m2 +m+O(logn): (3.2)� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯ °  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x, y ®¯°¥¤¥«¥­ . �®ª ¦¥¬,·²® ®­  ­¥ ¨¬¥¥² ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨. �°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢­®¥: ¯³±²¼¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z ¿¢«¿¥²±¿ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¼¾ x ¨ y. �²®¡»¯®«³·¨²¼ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥, ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ° ±±¬®²°¥²¼ ­¥ª®²®°»© ª« ±±­¨¦­¨µ £° ­¥© x ¨ y.�«¿ ª ¦¤®£® n ±«®¢® xn ±®±²®¨² ¨§ 2bpnc ¡«®ª®¢ ¤«¨­» bpnc. �²®-¡» ° §«¨· ²¼ ¡«®ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §­»¬ n, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¡«®ª¨,±®±² ¢«¿¾¹¨¥ ±«®¢® xn, n-¡«®ª ¬¨. �°¨ ½²®¬ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ n-¡«®ª¨,¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ±«®¢® yn, ¢»¤¥«¥­­»¬¨,   ¡«®ª¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ xn, ­® ­¥ ¢µ®¤¿-¹¨¥ ¢ yn, { ­¥¢»¤¥«¥­­»¬¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ¡«®ª¨, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ±«®¢®xn, ° §«¨·­» (¨­ ·¥ ±«®¦­®±²¼ ¯ °» hxn; yni ¡»«  ¡» ±«¨¸ª®¬ ¬ « ).�·¥¢¨¤­®, «¾¡®© ¢»¤¥«¥­­»© n-¡«®ª ¨¬¥¥² «®£ °¨´¬¨·¥±ª³¾ ±«®¦-­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® xn ¨ yn. � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ u, ¢ ª®²®-57



°®© ª ¦¤»© ·«¥­ un ¥±²¼ ­¥ª®²®°»© ¢»¤¥«¥­­»© n-¡«®ª. �®£¤  ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ u ¡³¤¥² ­¨¦­¥© £° ­¼¾ x ¨ y,   §­ ·¨², ¡³¤¥² f-¯°®±² ®²­®±¨²¥«¼­® z.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢±¥ ¢»¤¥«¥­­»¥ n-¡«®ª¨ ¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ Cf(n) ®²-­®±¨²¥«¼­® zn. �®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¬­®¦¨²¥«¨ C ¯¥°¥¤ f(n) ¬®£³² ¡»²¼° §­»¬¨ ¤«¿ ° §­»µ ¢»¤¥«¥­­»µ ¡«®ª®¢. �®ª ¦¥¬, ·²® ±°¥¤¨ ½²¨µ ª®­-±² ­² ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ­ ¨¡®«¼¸³¾.�¥¬¬  6. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¢»¤¥«¥­-­®£® n-¡«®ª  b K(bjzn)) � C � f(n):�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �«¿ ª ¦¤®£® n ¢»¡¥°¥¬ ±°¥¤¨ ¢±¥µ ¢»-¤¥«¥­­»µ n-¡«®ª®¢ ²®², ª®²®°»© ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ±«®¦­®±²¼ ®²­®-±¨²¥«¼­® zn. �¡®§­ ·¨¬ ¥£® b(n). �®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ u = b(1); b(2); : : :¿¢«¿¥²±¿ ­¨¦­¥© £° ­¼¾ x ¨ y. � ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, u ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­®z. �²® §­ ·¨², ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²» C8n K(b(n)jzn) � C � f(n):�®±ª®«¼ª³ b(n) ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ±«®¦­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® zn ±°¥-¤¨ ¢±¥µ ¢»¤¥«¥­­»µ n-¡«®ª®¢, ¤ ­­ ¿ ª®­±² ­²  C £®¤¨²±¿ ¨ ¤«¿ ¢±¥µ®±² «¼­»µ ¢»¤¥«¥­­»µ ¡«®ª®¢, ². ¥. ¤«¿ «¾¡®£® ¢»¤¥«¥­­®£® n-¡«®ª  b¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® K(bjzn) � C � f(n): 2�¥¬¬  7. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ ¢±¥µ n ¨ ¤«¿ «¾-¡®£® ­¥¢»¤¥«¥­­®£® n-¡«®ª  bK(bjyn)) � pn� C � f(n):�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �«¿ ª ¦¤®£® n § ´¨ª±¨°³¥¬ ­¥ª®²®°»©­¥¢»¤¥«¥­­»© n-¡«®ª b(n). � ¬¥²¨¬, ·²® ±«®¢® xn ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨§ yn¢ 3 ½² ¯ :� ­ µ®¤¨¬ ±«®¢® �(n), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯ °¥ hxn; yni;� ­ µ®¤¨¬ ¡«®ª b(n);� ­ µ®¤¨¬ (bpnc � 1) ®±² ¢¸¨µ±¿ ­¥¢»¤¥«¥­­»µ n-¡«®ª®¢.58



�«®¦­®±²¼ ±«®¢  �(n),   ² ª¦¥ ±«®¦­®±²¼ «¾¡®£® ­¥¢»¤¥«¥­­®£® ¡«®-ª  ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿² bpnc. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(xnjyn) � pn+K(b(n)jyn) + bpnc(bpnc � 1) +O(logn) == bpnc2 +K(b(n)jyn) +O(f(n)):�®±ª®«¼ª³ K(yn) � bpnc2 +O(f(n)), ¨¬¥¥¬ ­¥° ¢¥­±²¢®K(xn; yn) = K(xnjyn)+K(yn)+O(logn) � 2bpnc2+K(b(n)jyn)+O(f(n))�±¯®«¼§³¿ ³±«®¢¨¥ (3.2), ¯®«³· ¥¬ K(b(n)jyn) � pn�O(f(n)). 2�¥¬¬  8. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¢»¤¥-«¥­­®£® n-¡«®ª  b K(b(n)jzn)) � pn� C � f(n):�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ K(znjyn) = O(f(n)).�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤«¿ «¾¡®£® ­¥¢»¤¥«¥­­®£® ¡«®ª  bK(bjyn) � K(bjzn) +K(znjyn) +O(logn) = K(bjzn) +O(f(n)):�°¨¬¥­¿¿ «¥¬¬³ 7, ¯®«³· ¥¬ ²°¥¡³¥¬®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®. 2�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ § ª®­·¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». �®£« ±­® «¥¬-¬¥ 6 ¤«¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ n ¢±¥ ¢»¤¥«¥­­»¥ n-¡«®ª¨ ¨¬¥¾² ±«®¦-­®±²¼ ­ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ pn=2 ®²­®±¨²¥«¼­® zn. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ±®£« ±­®«¥¬¬¥ 8 ¤«¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ n ¢±¥ ­¥¢»¤¥«¥­­»¥ n-¡«®ª¨ ¨¬¥¾²±«®¦­®±²¼ ¬­®£® ¡®«¼¸¥ pn=2 ®²­®±¨²¥«¼­® zn. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¯°¨¬¥-­¿¿ ª zn ¢±¥ ¯°®£° ¬¬» ¤«¨­» ­¥ ¡®«¥¥ pn=2, ¬» ° ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ¯®-«³·¨¬ ¢±¥ ¢»¤¥«¥­­»¥ n-¡«®ª¨ ¨ ­¥ ¯®«³·¨¬ ­¨ ®¤­®£® ­¥¢»¤¥«¥­­®£®.� ­­®¥ ­ ¡«¾¤¥­¨¥ ¤ ¥² ­ ¬ ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥­¨¿ ±«®¢  yn ¯® xn ±®±«®¦­®±²¼¾ O(f(n)). � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¨§ xn ±® ±«®¦­®±²¼¾ O(f(n)) ¬®¦­®¯®«³·¨²¼ zn. � «¥¥ ¯°¨¬¥­¿¥¬ ª zn ¢±¥ ¯°®£° ¬¬» ¤«¨­» ­¥ ¡®«¥¥ pn=2,¯®ª  ­¥ ¢»¿±­¨¬, ª ª¨¥ ¨§ ¡«®ª®¢, ®¡° §³¾¹¨µ xn, ¿¢«¿¾²±¿ ¢»¤¥«¥­-­»¬¨. �®±«¥ ½²®£® ±®±² ¢«¿¥¬ ¨§ ¢»¤¥«¥­­»µ ¡«®ª®¢ yn. � ª¨¬ ®¡° §®¬,K(xn; yn) = K(xn) +K(ynjxn) +O(logn) == K(xn) +O(f(n)) � 2(bnc)2 +O(f(n));·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² (3.2). 2�¥®°¥¬  5. �«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f : N ! N, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© (3.1), ¢Sf ±³¹¥±²¢³¥² ¯ °  ½«¥¬¥­²®¢, ­¥ ¨¬¥¾¹¨µ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨.59



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·­® ¯®±²°®¨²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢x;y 2 R, ª®²®°»¥ ­¥ ¨¬¥¾² ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨ ¢ hR;�f i. �»¡¥°¥¬´³­ª¶¨¾ g(n), ª®²®° ¿ ° ±²¥² ¬¥¤«¥­­¥¥ n=f(n), ­® ¡»±²°¥¥ log(n=f(n)):g(n) = o(n=f(n)); log(n=f(n)) = o(g(n)) ¯°¨ n!1: (3.3)�³±²¼ kn { ¡«¨¦ ©¸¥¥ ª n=g(n) ·¨±«®, ¤¥«¿¹¥¥±¿ ­ ¶¥«® ­  f(n). �²¬¥-²¨¬, ·²® kn ° ±²¥² ¡»±²°¥¥, ·¥¬ f(n).� ´¨ª±¨°³¥¬ n ¨ ¯®±²°®¨¬ ¬­®¦¥±²¢® ¯ ° ±«®¢ An. � ²¥¬ ¢ ª ·¥-±²¢  hxn; yni ¢®§¼¬¥¬ ¯ °³ ¨§ An, ¨¬¥¾¹³¾ ¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ±«®¦­®±²¼.�«¿ ¯°®±²®²» ®¡®§­ ·¥­¨© ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ±«®¢  ¢  «´ ¢¨²¥ An, ±®-±²®¿¹¥¬ ¨§ 2g(n) ¡³ª¢. (�«¿ ¯¥°¥µ®¤  ª ¤¢®¨·­®¬³  «´ ¢¨²³ ¤®±² ²®·­®§ ª®¤¨°®¢ ²¼ ª ¦¤³¾ ¡³ª¢³ ¨§ An ­ ¡®°®¬ ¨§ g(n) ­³«¥© ¨ ¥¤¨­¨¶.)�¯¨¸¥¬ ¯ °» h�x; �yi, ª®²®°»¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¢ª«¾· ²¼ ¢ An. �«®¢® �x ¡³¤¥²±®±²®¿²¼ ¨§ 2kn ¡³ª¢  «´ ¢¨²  An. �³¤¥¬ ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ �x ±®±²®¿-¹¨¬ ¨§ ¤¢³µ ¯®«®¢¨­, ª ¦¤ ¿ ¯® kn ¡³ª¢:xn = ha01a02 : : : a0kn; a11a12 : : : a1kni; aij 2 An:�«®¢® �y ¡³¤¥² ±®±²®¿²¼ ¨§ kn ¡³ª¢, ¯°¨·¥¬ ª ¦¤ ¿ i- ¿ ¥£® ¡³ª¢  ¤®«¦­ ±®¢¯ ¤ ²¼ «¨¡® ± i-®© ¡³ª¢®© ¨§ «¥¢®© ¯®«®¢¨­» �x, «¨¡® ± i-®© ¡³ª¢®© ¨§¯° ¢®© ¯®«®¢¨­» �x:yn = hb1b2 : : : bkni; £¤¥ bi = a0i ¨«¨ bi = a1i; i = 1; 2; : : : ; kn:�±¥ ¯ °» h�x; �yi ³ª § ­­®£® ¢¨¤  ¨ ®¡° §³¾² An. � ¬¥²¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®©¯ °» h�x; �yi 2 AnK(�x) � 2kng(n) +O(logn) ¨ K(�y) � kng(n) +O(logn):�¥¯¥°¼ ¯®¤±·¨² ¥¬ ·¨±«® ½«¥¬¥­²®¢ ¢ ¬­®¦¥±²¢¥ An. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®­ ©¤¥¬ ¤«¿ ª ¦¤®£® i = 1; : : : ; kn ·¨±«® ±¯®±®¡®¢ ±®£« ±®¢ ­­® ¢»¡° ²¼¡³ª¢» ai0 ¨ ai1 ¤«¿ ±«®¢  �x ¨ ¡³ª¢³ bi ¤«¿ ±«®¢  �y. �®-¯¥°¢»µ, ¡³ª¢» ai0 ¨ai1 ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ­¥±®¢¯ ¤ ¾¹¨¬ (jAnj(jAjn�1) ¢ °¨ ­²®¢). �°¨ ½²®¬¤«¿ ¢»¡®°  ¡³ª¢» bi ¨¬¥¥²±¿ ¤¢  ¢ °¨ ­² : ®­  ¤®«¦­  ±®¢¯ ¤ ²¼ «¨¡®± ai0, «¨¡® ± ai1. �®-¢²®°»µ, ¡³ª¢» ai0 ¨ ai1 ¬®¦­® ¢»¡° ²¼ ®¤¨­ ª®¢»¬¨(jAj ¢ °¨ ­²®¢). �®£¤  ¤«¿ ¢»¡®°  ¡³ª¢» bi ¨¬¥¥²±¿ ²®«¼ª® ®¤¨­ ±¯®±®¡.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢»¡®°  ¢±¥µ ¡³ª¢ ¢ ±«®¢ µ �x, �y ¥±²¼ (2jAnj(jAnj �1) + jAnj)kn ¢ °¨ ­²®¢. �±¯®«¼§³¿ (3.3), ­¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²®(2jAnj(jAnj � 1) + jAnj)kn = 22kng(n)+kn+O(f(n)):60



�» ¢»¡¨° ¥¬ ¨§ An ¯ °³ hxn; yni, ¨¬¥¾¹³¾ ¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ¢®§¬®¦­³¾±«®¦­®±²¼. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(xn; yn) = 2kng(n) + kn +O(f(n)): (3.4)�®ª ¦¥¬, ·²® ³ ¯®±²°®¥­­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x ¨ y ­¥² ²®·­®©­¨¦­¥© £° ­¨.� ª ¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 4, ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ° ±±¬®²°¥²¼­¨¦­¨¥ £° ­¨ x ¨ y ±¯¥¶¨ «¼­®£® ¢¨¤ . �«¿ ½²®£® ° §°¥¦¥¬ ±«®-¢® yn ­  mn = kn=f(n) ¯®¤±«®¢ ¤«¨­» f(n). � §®¢¥¬ ½²¨ ¯®¤±«®¢ tn(1); : : : ; tn(mn).�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 10. �³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ (n; j)-¡«®ª ¬¨ ±«®¢  b ¢  «´ ¢¨²¥An, ¨¬¥¾¹¨¥ ¤«¨­³ f(n) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±«¥¤³¾¹¥¬³ ³±«®¢¨¾: ¤«¿ª ¦¤®£® i (1 � i � f(n)) i- ¿ ¡³ª¢  ±«®¢  b ±®¢¯ ¤ ¥² «¨¡® ± ((j �1)f(n)+i)-®© ¡³ª¢®© ¨§ «¥¢®© ¯®«®¢¨­» ±«®¢  xn, «¨¡® ± ((j�1)f(n)+i)-®© ¡³ª¢®© ¨§ ¯° ¢®© ¯®«®¢¨­» ±«®¢  xn.� · ±²­®±²¨, tn(j) ¿¢«¿¥²±¿ (n; j)-¡«®ª®¬. �±«¨ ¬» §­ ¥¬ ±«®¢® xn, ­® ­¥§­ ¥¬ yn, ²® ¬» ­¥ ¬®¦¥¬ ±ª § ²¼, ¨§ ª ª¨µ ¨¬¥­­® ¡«®ª®¢ tn(j) ±®±²®¨²±«®¢® yn. �¤­ ª® ¤«¿ «¾¡®£® j ¬» ¬®¦¥¬ ³ª § ²¼ ±¯¨±®ª ¢±¥µ (n; j)-¡«®ª®¢ (¢ ½²®¬ ±¯¨±ª¥ ®¡¿§ ²¥«¼­® ±®¤¥°¦¨²±¿ ¨ tn(j)). � ¬¥²¨¬, ·²®¤«¿ «¾¡»µ n, j ¨¬¥¥²±¿ ­¥ ¡®«¥¥ 2f(n) ° §«¨·­»µ (n; j)-¡«®ª®¢.� ¦¤»© ¡«®ª tn(j) «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ª ª ¯® xn, ² ª ¨ ¯® yn. �®·­¥¥,K(tn(j)jxn) = O(f(n)); K(tn(j)jyn) = O(logn): �³±²¼ u ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ±«®¢® un ¥±²¼ ­¥ª®²®°»© ¡«®ª tn(jn). �®£¤  u �f x¨ u �f y.�°¥¤¯®«®¦¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x ¨ y ¥±²¼ ²®·­ ¿­¨¦­¿¿ £° ­¼ z. �®£¤  u �f z. �­ ·¨² ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  Cu,·²® K(tn(jn)jzn) � Cuf(n): �®­±² ­²  Cu § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¨ u, ­® ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±°¥¤¨ ¢±¥µ ² ª¨µ ª®­±² ­² ±³¹¥±²¢³¥²­ ¨¡®«¼¸ ¿. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¡³¤¥²  ­ «®£¨·­® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ «¥¬¬» 6.�¥¬¬  9. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ¡«®ª tn(j) ¨§ ±«®¢  yn ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® K(tn(j)jzn) � C � f(n).�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �«¿ ª ¦¤®£® n ¢»¡¥°¥¬ ¢ ±«®¢¥ yn ¡«®ªtn(jn), ±«®¦­®±²¼ ª®²®°®£® ®²­®±¨²¥«¼­® zn ¬ ª±¨¬ «¼­ . �®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¼ ¢»¡° ­­»µ ¡«®ª®¢ u ¿¢«¿¥²±¿ ­¨¦­¥© £° ­¼¾ x ¨ y,   ¯®²®-¬³ f-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® z. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²»61



C ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢® K(unjzn) � Cf(n): � ±¨«³ ¢»¡®°  u ¤ ­­ ¿ª®­±² ­²  C ¿¢«¿¥²±¿ ³­¨¢¥°± «¼­®©, ². ¥. ¤«¿ «¾¡®£® ­®¬¥°  n ¨ ¤«¿«¾¡®£® ¡«®ª  tn(j) ¨§ yn K(tn(j)jzn) � Cf(n): 2� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨¬¥­¿¿ ª ±«®¢³ zn ¯°®£° ¬¬» ¤«¨­» ­¥ ¡®«¥¥ C �f(n), ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¢±¥ ¡«®ª¨ tn(j) ¨§ ±«®¢  yn.� «¥¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ «¥¬¬»,  ­ «®£¨·­»¥ «¥¬¬ ¬ 7 ¨ 8 ¨§ ¤®ª § -²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 4.�¥¬¬  10. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® (n; j)-¡«®ª  ~tn(j), ª®²®°»© ®²«¨· ¥²±¿ ®² tn(j) ­¥ ¬¥­¥¥, ·¥¬ ¢ f(n)=10 ¡³-ª¢ µ, ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®K(~tn(j)jyn)) � f(n)g(n)=10� C � f(n):�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �³±²¼ ~tn(j) { ­¥ª®²®°»© (n; j)-¡«®ª, ®²«¨-· ¾¹¨©±¿ ®² tn(j) ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ¢ f(n)=10 ¡³ª¢ µ. �®£¤  ±«®¢® xn ¬®¦­®¯®«³·¨²¼ ¨§ yn ¢ 4 ½² ¯ :� ³±² ­®¢¨¬, ¨§ ª ª®© ¯®«®¢¨­» ±«®¢  xn ¢§¿²  ª ¦¤ ¿ ¡³ª¢  ±«®¢ yn (¤«¿ ½²®£® ²°¥¡³¥²±¿ kn ¡¨²®¢); ¯®±«¥ ¢»¯®«­¥­¨¿ ½²®£® ½² ¯ ¡³¤³² ¨§¢¥±²­» kn ¡³ª¢ ¢ ±«®¢¥ xn;� ¯®±²°®¨¬ ¡«®ª ~tn(j);� ³ª ¦¥¬ f(n)=10 ¡³ª¢ ¢ ±«®¢¥ ~tn(j), ª®²®°»¥ ®²«¨· ¾²±¿ ®² ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¡³ª¢ ¢ ¡«®ª¥ tn(j); ¯°¨ ½²®¬ ¬» ¯®«³·¨¬ ¥¹¥ f(n)=10¡³ª¢ ±«®¢  xn;� ¯®«³·¨¬ ®±² ¢¸¨¥±¿ (kn� f(n)=10) ¡³ª¢ ±«®¢  xn (¤«¿ ½²®£® ²°¥¡³-¥²±¿ ­¥ ¡®«¥¥ (kn � f(n)=10)g(n) ¡¨²®¢).� ª¨¬ ®¡° §®¬,K(xnjyn) � kn +K(~tn(j)jyn) + (kn � f(n)=10)g(n) +O(f(n)):�®±ª®«¼ª³ K(yn) � kng(n) +O(logn), ¯®«³· ¥¬K(xn; yn) = K(xnjyn) +K(yn) +O(logn) �2kng(n)� f(n)g(n)=10 + kn +K(b(n)jyn) +O(f(n)):�·¨²»¢ ¿ (3.4), ¯®«³· ¥¬ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ «¥¬¬». 262



�¥¬¬  11. �³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª®­±² ­²  C, ·²® ¥±«¨ (n; j)-¡«®ª~tn(j) ®²«¨· ¥²±¿ ®² tn(j) ­¥ ¬¥­¥¥, ·¥¬ ¢ f(n)=10 ¡³ª¢ µ, ²®K(~tn(j)jzn)) � f(n)g(n)=10 � C � f(n):�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬».�®±ª®«¼ª³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z f-¯°®±² ®²­®±¨²¥«¼­® y,K(~tn(j)jyn) � K(~tn(j)jzn) +K(znjyn) +O(logn) = K(~tn(j)jzn) +O(f(n)):�±² ¥²±¿ ¯°¨¬¥­¨²¼ «¥¬¬³ 10. 2�®£« ±­® «¥¬¬¥ 9 ¤«¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ n ¢±¥ ¡«®ª¨ tn(j) ¨¬¥¾²±«®¦­®±²¼ ­ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥ f(n)g(n)=20 ®²­®±¨²¥«¼­® zn. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿,±®£« ±­® «¥¬¬¥ 11 ¤«¿ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸¨µ n ¢±¥ (n; j)-¡«®ª¨ ~tn(j), ®²-«¨· ¾¹¨¥±¿ ®² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® tn(j) ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ¢ f(n)=10 ¡³ª¢ µ,¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ ¬­®£® ¡®«¼¸¥ f(n)g(n)=20 ®²­®±¨²¥«¼­® zn. �«¥¤®¢ -²¥«¼­®, ¥±«¨ ¯°¨¬¥­¿²¼ ª zn ¯°®£° ¬¬» ¤«¨­» ­¥ ¡®«¥¥ f(n)g(n)=20, ²®¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¢±¥ ¡«®ª¨ tn(j), ­® ­¥«¼§¿ ¯®«³·¨²¼ ­¨ ®¤­®£® (n; j)-¡«®ª , ®²«¨· ¾¹¨¥±¿ ®² ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® tn(j) ¡®«¥¥ ·¥¬ ¢ f(n)=10¡³ª¢ µ. �³±²¼ ln(j) { ·¨±«® ¢±¥µ (n; j)-¡«®ª®¢, ¨¬¥¾¹¨µ ±«®¦­®±²¼ ­¥¡®«¥¥ f(n)g(n)=20 ®²­®±¨²¥«¼­® zn. �·¥¢¨¤­®,ln(j) � C 0f(n) + C 1f(n) + C 2f(n) + : : : + Cf(n)=10f(n) :�¶¥­¨¬ ¯®«³·¥­­³¾ ±³¬¬³ ±¢¥°µ³. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­³¾ ¢¥«¨·¨­³ �,° ¢­³¾ ±³¬¬¥ s = f(n) ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©-­»µ ¢¥«¨·¨­, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ 0 ¨ 1 ± ¢¥°®¿²­®-±²¼¾ 1=2. �®£¤ Prob[� � s=10] = (C0s +C1s + : : : + Cs=10s )=2s:�°¨ ½²®¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ � ° ¢­® s=2. �®±¯®«¼§³¥¬±¿ ®¶¥­ª®©�¥°­¸²¥©­  ¤«¿ ³ª«®­¥­¨¿ � ®² ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ (±¬. [8], ­¥° ¢¥­±²¢®(43)): Prob ������s � 12���� � 410� � 2e�( 410)2s:�£°³¡«¿¿ ®¶¥­ª³, ¯®«³· ¥¬C0s + C1s + : : : + Cs=10s = 2s � Prob��s � 12 � 410� � 2 910s:�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ln(j) � 29=10f(n). 63



�¥¯¥°¼ ®¶¥­¨¬ ±«®¦­®±²¼ ±«®¢  yn ®²­®±¨²¥«¼­® xn. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®¨§ ±«®¢  xn ±® ±«®¦­®±²¼¾ O(f(n)) ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ zn. � «¥¥, ¡³¤¥¬¯°¨¬¥­¿²¼ ª ±«®¢³ zn ¢±¥ ¯°®£° ¬¬» ¤«¨­» ­¥ ¡®«¥¥ f(n)g(n)=20 ¨ ¢»-¯¨±»¢ ²¼ ¢±¥ ¯®«³· ¥¬»¥ ¢ °¥§³«¼² ²¥ (n; j)-¡«®ª¨. � ­® ¨«¨ ¯®§¤­® ¢±¥¡«®ª¨ tn(j), ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ yn, ¡³¤³² ¯®«³·¥­». �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢»¡° ²¼ ¨§±¯¨±ª  ¢±¥µ ¯®«³· ¥¬»µ (n; j)-¡«®ª®¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±«®¢³ yn ¡«®ª¨tn(j), ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¤®¯®«­¨²¥«¼­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿, ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿¹ ¿mn � [maxj log ln(j)] � (kn=f(n)) � 9=10f(n) = 9=10kn:�­ ¿ xn ¨ ¢±¥ ¡«®ª¨ tn(j), ¬» ¬®¦¥¬ ¢®±±² ­®¢¨²¼ yn. � ª¨¬ ®¡° §®¬,¯®«³· ¥¬ K(ynjxn) � 9=10kn + O(f(n)): �®±ª®«¼ª³ K(xn) � 2g(n)kn +O(f(n)), ¨¬¥¥¬K(xn; yn) = K(xn) +K(ynjxn) +O(logn) � 2g(n)kn + 9=10kn +O(f(n));·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² (3.4). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ±¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥¬ ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨ ²®·­®© ­¨¦­¥© £° ­¨ ³ ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¥© x ¨ y. 2
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�« ¢  4.� °» ± ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®©¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¥©� [9] ° ±±¬ ²°¨¢ «±¿ ¢®¯°®±: ¢±¥£¤  «¨ ¤«¿ ¤¢³µ ±«®¢ ¬®¦­® ­ ©²¨ ²°¥-²¼¥, ª®²®°®¥ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ «® ¡» ¨µ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾? �«®¢® z,¬ ²¥°¨ «¨§³¾¹¥¥ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ x ¨ y, ¤®«¦­® «¥£ª® ¢»·¨-±«¿²¼±¿ ¯® ª ¦¤®¬³ ¨§ ­¨µ. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¨­²¥°¥±³¥¬±¿, ¢±¥£¤  «¨¥±²¼ ² ª®¥ ±«®¢®, ª®²®°®¥ ¨¬¥¥² ¬ «³¾ ±«®¦­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® ª ¦¤®-£® ¨§ ¤¢³µ ¤ ­­»µ, ¨ ±«®¦­®±²¼ ª®²®°®£® ° ¢­  ¨µ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ -¶¨¨.� · ¨ ��¥°­¥° ¤ «¨ ¢ [9] ®²°¨¶ ²¥«¼­»© ®²¢¥² ­  ¤ ­­»© ¢®¯°®±. �¤-­ ª® ·²®¡» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ²®·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¿±­¨²¼,·²® §­ ·¨², ·²® ­¥ª®²®°®¥ ±«®¢® z «¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ¯® ±«®¢³ x ¨ ¯® ±«®¢³ y.�¥°¥©¤¥¬ ®² ¨­¤¨¢¨¤³ «¼­»µ ±«®¢ ª ¡¥±ª®­¥·­»¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¿¬±«®¢ ¨ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¨µ ±«®¦­®±²¥©.� ² ª¨µ ²¥°¬¨­ µ ¬®¦­® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ °¥§³«¼² ² � ·  ¨ ��¥°­¥° .�¥®°¥¬  6. [9] �³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ x, y,·²® K(xn) = n+ o(n); K(yn) = n + o(n) I(xn : yn) = an+ o(n);(a { ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² ), ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨±«®¢ z, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¾K(znjxn) = o(n); K(znjyn) = o(n);¢»¯®«­¥­® K(zn) = o(n).�­ ·¥ £®¢®°¿, ±³¹¥±²¢³¾² xn ¨ yn ² ª¨¥, ·²® ¥±«¨ ±«®¦­®±²¼ zn ¬ « ®²­®±¨²¥«¼­® xn ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® yn, ²® ¨ ±«®¦­®±²¼ ± ¬®£® zn ¬ « . �°¨65



½²®¬ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«®¢ xn ¨ yn ° ±²¥² «¨­¥©­® ¯® n. � ª¨¬®¡° §®¬, ±³¹¥±²¢³¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢, ³ ª®²®°»µ ­¥«¼§¿ ¬ ²¥-°¨ «¨§®¢ ²¼ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾. �®«¥¥ ²®£®, ²¥®°¥¬  6 ³²¢¥°¦¤ ¥²,·²® ­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼ ¤ ¦¥ · ±²¼ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ xn ¨ yn.�®·­¥¥, ¢¥«¨·¨­  ¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®© ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¡¥±ª®­¥·­®¬ «  ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± n.� ° ¡®²¥ [9] ³ª §»¢ ¥²±¿ ±¥¬¥©±²¢® ¯°¨¬¥°®¢ ¯ ° hxn; yni, ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¨¥ ²°¥¡®¢ ­¨¾ ²¥®°¥¬» 6. �°¨ ½²®¬ ª®­±²°³ª¶¨¿ ¯®§¢®«¿¥² ±²°®-¨²¼ ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xn, yn ¤«¿ «¾¡»µ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²°  a(0 < a < 1). �. ¥. ¬®¦­® ³ª § ²¼ ² ª¨¥ xn ¨ yn, ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ª®²®°»µ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª  (a ¡«¨§ª® ª ¥¤¨­¨¶¥), ­® ¤ ¦¥ ¥¥ ¬ « ¿ · ±²¼ ­¥¬®¦¥² ¡»²¼ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ­ .� ° ¡®²¥ � ·  ¨ ��¥°­¥° ­¥ ®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ®±² ²®·­»¥ ·«¥­». �®  ­ -«¨§¨°³¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ [9], ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ²¥®°¥¬  6 ®±² ­¥²-±¿ ¢¥°­®©, ¥±«¨ ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ § ¬¥­¨²¼ ·«¥­» o(n) ­  O(pn) (¨«¨­  O(f(n)), £¤¥ f(n) { «¾¡ ¿ ´³­ª¶¨¿, ° ±²³¹ ¿ ¡»±²°¥¥ pn, ­® ¬¥¤-«¥­­¥¥ «¨­¥©­®©: f(n) = o(n); f(n) = 
(pn)). �¤­ ª® ¢ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿µ® ª®«¬®£®°®¢±ª®© ±«®¦­®±²¨ ¥±²¥±²¢¥­­® ´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ° ¢¥­±²¢  ±²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨·¥±ª®£® ·«¥­ . �®½²®¬³ ª ¦¥²±¿ ¨­²¥°¥±­»¬° ±±¬®²°¥²¼ ³±¨«¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 6,   ¨¬¥­­®, ¤®ª § ²¼ ¥¥, § ¬¥­¨¢ ¢ ´®°-¬³«¨°®¢ª¥ ·«¥­» o(n) ­  O(logn). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ³±¨«¥-­¨¥¬ ²¥®°¥¬» � ·  ¨ ��¥°­¥°  ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬ .�¥®°¥¬  7. [5, 13] �«¿ «¾¡®© ´³­ª¶¨¨ f(n) ² ª®©, ·²® f(n) = o(n)¨ f(n) = 
(log n), c³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ x, y,·²®K(xn) = n+O(f(n)); K(yn) = n +O(f(n)); I(xn : yn) = an+O(f(n))(a { ­¥ª®²®° ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² ), ¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ z, ª®²®° ¿ f-¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­®y, ¢»¯®«­¥­® K(zn) = O(f(n)).� ° ¡®² µ [5, 13] ¡»«® ¯®«³·¥­® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 7 ¤«¿ ¯°®¨§-¢®«¼­®£® §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  a (0 < a < 1). �°³£¨¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ²¥®°¥¬» 7 ¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ±¯¥¶¨ «¼­»µ §­ ·¥­¨© a ¯°¨¢®¤¨«¨±¼ ² ª¦¥¢ [15, 16].� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ «¾¡®£® ¯®«®¦¨²¥«¼­®£® a < 1 ¬®¦­® ­ ©²¨ ² ª¨¥xn ¨ yn, ·²® ±«®¦­®±²¨ ¤ ­­»µ ±«®¢ ¯°¨¬¥°­® ° ¢­» n, ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°-66



¬ ¶¨¿ ¯°¨¬¥°­® ° ¢­  an, ¨ ¨µ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ -«¨§®¢ ²¼. �­. �. �³·­¨ª®¬ ¡»« ¯®±² ¢«¥­ ¢®¯°®±: ¯°¨ ª ª¨µ §­ ·¥­¨¿µ¯ ° ¬¥²°  a ¤«¿ ª ¦¤®£® xn ±«®¦­®±²¨ n ¬®¦­® ¯®¤®¡° ²¼ yn ±«®¦­®-±²¨ n ² ª®¥, ·²® ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ I(xn : yn) ¯°¨¬¥°­® ° ¢­  an, ­®¥¥ ­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼? �®«¥¥ ²®·­®, ¤«¿ ª ª¨µ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²° a ¨¬¥¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±¨«¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 7.�¥®°¥¬  8. �³±²¼ f(n) { ² ª ¿ ´³­ª¶¨¿, ·²® f(n) = o(n) ¨ f(n) =
(logn), ¨ x { ² ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ·²® K(xn) = n + O(f(n)).�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y ² ª ¿, ·²®K(yn) = n +O(f(n)); I(xn : yn) = an+O(f(n));¨ ¤«¿ «¾¡®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ z, ª®²®° ¿ f-¯°®±²  ®²­®±¨-²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y, ¢»¯®«­¥­® K(zn) = O(f(n)).�«¿ a = 1=2 ¤ ­­ ¿ ²¥®°¥¬  ¡»«  ¤®ª § ­  ¢ [13].� ¤ ­­®© ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ¤¢  ° ±±³¦¤¥­¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹¨¥¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ 8 ¤«¿ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡«¨§ª¨µ ª ¥¤¨­¨¶¥ §­ ·¥­¨©¯ ° ¬¥²°  a. � ¯¥°¢®¬ ¨§ ­¨µ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯ °» ±«®¢, ±«³· ©­»¥ ®²-­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ®±®¡®£® ¢¨¤ . �²® ±¥¬¥©±²¢® ¯ ° ¿¢«¿¥²±¿· ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ª« ±±  ¯°¨¬¥°®¢, ¯°¥¤«®¦¥­­»µ ¢ [9]. �®¢»© ¬¥²®¤¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®§¢®«¿¥² ³«³·¸¨²¼ ®¶¥­ª³ ­  ¢¥«¨·¨­³ ¬ ²¥°¨ «¨§³¥-¬®© ®¡¹¥© ¨­´®°¬ ¶¨¨ (¨, ²¥¬ ± ¬»¬, ¤ ²¼ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬» 7 ¨ 8).�²®°®¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥ ®±­®¢ ­® ­  ­®¢®©  «£¥¡° ¨·¥±ª®© ª®­±²°³ª¶¨¨,®¡®¡¹ ¾¹¥© ¬¥²®¤, ¨±¯®«¼§®¢ ­­»© ¢ [13].� ¬¥· ­¨¥ 3. �«¿ ¯°®±²®²» ¡³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ 8 ²®«¼ª® ¤«¿f(n) = log n. �  ±«³· © ¯°®¨§¢®«¼­®© f(n) ¢±¥ ° ±±³¦¤¥­¨¿ ¯¥°¥­®±¿²±¿¤®±«®¢­®.4.1. �²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ¯ °»� ±±¬®²°¨¬ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ h';  i±® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨: ®¡¥ ¢¥«¨·¨­» ',  ¯°¨­¨¬ ¾² §­ ·¥­¨¿ 0 ¨1 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ 1=2 (². ¥. ¿¢«¿¾²±¿ ¤¢®¨·­»¬¨ ° ¢­®¬¥°­® ° ±¯°¥¤¥-«¥­­»¬¨); ¯°¨ ½²®¬ ' ¨  ¯°¨­¨¬ ¾² ° §­»¥ §­ ·¥­¨¿ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ �(¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ±®¢¯ ¤ ¾² ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ (1��)). � ª¨¬ ®¡° §®¬,Prob[' = 0;  = 0] = Prob[' = 1;  = 1] = 1��2 ;Prob[' = 1;  = 0] = Prob[' = 0;  = 1] = �2 :67



� ­­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ § ¤ ¥²±¿ ² ¡«¨¶¥© ­  °¨±. 4.1.'� 0 10 1��2 �21 �2 1��2�¨±. 4.1. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P ¯ °» ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '; �¯°¥¤¥«¥­¨¥ 11. � §®¢¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ x, y �-¯ °®©, ¥±-«¨ ®­¨ ¿¢«¿¾²±¿ P -±«³· ©­®© ¯ °®© ®²­®±¨²¥«¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ,§ ¤ ­­®£® ­  °¨±.4.1.� ¯®¬­¨¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±³¹¥±²¢³¾² P -±«³· ©-­»¥ ª®°²¥¦¨.�³±²¼ ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» ' ¨  ¨¬¥¾² ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P ,³ª § ­­®¥ ­  4.1,   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x ¨ y ®¡° §³¾² �-¯ °³. �®£¤ xn, yn ¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©­»¬¨ ±«®¢ ¬¨ ¤«¨­» n, ¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¤°³£ ®²¤°³£  ¢ �n+O(1) ¡¨²®¢.� «¥¥, ­¥²°³¤­® ¢»·¨±«¨²¼ ¸¥­­®­®¢±ª¨¥ ½­²°®¯¨¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨-·¨­ ' ¨  ,   ² ª¦¥ ½­²°®¯¨¾ ¯ °» h';  iH(') = H( ) = 1;H(';  ) = 1� (� log� + (1� �) log(1� �)):�®«³· ¥¬ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾ ¤ ­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­I(' :  ) = 1 + (� log� + (1� �) log(1� �)):�¡®§­ ·¨¬ ¢¥«¨·¨­³ ¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨c(�) = 1 + (� log� + (1� �) log(1� �)): (4.1)�·¥¢¨¤­®, c(�) > 0 ¯°¨ � 6= 1=2.�±«¨ x ¨ y ®¡° §³¾² �-¯ °³, ²®K(xn) = n+O(logn);K(yn) = n+O(logn);I(xn; yn) = c(�)n +O(logn):� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨ � 6= 1=2 ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ xn ¨ yn ° ±²¥² «¨-­¥©­® ¯® n. 68



�«¥¤³¥² ¢»¤¥«¨²¼ ±«³· © � = 1=2. �®±ª®«¼ª³ c(1=2) = 0, ¢§ ¨¬­ ¿¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«®¢ xn ¨ yn ° ¢­  O(logn). �²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¨­²³¨¶¨¨:¥±«¨ ¤¢  ±«®¢  ¢»¡° ­» ±«³· ©­® ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬®, ²® ®­¨ ®²«¨· ¾²±¿ ¯°¨-¬¥°­® ¢ ¯®«®¢¨­¥ ¡¨²®¢. �® ±®£« ±­® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ 1=2-¯ °» ±«®¢  xn ¨ ynª ª ° § ¨ ¤®«¦­» ¡»²¼ ¯ °®© ±«³· ©­»µ ±«®¢, ®²«¨· ¾¹¨µ±¿ ¯°¨¬¥°­®¢ ¯®«®¢¨­¥ ¡¨²®¢.�¬¥­­® �-¯ °» ®ª §»¢ ¾²±¿ ¯°¨¬¥° ¬¨ ±«®¢, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ²¥-®°¥¬¥ 7. �» ¡³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® � 2 (0; 1) ¢§ ¨¬­ ¿¨­´®°¬ ¶¨¿ ±«³· ©­»µ �-¯ ° ­¥ ¬ ²¥°¨ «¨§³¥²±¿. �«¿ ½²®£® ­ ¬ ¯®­ -¤®¡¿²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ²¥µ­¨·¥±ª¨¥ «¥¬¬».�¥¬¬  12. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨®²­®±¨²¥«¼­® y, ². ¥. K(znjxn) = O(logn) ¨ K(znjyn) = O(logn). �®£¤ K(zn) � I(xn : yn) +O(logn).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ «¾¡»µ xn, yn, zn ¨¬¥¾² ¬¥±²® ±®®²­®¸¥­¨¿K(xn; zn) = K(xn) +K(znjxn) +O(logn);K(xn)�K(xnjyn) = I(xn : yn) +O(logn);K(xnjyn) � K(xnjzn) +K(znjyn) +O(logn);K(xnjzn) +K(zn) = K(xn; zn) +O(logn):�ª« ¤»¢ ¿ ¨µ, ¯®«³· ¥¬K(zn) � K(znjxn) +K(znjyn) + I(xn : yn) +O(logn): (4.2)�·¨²»¢ ¿ K(znjxn) = O(logn) ¨ K(znjyn) = O(logn), ¯®«³· ¥¬ K(zn) �I(xn : yn) +O(logn). 2�¥¬¬  13. �³±²¼ ¤ ­» ·¥²»°¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x, y, x0, y0 ² ª¨¥,·²® xn ¨ yn ­¥§ ¢¨±¨¬» ®²­®±¨²¥«¼­® x0n ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y0n:I(xn : ynjx0n) = O(logn); I(xn : ynjy0n) = O(logn):�®£¤  ¢±¿ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y(K(znjxn) = O(logn), K(znjyn) = O(logn)), ¯°®±²  ² ª¦¥ ¨ ®²­®±¨-²¥«¼­® x0 ¨ y0 (K(znjx0n) = O(logn), K(znjy0n) = O(logn)).�®ª § ²¥«¼±²¢®.�³±²¼ z ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y. �®ª ¦¥¬, ·²®z ¯°®±²  ² ª¦¥ ®²­®±¨²¥«¼­® x0 ¨ y0. � ±±¬®²°¨¬ °¥«¿²¨¢¨§®¢ ­­»©¢ °¨ ­² ­¥° ¢¥­±²¢  (4.2)K(znjx0n) � K(znjxn; x0n) +K(znjyn; x0n) + I(xn : ynjx0n) +O(logn):69



�±« ¡«¿¿ ¥£®, ¯®«³· ¥¬K(znjx0n) � K(znjxn) +K(znjyn) + I(xn : ynjx0n) +O(logn):�®±ª®«¼ª³ z ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y, ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x ¨ y­¥§ ¢¨±¨¬» ®²­®±¨²¥«¼­® x0, ¯®«³· ¥¬ K(znjx0n) = O(logn). �­ «®£¨·­®K(znjy0n) = O(logn). 2�«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬  ¯®§¢®«¨² ±¢®¤¨²¼ § ¤ ·³ ® ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®±²¨¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ �-¯ °» ª § ¤ ·¥ ® ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®±²¨ ¢§ ¨¬-­®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ­¥ª®²®°®© �-¯ °», ¯°¨·¥¬ � > �.�¥¬¬  14. �³±²¼ � < 1=2, ¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x, y ®¡° §³¾² �-¯ °³. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£® ­¥° ¢¥­±²¢³� < � � minf1�p1� 2�; 1=2g;±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ �-¯ °  x0, y0, ·²® «¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z,¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y, ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¯°®±²®© ®²­®±¨²¥«¼­®x0 ¨ y0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±²°®¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ x0, y0, ª®²®°»¥¿¢«¿¾²±¿ ±«³· ©­®© �-¯ °®© ¨I(xn : ynjx0n) = O(logn); I(xn : ynjy0n) = O(logn):�®£¤  ±®£« ±­® «¥¬¬¥ 13 ¢±¿ª ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨-²¥«¼­® x ¨ y, ¡³¤¥² ² ª¦¥ ¯°®±²®© ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® x0 ¨ y0. �®±«¥¤®¢ -²¥«¼­®±²¨ x, y, x0, y0 ¡³¤³² ®¡° §®¢»¢ ²¼ ·¥²¢¥°ª³ ±«³· ©­³¾ ®²­®±¨-²¥«¼­® ­¥ª®²®°®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P ±¯¥¶¨ «¼­®£® ¢¨¤ .� ±±¬®²°¨¬ ·¥²¢¥°ª³ ¤¢®¨·­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ '1, '2, '3 ¨ '4,¨¬¥¾¹¨µ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ P . �®-¯¥°¢»µ, ¯®²°¥¡³-¥¬, ·²®¡» ±®¢¬¥±²­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯ ° ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ h'1; '2i ¨h'3; '4i ¡»«¨ ² ª¨¬¨, ª ª ¯®ª § ­® ­  °¨±. 4.2.� ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ '1 ¨ '2'1�'2 0 10 1��2 �21 �2 1��2 � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ '3 ¨ '4'3�'4 0 10 1��2 �21 �2 1��2�¨±. 4.2. �°®¥ª¶¨¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ P70



'3 = 0; '4 = 0'1�'2 0 10 1���t1�� 01 0 t1�� '3 = 0; '4 = 1'1�'2 0 10 ���2� �2�1 �2� ���2�'3 = 1; '4 = 0'1�'2 0 10 ���2� �2�1 �2� ���2� '3 = 1; '4 = 1'1�'2 0 10 t1�� 01 0 1���t1���¨±. 4.3. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ '1; '2 ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ §­ ·¥­¨¿µ '3; '4�®-¢²®°»µ, ³±«®¢­»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥°®¿²­®±²¥© ¯ °» h'1; '2i ¯°¨ ¨§-¢¥±²­»µ §­ ·¥­¨¿µ '3 ¨ '4 ¤®«¦­» ¡»²¼ ² ª¨¬¨, ª ª ­  °¨±. 4.3.� ª ·¥±²¢¥ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  t ¢®§¼¬¥¬ 1���p1�2�2 . �»° ¦¥­¨¥ ¤«¿¢¥«¨·¨­» t ¨¬¥¥² ±¬»±« (¯®¤ª®°¥­­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­®), ². ª.¯® ³±«®¢¨¾ � � 1=2.� ­­®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª®°°¥ª²­®, ². ¥. °¨±. 4.2 ¨ 4.3 ¤¥©±²¢¨²¥«¼­® § -¤ ¾² ±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ·¥²¢¥°ª¨ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­, ¥±«¨ ¢±¥·¨±« , ±²®¿¹¨¥ ¢ ² ¡«¨¶ µ, ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­». �²® ³±«®¢¨¥ ¢»¯®«­¥­®, ¥±-«¨ t � 0 ¨ 1���t � 0. �¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ®¡  ­¥° ¢¥­±²¢  ¢»¯®«­¥­»¤«¿ ¢»¡° ­­®£® §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²° . � ± ¬®¬ ¤¥«¥, ¯¥°¢®¥ ­¥° ¢¥­±²¢®¢»²¥ª ¥² ¨§ ®£° ­¨·¥­¨¿ � � 1 � p1 � 2� ¢ ³±«®¢¨¨ «¥¬¬»,   ¢²®°®¥­¥° ¢¥­±²¢® ¢»¯®«­¥­® ¤«¿ «¾¡»µ � ¨ � ¨§ ¨­²¥°¢ «  (0; 12).�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ ¢»¡° ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ t ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1 ¨'2 ­¥§ ¢¨±¨¬» ®²­®±¨²¥«¼­® '3 ¨ '4,   §­ ·¨²I('1 : '2j'3) = 0; I('1 : '2j'4) = 0:�®ª § ²¥«¼±²¢  ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ '1 ¨ '2 ¯°¨ ³±«®¢¨¿µ '3 = 0, '4 = 0,'3 = 1, ¨ '4 = 1 ±®¢¥°¸¥­­®  ­ «®£¨·­», ¨ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ²®«¼ª®±«³· © '3 = 0.�² ª, ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ ³ª § ­­®¬ ¢»¡®°¥ ¯ ° ¬¥²°  t ±«³· ©­»¥¢¥«¨·¨­» '1 ¨ '2 ­¥§ ¢¨±¨¬» ¯°¨ ³±«®¢¨¨ '3 = 0. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®±®¢¬¥±²­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ '1 ¨ '2 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ '3 = 0 ¡³¤¥² ² ª¨¬, ª ª­  °¨±. 4.4. �¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ¯ °» ¤¢®¨·­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ®§­ · -¥², ·²® § ¤ ¾¹ ¿ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¬ ²°¨¶  ¨§ ·¥²»°¥µ ·¨±¥« ¨¬¥¥² ° ­£®¤¨­. �±² ¥²±¿ ­ ©²¨ ² ª®¥ §­ ·¥­¨¥ t, ¯°¨ ª®²®°®¬ ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ -²°¨¶», § ¤ ­­®© ­  °¨±. 4.4, ° ¢¥­ ­³«¾. �» ¯®«³· ¥¬ ª¢ ¤° ²­®¥ ³° ¢-71



'1�'2 0 10 1 � � � t + ���2 �21 �2 t + ���2�¨±. 4.4. � ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ '1 ¨ '2 ¯°¨ ³±«®¢¨¨ '3 = 0­¥­¨¥ (1� � � t + � � �2 )(t+ � � �2 )� �24 = 0;®¤­¨¬ ¨§ ª®°­¥© ª®²®°®£® ¨ ¡³¤¥² ·¨±«® 1���p1�2�2 .�» ¤®ª § «¨, ·²® ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­» '1 ¨ '2 ­¥§ ¢¨±¨¬» ®²­®±¨-²¥«¼­® '3 ¨ '4. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¥±«¨ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ x;y;x0 ;y0®¡° §³¾² P -±«³· ©­³¾ ·¥²¢¥°ª³, ²®I(xn : ynjx0n) = O(logn); I(xn : ynjy0n) = O(logn):�°®¬¥ ²®£®, x ¨ y ®¡° §³¾² �-¯ °³,   x0 ¨ y0 { �-¯ °³.�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» ®±² ¥²±¿ § ¬¥²¨²¼, ·²® ¥±«¨ ¤ ­  ¯°®¨§-¢®«¼­ ¿ �-¯ °  hx;yi, ²® ±®£« ±­® ³²¢¥°¦¤¥­¨¾ 2 ¥¥ ¬®¦­® ° ±¸¨°¨²¼¤® P -±«³· ©­®© ·¥²¢¥°ª¨ hx;y;x0 ;y0i. 2�«¥¤±²¢¨¥ 3. �³±²¼ 38 < � < 12, ¨ x, y { �-¯ ° . �®£¤  ¢±¿ª ¿ ¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼­®±²¼ z, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y, ¨¬¥¥² «®£ °¨´¬¨·¥±ª³¾±«®¦­®±²¼ (K(zn) = O(logn)).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ z { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨-²¥«¼­® x ¨ y. �¥²°³¤­® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® 12 < 1 � p1 � 2�, ². ¥. ¤«¿ �,§ ¤ ­­®£® ¢ ³±«®¢¨¨ «¥¬¬», ¨ � = 1=2 ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ «¥¬¬» 14.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, z ² ª¦¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ®²­®±¨²¥«¼­® ­¥ª®²®°»µ x0 ¨y0, ®¡° §³¾¹¨µ ±«³· ©­³¾ 1=2�¯ °³. �® ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ x0n ¨ y0n­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² O(logn). �§ «¥¬¬» 12 ¯®«³· ¥¬ K(zn) = O(logn). 2�³±²¼ ²¥¯¥°¼ � { ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ·¨±«® ¨§ ¨­²¥°¢ «  (0; 1). �«¿ ²®£®·²®¡» ¤®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ¢±¿ª®© �-¯ °» ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ­¥ ¬ ²¥-°¨ «¨§³¥²±¿, ¤®±² ²®·­® ­¥±ª®«¼ª® ° § ¯®¢²®°¨²¼ ¯°¨¥¬ ¨§ ¤®ª § ²¥«¼-±²¢  ±«¥¤±²¢¨¿ 3. �°®¢¥¤¥¬ ½²® ° ±±³¦¤¥­¨¥ ´®°¬ «¼­®.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 5. �³±²¼ 0 < � < 1,   x ¨ y { �-¯ ° . �®£¤  ¤«¿ ¢±¿ª®©¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ z, ¯°®±²®© ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y,K(zn) = O(logn):72



�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­®x ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® y. �­ · «  ®²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ x ¨ y ¿¢«¿¾²±¿ �-¯ °®©,²®, § ¬¥­¨¢ ¢±¥ ¡¨²» ±«®¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ y ­  ¯°®²¨¢®¯®«®¦­»¥,¬» ¯®«³·¨¬ (12 � �)�¯ °³ ± ² ª¨¬¨ ¦¥ ±¢®©±²¢ ¬¨ ¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®±²¨¢§ ¨¬­®© ¨­´®°¬ ¶¨¥©. �®½²®¬³ ¤®±² ²®·­® ° ±±¬®²°¥²¼ � � 1=2.�«³· © � = 1=2 ²°¨¢¨ «¥­. �«®¢  ±«³· ©­®© 1=2�¯ °» ­¥§ ¢¨±¨¬»,². ¥. I(xn : yn) = O(logn),   ¯® «¥¬¬¥ 12 ±«®¦­®±²¼ ±«®¢  zn ­¥ ¡®«¼¸¥,I(xn : yn) +O(logn). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±² ¥²±¿ ° ±±¬®²°¥²¼ � < 1=2.�³±²¼ ²¥¯¥°¼ 0 < � < 1=2. �»¡¥°¥¬ ¯ ° ¬¥²° �1:�1 = minf1�p1 � 2�; 1=2g:�®£« ±­® «¥¬¬¥ 13 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ �1-¯ °  hx1;y1i, ·²® ¢±¿ª ¿ ¯®-±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y, ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¯°®-±²®© ¨ ®²­®±¨²¥«¼­® x1, y1. �±«¨ �1 = 1=2, ²® K(zn) ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨²I(x1n : y1n) +O(logn), ¨ ¢±¥ ¤®ª § ­®. � ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥ ±­®¢  ¯°¨¬¥-­¨¬ «¥¬¬³ 13, ±®£« ±­® ª®²®°®© ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ �2-¯ °  hx2;y2i,�2 = minf1�p1� 2�1; 1=2g;·²® ¢±¿ª ¿ z, ¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x1 ¨ y1, ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®±²®© ¨ ®²­®±¨-²¥«¼­® x2, y2. �®¢²®°¿¿ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ «¥¬¬» 13, ¯®«³·¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-­®±²¼ ¯ ° hx1;y1i; hx2;y2i; : : : ; hxn;yni; : : : ;£¤¥ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ xn ¨ yn ®¡° §³¾² �n-¯ °³,�n+1 = minf1 �p1 � 2�n; 1=2g; n = 1; 2; : : : (4.3)�°¨ ½²®¬ ¢±¿ª ¿ ¯°®±² ¿ ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ z ¿¢«¿-¥²±¿ ² ª¦¥ ¯°®±²®© ®²­®±¨²¥«¼­® ª ¦¤®© ¨§ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© xn ¨yn. �±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ­  ­¥ª®²®°®¬ ¸ £¥ ¡³¤¥² ¯®«³·¥­  1=2-¯ ° :9N �N = 1=2:�°¥¤¯®«®¦¨¬ ¯°®²¨¢­®¥. �®£¤  f�ng ¿¢«¿¥²±¿ ¡¥±ª®­¥·­®© ±²°®£® ¢®§-° ±² ¾¹¥© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼¾, ¢±¥ ·«¥­» ª®²®°®© ¬¥­¼¸¥ 1=2. �­ -·¨² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¨¬¥¥² ­¥ª®²®°»© ¯°¥¤¥« �1. �®¤±² ¢«¿¿ �1 ¢°¥ª³°°¥­²­®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ (4.3), ¯®«³· ¥¬�1 = 1�p1� 2�1;73



®²ª³¤  �1 = 0. �® ½²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¢®§° ±² ­¨¾ �n. 2�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 5 ¯®§¢®«¿¥² ¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ 7 ¤«¿ «¾¡®£® §­ ·¥­¨¿¯ ° ¬¥²°  a. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±®£« ±­® (4.1) ¤«¿ «¾¡®£® a ¨§ ¨­²¥°¢ « (0; 1) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ �, ·²® ±(�) = a; ²®£¤  ¤«¿ �-¯ °» x, yK(xn) = n+O(logn); K(yn) = n+O(logn); I(xn : yn) = a � n+O(logn):�® ±®£« ±­® ³²¢¥°¦¤¥­¨¾ 5 ¤«¿ ¢±¿ª®© �-¯ °» ®¡¹ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥²±¿.�¥¯¥°¼ «¥£ª® ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ 8. �³±²¼ ¤ ­  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ x² ª ¿, ·²® K(xn) = n+O(logn). �¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹­®±²¨ ¬®¦­® ±·¨-² ²¼, ·²® ±«®¢  xn ¨¬¥¾² ¤«¨­³ n ¨ ±®¤¥°¦ ² ¯® n=2 + O(1) ­³«¥© ¨¥¤¨­¨¶ (±¬. ¯°¨¬¥° 7). �®£« ±­® ³²¢¥°¦¤¥­¨¾ 2 ¤«¿ «¾¡®£® � 2 (0; 1)¬®¦­® ¯®¤®¡° ²¼ ² ª³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ y, ·²® x ¨ y ®¡° §³¾² �-¯ °³. �±² ¥²±¿ ¯°¨¬¥­¨²¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ 5.4.2. � °» ®°²®£®­ «¼­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¢²®°³¾ ª®­±²°³ª¶¨¾, ¯®§¢®«¿¾¹³¾ ¯®-«³· ²¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ±«®¢ x, y ± ­¥¬ ²¥°¨ «¨§³¥¬®© ¢§ ¨¬­®© ¨­-´®°¬ ¶¨¥©. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¢  ¯ ° ¬¥²°  { ­ ²³° «¼­»¥ ·¨±«  m ¨ k² ª¨¥, ·²® 2k < m. �«¿ ª ¦¤®£® n 2 N ¢»¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°®¥ ª®­¥·­®¥¯®«¥ Fn (¯®«¥ Fn ¡³¤¥² ±®¤¥°¦ ²¼ 2�(n) ½«¥¬¥­²®¢). �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ Vn«¨­¥©­®¥ m-¬¥°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¤ Fn. �·¨² ¥¬, ·²® ¢ Vn ¢»¡° ­ ­¥-ª®²®°»© ¡ §¨±. �³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²® ¢¥ª²®°» v ¨ w ¨§ Vn ®°²®£®­ «¼­»,¥±«¨ ¢ ´¨ª±¨°®¢ ­­®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ²v = (v1; v2; : : : ; vm); w = (w1; w2; : : : ; wm)¨ v1w1 + v2w2 + : : : + vmwm = 0:� «¥¥, ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ «¨­¥©­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  A;B � Vn ®°²®£®-­ «¼­»¬¨, ¥±«¨ «¾¡®© ¢¥ª²®° ¨§ A ®°²®£®­ «¥­ «¾¡®¬³ ¢¥ª²®°³ ¨§ B.� ª ·¥±²¢¥ xn ¨ yn ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ¯ °» ®°²®£®­ «¼­»µ k-¬¥°­»µ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢ ¨§ Vn. �±«¨ Pn { ·¨±«® ¢±¥µ ¯ ° ®°²®£®­ «¼­»µ k-¬¥°­»µ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ Vn, ²®, ®·¥¢¨¤­®, K(xn; yn) � logPn +O(logn). �³¤¥¬¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ ±«³· ©­»¬¨ ¯ ° ¬¨ hxn; yni, ². ¥. ² ª¨¬¨ ¯ ° ¬¨, ·²®K(xn; yn) = logPn + O(logn). �²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ k = 1, m = 3 ¬»¯®«³· ¥¬ ª®­±²°³ª¶¨¾ ¨§ [13]. 74



� ° ¬¥²° ¬¨ ¤ ­­®© ª®­±²°³ª¶¨¨ ¿¢«¿¾²±¿ ·¨±«  m ¨ k,   ² ª¦¥° §¬¥°» ¯®«¥© Fn. � «¥¥ ¬» ¢»¡¥°¥¬ ² ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢, ·²®±«®¦­®±²¨ xn ¨ yn ¡³¤³² ¡«¨§ª¨ ª n; ¢¥«¨·¨­  I(xn : yn) ¡³¤¥² § ¢¨±¥²¼®² ®²­®¸¥­¨¿ k ¨ m. � ¨¡®«¥¥ ¨­²¥°¥±¥­ ±«³· ©, ª®£¤  k ¢»¡¨° ¥²±¿¡«¨§ª¨¬ ªm=2, ². ª. ¯°¨ ½²®¬ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ xn ¨ yn ®ª §»¢ ¥²±¿¡«¨§ª®© ª n.�°¨ ´¨ª±¨°®¢ ­­»µ §­ ·¥­¨¿µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢±¿ª®¥ ±«®¢® xn ±«®¦-­®±²¨ n ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ª®¤ ±«³· ©­®£® k-¬¥°­®£® ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢  ¨§ Vn. �«¿ «¾¡®£® k-¬¥°­®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  xn ­ ©¤¥²-±¿ ®°²®£®­ «¼­®¥ ¥¬³ k-¬¥°­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® yn ² ª®¥, ·²® ³±«®¢­ ¿±«®¦­®±²¼ K(ynjxn) ¨¬¥¥² ¬ ª±¨¬ «¼­³¾ ¢®§¬®¦­³¾ ¢¥«¨·¨­³ (²®·­¥¥,K(ynjxn) ¥±²¼ «®£ °¨´¬ ·¨±«  k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ Vn, ®°²®£®-­ «¼­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ xn). �¬¥¥² ¬¥±²® ®¤­®°®¤­®±²¼: ¢±¥ k-¬¥°­»¥¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ®°²®£®­ «¼­» ®¤¨­ ª®¢®¬³ ·¨±«³ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢. �®½²®¬³ ¯®«³·¥­­ ¿ ¯ °  hxn; yni ¡³¤¥² ±«³· ©­®©, ². ¥. ¡³¤¥²¨¬¥²¼ ±«®¦­®±²¼ logPn+O(logn). �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®-°¥¬» 8, ®±² ¥²±¿ ¯®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ ±«³· ©­»µ ¯ ° ®°²®£®­ «¼­»µ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ²¥®°¥¬  7 (­¥«¼§¿ ¬ ²¥°¨ «¨§®¢ ²¼ ¢§ ¨¬­³¾¨­´®°¬ ¶¨¾). �®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®£® ´ ª²  (³²¢¥°¦¤¥­¨¥ 6) ¨ ¿¢«¿¥²±¿®±­®¢­»¬ °¥§³«¼² ²®¬ ¤ ­­®£® ° §¤¥« .�®ª § ²¥«¼±²¢® ®±­®¢ ­® ­  ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¢®©±²¢¥ ®°²®£®­ «¼­»µ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢. � ±±¬®²°¨¬ £° ´ Gn, ¢¥°¸¨­ ¬¨ ª®²®°®£® ¿¢«¿¾²±¿ ¢±¥k-¬¥°­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¨§ Vn. �¥¡° ¬¨ ¢ £° ´¥ ¡³¤³² ±®¥¤¨­¥­» ®°-²®£®­ «¼­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ . � ´¨ª±¨°³¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ¢¥°¸¨­³ £° -´  v0. � ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©­®¥ ¡«³¦¤ ­¨¥ ­  £° ´¥, ­ ·¨­ ¾¹¥¥±¿ ¢ v0.�³±²¼ vi { ¢¥°¸¨­  £° ´ , ¯®«³·¥­­ ¿ ¯®±«¥ i ¸ £®¢ ±«³· ©­®£® ¡«³¦¤ -­¨¿. �«¿ ª ¦¤®£® i ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  vi ° ±¯°¥¤¥«¥­  ­  ¬­®¦¥±²¢¥¢¥°¸¨­ Gn (². ¥. ­  ¬­®¦¥±²¢¥ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ Vn). �» ¯®-ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® s ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ vs ¡«¨§ª® ª ° ¢­®¬¥°­®¬³.�°¨ ½²®¬ s § ¢¨±¨² ®² m ¨ k, ­® ­¥ ®² n.�² ª, ¯³±²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® n ±«®¢  xn ¨ yn ª®¤¨°³¾² ±«³· ©­³¾ ¯ °³®°²®£®­ «¼­»µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¨§ Vn. �¥°¥©¤¥¬ ª ´®°¬ «¼-­®¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³.�¥¬¬  15. �®«¬®£®°®¢±ª¨¥ ±«®¦­®±²¨ ¨ ¢§ ¨¬­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ x, y° ±²³² «¨­¥©­® ¯® n:K(xn) = (mk � k2)jFnj+O(logn); (4.4)75



K(yn) = (mk � k2)jFnj+O(logn); (4.5)I(xn : yn) = k2jFnj+O(logn): (4.6)�®ª § ²¥«¼±²¢®.�³±²¼W { «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¤ Fn. � ©¤¥¬·¨±«® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© e1; e2; : : : ; ek, ±®±²®¿¹¨µ ¨§ k «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¯°®±²° ­±²¢  W .�¡®§­ ·¨¬ s = dim(W ) ¨ N = jFnj. � ª ·¥±²¢¥ e1 ¬®¦­® ¢§¿²¼ «¾-¡®© ­¥­³«¥¢®© ¢¥ª²®° W . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ¢»¡®°  ¯¥°¢®£® ¢¥ª²®° ¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨¬¥¥²±¿ N s � 1 ¢ °¨ ­². �³±²¼ ¢¥ª²®° e1 ³¦¥ ¢»-¡° ­. �®£¤  ¤«¿ ¢»¡®°  ¢²®°®£® ¢¥ª²®°  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ¨¬¥¥²±¿(N s�N) ¢ °¨ ­²®¢, ¯®±ª®«¼ª³ e2 ­¥ ¤®«¦¥­ «¨­¥©­® § ¢¨±¥²¼ ®² e1. � -«¥¥, ¥±«¨ ¢»¡° ­» ¯¥°¢»¥ i ¢¥ª²®°®¢ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨, ²® ¢ ª ·¥±²¢¥¢¥ª²®°  ei+1 ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢§¿² «¾¡®© ¢¥ª²®°, ­¥ «¥¦ ¹¨© ¢ «¨­¥©­®©®¡®«®·ª¥ e1; : : : ; ei. �. ¥. ¤«¿ ¢»¡®°  ei+1 ¨¬¥¥²±¿ N s � N i ¢ °¨ ­²®¢.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥W ¨¬¥¥²±¿(N s � 1)(N s �N) : : : (N s �Nk�1) = Nks(1 +O(1=N))¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¨§ k «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢. �®¤±² ¢«¿¿¢¬¥±²® s ·¨±«® m, ­ µ®¤¨¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¨§ k «¨­¥©-­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢® ¢±¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ Vn. � «¥¥, ¯®¤±² ¢«¿¿¢¬¥±²® s ·¨±«® k, ­ µ®¤¨¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© ¨§ k «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ª ¦¤®¬ k-¬¥°­®¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ Vn. �²­®-¸¥­¨¥ ½²¨µ ¢¥«¨·¨­ Qn = Nmk�k2(1 +O(1=N))¤ ¥² ª®«¨·¥±²¢® k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ Vn. � ¬¥²¨¬, ·²®K(xn) � logQn +O(logn); K(yn) � logQn +O(logn): (4.7)� «¥¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ±«³· ©­®© ¯ °» ®°²®£®­ «¼­»µ ¯°®±²° ­±²¢¤ ­­»¥ ­¥° ¢¥­±²¢  ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ° ¢¥­±²¢ .�±«¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® xn ³¦¥ § ¤ ­®, ²® yn «¥¦¨² ¢ ¯®¤¯°®±²° ­-±²¢¥ ¢¥ª²®°®¢ Vn, ®°²®£®­ «¼­»µ xn. � §¬¥°­®±²¼ ½²®£® ¯®¤¯°®±²° ­-±²¢  ° ¢­  (m� k). �® ¢® ¢±¿ª®¬ (m� k)-¬¥°­®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¨¬¥¥²±¿Tn = N (m�k)k�k2(1 +O(1=N))k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» ®°²®£®­ «¼-­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ hxn; yniK(xnjyn) � logTn +O(logn); K(xnjyn) � log Tn +O(logn): (4.8)76



� ¯°®±²° ­±²¢¥ Vn ¨¬¥¥²±¿ (Qn � Tn) ¯ ° ®°²®£®­ «¼­»µ k-¬¥°­»µ¯°®±²° ­±²¢. �®±ª®«¼ª³ ¯ °  hxn; yni ¢»¡¨° ¥²±¿ ±«³· ©­®©,K(xn; yn) = logQn + logTn +O(logn):� «¥¥, ¯®±ª®«¼ª³ ±«®¦­®±²¼ ¯ °» K(xn; yn) ± ²®·­®±²¼¾ ¤® «®£ °¨´¬¨-·¥±ª®£® ±« £ ¥¬®£® ° ¢­  K(xn)+K(ynjxn) ¨ K(yn)+K(xnjyn), ­¥° ¢¥­-±²¢  (4.7) ¨ (4.8) ¤«¿ ±«³· ©­®© ¯ °» hxn; yni ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ° ¢¥­±²¢®.�«¥¤®¢ ²¥«¼­®,I(xn : yn) = K(xn) +K(yn)�K(xn; yn) +O(logn) = log(QnTn ) +O(logn):�¥¯®±°¥¤±²¢¥­­»¥ ¢»·¨±«¥­¨¿ «®£ °¨´¬®¢ Qn ¨ Tn ¤®ª §»¢ ¾² ²°¥¡³-¥¬®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. 2�³¤¥¬ ±·¨² ²¼ m, k ¨ Fn (jFnj = 2�(n)) ¢»¡° ­­»¬¨ ² ª¨¬¨, ·²®K(xn) = n+O(logn); (4.9)K(yn) = n+O(logn); (4.10)I(xn : yn) = an+O(logn); (4.11)£¤¥ a { ­¥ª®²®° ¿ ¯®«®¦¨²¥«¼­ ¿ ª®­±² ­² . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢§ ¨¬­ ¿¨­´®°¬ ¶¨¿ xn ¨ yn ° ±²¥² «¨­¥©­® ¯® n. �¥²°³¤­® § ¬¥²¨²¼, ·²® ª®£¤ ®²­®¸¥­¨¥ k=m ±²°¥¬¨²±¿ ª 1=2, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ §­ ·¥­¨¥ a ±²°¥¬¨²±¿ª ¥¤¨­¨¶¥. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢»¡¨° ¿ §­ ·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ m ¨ k, ¬®¦­®±¤¥« ²¼ ¢¥«¨·¨­³ a ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥.�®ª ¦¥¬, ·²® ³ ¯®±²°®¥­­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© xn, yn ­¥«¼§¿ ¬ -²¥°¨ «¨§®¢ ²¼ ¢§ ¨¬­³¾ ¨­´®°¬ ¶¨¾, ². ¥. ¤«¿ ­¨µ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³²¢¥°-¦¤¥­¨¥ ²¥®°¥¬» 7.�²¢¥°¦¤¥­¨¥ 6. �«¿ ¯®±²°®¥­­»µ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¥© x, y ¨ ¤«¿¢±¿ª®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ z, ª®²®° ¿ ¯°®±²  ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ ®²-­®±¨²¥«¼­® y, ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢® K(zn) = O(logn).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ zn { ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ±«®¢ ¯°®±²»µ ®²-­®±¨²¥«¼­® xn ¨ yn, ². ¥. K(znjxn) = O(logn) ¨ K(znjyn) = O(logn).�®ª ¦¥¬, ·²® K(zn) = O(logn). � ´¨ª±¨°³¥¬ ­ ²³° «¼­®¥ n. � «¥¥ ¤«¿¯°®±²®²» ®¡®§­ ·¥­¨© ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼ ­¨¦­¨© ¨­¤¥ª± n ¢±¾¤³, £¤¥ ½²®­¥ ¯°¨¢¥¤¥² ª ¯³² ­¨¶¥. 77



�®±ª®«¼ª³ z ¯°®±²® ®²­®±¨²¥«¼­® x ¨ y,K(xjz) = K(x; z)�K(z) +O(logn) == K(x) +K(zjx)�K(z) +O(logn) == K(x)�K(z) +O(logn): (4.12)�­ «®£¨·­»¥ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¬®¦­® ¯°®¢¥±²¨ ¤«¿ y. �®«®¦¨¬D = maxfK(xjz); K(yjz)g:�²¬¥²¨¬, ·²® jK(xjz)�K(yjz)j = O(logn). � ­®¢»µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µK(xjz) � D; K(yjz) � D:� «¥¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¤®±² ²®·­® ¬­®£® ±«®¢, ±«®¦­®±²¼ª®²®°»µ ®²­®±¨²¥«¼­® z ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² D (  §­ ·¨², ·¨±«® D ¤®±² -²®·­® ¢¥«¨ª®). �®«¥¥ ²®·­®, ¯®ª ¦¥¬, ·²® D = K(x) � O(logn). �²®¡³¤¥² §­ ·¨²¼, ·²® ³±«®¢­ ¿ ±«®¦­®±²¼ K(xjz) ®·¥­¼ ¬ «® ®²«¨· ¥²±¿®² ¡¥§³±«®¢­®© ±«®¦­®±²¨ K(x). � «¥¥, ¨±¯®«¼§³¿ (4.12), ¬» ¯®«³·¨¬«®£ °¨´¬¨·¥±ª³¾ ®¶¥­ª³ ­  ±«®¦­®±²¼ z.� ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¡³¤³² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¶¥¯®·ª¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ {ª®­¥·­»¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨x0 � y1 � x1 � y2 � : : : � yr � xr; (4.13)£¤¥ xi, yi { k-¬¥°­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  Vn, ¯°¨·¥¬ «¾¡»¥ ¤¢  ±®±¥¤­¨µ¢ ¶¥¯®·ª¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ®°²®£®­ «¼­». �®¤¯°®±²° ­±²¢® x0 ¡³¤¥¬­ §»¢ ²¼ «¥¢»¬ ª®­¶®¬,   ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® xr { ¯° ¢»¬ ª®­¶®¬ ¶¥-¯®·ª¨. �¨±«® r ­ §®¢¥¬ ¤«¨­®© ¶¥¯®·ª¨ (r ­¥ § ¢¨±¨² ®² n). �³¤¥¬¨­²¥°¥±®¢ ²¼±¿ ²®«¼ª® ² ª¨¬¨ ¶¥¯®·ª ¬¨, ¢ ª®²®°»µ x0 = x. � ª ¿¶¥¯®·ª  ¿¢«¿¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¥© ±«³· ©­®£® ¡«³¦¤ ­¨¿ ­  £° ´¥ Gn. �²-¬¥²¨¬, ·²® ·¨±«® ¸ £®¢ ¡«³¦¤ ­¨¿ ·¥²­®, ­¥·¥²­»¥ ¸ £¨ ®¡®§­ ·¥­»xi (i = 0; 1; : : : ; r),   ·¥²­»¥ ¸ £¨, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, yi (i = 1; : : : ; r).�«³· ©­®¥ ¡«³¦¤ ­¨¥ ­  £° ´¥ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ° ¢­®¬¥°­®¬³ ° ±¯°¥-¤¥«¥­¨¾ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¶¥¯®·¥ª ± ´¨ª±¨°®¢ ­­»¬ «¥¢»¬ ª®­¶®¬. � ¢­®-¬¥°­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¶¥¯®·ª µ ¨­¤³¶¨°³¥² ­¥ª®²®°®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¨µ ¯° ¢»µ ª®­¶®¢. �» ¯®¤¡¥°¥¬ ² ª®¥ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥-²°  r, ·²® ¯®«³· ¥¬®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥±²¢¥ ¯° ¢»µ ª®­¶®¢ ¶¥¯®-·¥ª ®ª ¦¥²±¿ ¡«¨§ª¨¬ ª ° ¢­®¬¥°­®¬³. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²®± ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯° ¢»© ª®­¥¶ ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®©78



¶¥¯®·ª¨ ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ D ®²­®±¨²¥«¼­® z. �±¯®«¼§³¿ ½²®,¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ·¨±«® ¯° ¢»µ ª®­¶®¢ ¶¥¯®·¥ª, ¨¬¥¾¹¨µ ±«®¦­®±²¼ ­¥¡®«¥¥ D ®²­®±¨²¥«¼­® z, ¢¥«¨ª®.�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ ¯®«¨­®¬¨ «¼­®© ¤®«¨ ¢±¥µ ¶¥¯®·¥ª¢¨¤  (4.13) ±«®¦­®±²¼ ¯° ¢®£® ª®­¶  xr ¬ «  ®²­®±¨²¥«¼­® z.�¥¬¬  16. �³±²¼ Xr { ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¶¥¯®·¥ª ¢¨¤  (4.13). �®£¤  ·¨-±«® ² ª¨µ ¶¥¯®·¥ª, ¤«¿ ¯° ¢»µ ª®­¶®¢ ª®²®°»µ ¢»¯®«­¥­® ­¥° ¢¥­±²¢®K(xrjz) � D;­¥ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ jXrjpoly(n) (£¤¥ poly(n) { ­¥ª®²®°»© ¬­®£®·«¥­).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ¡®«¥¥ ±¨«¼­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. � ¨¬¥­­®,¯®ª ¦¥¬, ·²® ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ¯®«¨­®¬¨ «¼­³¾ ¤®«¾ ±®±² ¢«¿¾² ¶¥¯®·ª¨¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ¤«¿ ª®²®°»µ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿: ) ¢±¥ ½«¥¬¥­²» ¶¥¯®·ª¨ xi, yi ¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ D ®²­®±¨-²¥«¼­® z;¡) ª ¦¤ ¿ ¯ °  ±®±¥¤­¨µ (¢ ¶¥¯®·ª¥) ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ hyj; xji ¨«¨hxj ; yj+1i ±«³· ©­ , ². ¥. ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¬¥­¼¸¥ logPn � O(logn)(§¤¥±¼ ¨ ¤ «¥¥ ¬» ¯®«¼§³¥¬±¿ ®¡®§­ ·¥­¨¿¬¨ ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ³²¢¥°-¦¤¥­¨¿ 15).�²¬¥²¨¬, ·²® ¯ °  hyj; xji ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ¡«¨§ª³¾ ª Pn ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±«®¦­®±²¼ K(xj) ¡«¨§ª  ª logQn,   ³±«®¢­ ¿ ±«®¦-­®±²¼ K(yjjxj) ¡«¨§ª  ª log Tn. �®·­¥¥, ±«³· ©­®±²¼ ¯ ° hyj; xji ½ª¢¨¢ -«¥­²­  ²®¬³, ·²® ¤«¿ ­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²» C ¢»¯®«­¥­» ­¥° ¢¥­±²¢ K(xj) � logQn � C log n;K(yjjxj) � log Tn � C log n:�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬» ¯°®¢¥¤¥¬ ¯® ¨­¤³ª¶¨¨ ¯® ¤«¨­¥ ¶¥¯®·ª¨.�³±²¼ ¨¬¥¥²±¿ ­¥ ¬¥­¥¥ jXijnc ¶¥¯®·¥ª ¤«¨­» i, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®-¢¨¾ «¥¬¬». �»¡¥°¥¬ «¾¡³¾ ¨§ ­¨µ ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ¥¥¯°®¤®«¦¥­¨¿ : : : � yi+1 � xi+1. �°¨ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® yi+1 ¤®«¦­®¡»²¼ ®°²®£®­ «¼­® xi,   xi+1 { ®°²®£®­ «¼­® yi+1. �±¥£® ¨¬¥¥²±¿ T 2n ² -ª¨µ ¯°®¤®«¦¥­¨©. �®±² ²®·­® ¤®ª § ²¼, ·²® ±°¥¤¨ ½²¨µ ¯°®¤®«¦¥­¨©¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¯®«¨­®¬¨ «¼­ ¿ ¤®«¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ( ) ¨ (¡).�® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾K(xijz) ¨ K(yijz) ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¿² D, ¨ ¯ °  hxi; yii±«³· ©­ . (�°¨ i = 0 ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ y0 = y.) �·¨²»¢ ¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ D ¨79



±®®²­®¸¥­¨¥ (4.12), ¯®«³· ¥¬K(zjxi) = K(xi; z)�K(xi) +O(logn) == K(xijz) +K(z)�K(xi) +O(logn) �� D +K(z)�K(x) +O(logn) = O(logn):� ±±¬®²°¨¬ ¬­®¦¥±²¢® L ¢±¥µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ŷ, ª®²®°»¥®°²®£®­ «¼­» xi ¨ K(ŷjz) � D. � ¬¥²¨¬, ·²® §­ ¿ ±«®¢® xi ¬®¦­® ±«®£ °¨´¬¨·¥±ª®© ±«®¦­®±²¼¾ ¯®«³·¨²¼ z,   § ²¥¬ § ¯³±²¨²¼ ¯°®¶¥±±¯¥°¥·¨±«¥­¨¿ ¬­®¦¥±²¢  L. �®¤¯°®±²° ­±²¢® yi «¥¦¨² ¢ L. �®½²®¬³¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ yi ¤®±² ²®·­® ¨¬¥²¼ ¯°®£° ¬¬³, ¯¥°¥·¨±«¿¾¹³¾ L, ¨§­ ²¼ ­®¬¥° yi ¢ ½²®¬ ¯¥°¥·¨±«¥­¨¨. � ª¨¬ ®¡° §®¬,K(yijxi) � log jLj+O(logn):�® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾ ¨­¤³ª¶¨¨ ¯ °  hxi; yii ±«³· ©­ , ¨ ±«®¦­®±²¼ yi ®²­®-±¨²¥«¼­® xi ­¥ ¬¥­¼¸¥ logTn � � logn. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, jLj � Tn=poly(n).�¥¯¥°¼ ¢»¡¥°¥¬ ­¥ª®²®°³¾ ª®­±² ­²³ C 0 > C ¨ ®²¡°®±¨¬ ²¥ ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢  ¨§ L, ±«®¦­®±²¼ ª®²®°»µ ®²­®±¨²¥«¼­® xi ¬¥­¼¸¥ Tn�C 0 log n.�®«¥¥ ²®·­®, ¯³±²¼ L0 � L ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ ² ª¨µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ŷ, ·²®K(ŷjxi) � Tn � C 0 log n:�±«¨ ª®­±² ­²  C 0 ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª , ²® jL0j � T (n)=poly(n). �¾¡®¥¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¨§ L0 ¬®¦­® ¢§¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ yi+1. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¤«¿«¾¡®£® ŷ 2 L0 ¯ °  hxi; ŷi ±«³· ©­ , ¨ K(ŷjz) � D.�­ «®£¨·­® ¬®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ yi+1 2 L0 ¢»¡° ­®, ²® ¨¬¥¥²±¿­¥ ¬¥­¥¥ Tn=poly(n) ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ x̂, ª ¦¤®¥ ¨§ ª®²®°»µ ¬®¦­® ¢§¿²¼¢ ª ·¥±²¢¥ xi+1.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ±°¥¤¨ T 2n ¯°®¤®«¦¥­¨© ¢»¡° ­­®© ¶¥¯®·ª¨ ¤«¨­» i¨¬¥¥²±¿ ­¥ ¬¥­¥¥ T 2npoly(n) , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ ( ) ¨ (¡). (�²¬¥²¨¬,·²® ±²¥¯¥­¼ ¯®«³· ¥¬®£® ¬­®£®·«¥­  poly(n) § ¢¨±¨² ®² r.) 2�¯°¥¤e«¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ·¨±¥« li ±«¥¤³¾¹¨¬ °¥ª³°°¥­²­»¬ ±®-®²­®¸¥­¨¥¬: l0 = k; (4.14)li+1 = maxfli + 2k �m; 0g: (4.15)� ¬¥²¨¬, ·²® ­ ·¨­ ¿ ± ­¥ª®²®°®£® ­®¬¥°  ¢±¥ ·¨±«  li ° ¢­» ­³«¾.80



� §®¢¥¬ ¶¥¯®·ª³ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¯° ¢¨«¼­®©, ¥±«¨ ¤«¿ i = 1; 2; : : : ; rdim(x0 \ xi) = li (4.16)� «¥¥ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±«³· ©­® ¢»¡° ­­ ¿ ¶¥¯®·ª  ± ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­®¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¿¢«¿¥²±¿ ¯° ¢¨«¼­®©. �®«¥¥ ²®·­®, ¨¬¥-¥² ¬¥±²® ±«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬ .�¥¬¬  17. �°¥¤¨ ¶¥¯®·¥ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢¨¤  (4.13) ¤®«¿ ¯° ¢¨«¼-­»µ ­¥ ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ 1 � 2�cn, ¤«¿ ­¥ª®²®°®£® ± > 0.�®ª § ²¥«¼±²¢® «¥¬¬». �°¥¦¤¥ ¢±¥£® ¤®ª ¦¥¬ ¤¢¥ ¯°®±²»¥ ª®¬-¡¨­ ²®°­»¥ ±³¡«¥¬¬».�³¡«¥¬¬  1. �³±²¼ ¤ ­  ±¨±²¥¬  ¨§ q1 «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤­®°®¤-­»µ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± s ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ Fn. �»¡¥°¥¬ ±«³-· ©­® (®²­®±¨²¥«¼­® ° ¢­®¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿) ¥¹¥ q2 ³° ¢­¥­¨© ±²¥¬¨ ¦¥ ¯¥°¥¬¥­­»¬¨. �®£¤  ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ­¥ ¬¥­¼¸¥ 1� 2�±n (¤«¿­¥ª®²®°®© ª®­±² ­²» c > 0) ° ­£ ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬» ¨§ q1 + q2³° ¢­¥­¨© ¡³¤¥² ° ¢¥­ minfs; q1 + q2g.�®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¡«¥¬¬». �¡®§­ ·¨¬ q = q1 + q2. �³±²¼ q � s.�®ª ¦¥¬, ·²® ± ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¢±¥q ³° ¢­¥­¨© ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬». �¥©±²¢¨²¥«¼-­®, ¥±«¨ ³° ¢­¥­¨¿ ®ª § «¨±¼ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬», ²® µ®²¿ ¡» ®¤­® ¨§ q2±«³· ©­® ¢»¡° ­­»µ ³° ¢­¥­¨© ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ ¶¨¥© ®±² «¼-­»µ (q � 1) ³° ¢­¥­¨©. �§ (q � 1) ³° ¢­¥­¨¿ ¬®¦­® ±®±² ¢¨²¼ ­¥ ¡®«¥¥jFnjq�1 «¨­¥©­»µ ª®¬¡¨­ ¶¨©. � ¤«¿ ¢»¡®°  ±«³· ©­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¨¬¥-¥²±¿ jFnjs ±¯®±®¡®¢. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ª ¦¤®£® i ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®i-¥ ³° ¢­¥­¨¥ ±¨±²¥¬» ¥±²¼ «¨­¥©­ ¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ®±² «¼­»µ, ­¥ ¯°¥¢®±-µ®¤¨² jFnj(q�1)�s: �±² ¥²±¿ ¯°®±³¬¬¨°®¢ ²¼ ¤ ­­»¥ ¢¥°®¿²­®±²¨ ¯® ¢±¥¬­®¬¥° ¬ i ¤®¡ ¢«¥­­»µ ³° ¢­¥­¨© (®² 1 ¤® q2). �®±ª®«¼ª³ q1 � q � s,¤®«¿ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬»µ ±¨±²¥¬ ³° ¢­¥­¨© ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² qjFnj�1. �®jFnj = 2�(n), ¨ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­®.�±«¨ q > s, ²® ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥¯¥°¢»¥ s ³° ¢­¥­¨© ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬» «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬», ¨ ° ­£±¨±²¥¬» ° ¢¥­ s. 2� ¬¥· ­¨¥ 4. �²¬¥²¨¬ ®·¥¢¨¤­®¥ ±«¥¤±²¢¨¥ ¤®ª § ­­®© ±³¡«¥¬¬».�³±²¼ ¤ ­  ±¨±²¥¬  ¨§ q1 «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨© ± s ¯¥°¥¬¥­­»¬¨ ­ ¤81



ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ F . �®¡ ¢¨¬ ª ¤ ­­®© ±¨±²¥¬¥ ¥¹¥ q2 ±«³· ©­® ¢»¡° ­-­»µ «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ® ­¥ª®²®°»µ ±®¢®ª³¯­®±²¿µ³° ¢­¥­¨© ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬» ¨§¢¥±²­®, ·²® ®­¨ ®ª § «¨±¼ «¨­¥©­®­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨. (� ¯°¨¬¥°, ¨§¢¥±²­®, ·²® 1-®¥, 2-®¥ ¨ (q1 + 1)-®¥ ³° ¢-­¥­¨¥,   ² ª¦¥ 3-¥, 4-®¥ ¨ (q1 + 2)-®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬»«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬».) �·¥¢¨¤­®, ·²® ¯°¨ ¤ ­­®¬ ³±«®¢¨¨ ¢¥°®¿²­®±²¼±®¡»²¨¿ \° ­£ ¢±¥© ° ±¸¨°¥­­®© ±¨±²¥¬» ° ¢¥­ minfs; qg" ²¥¬ ¡®«¥¥½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª  ª ¥¤¨­¨¶¥.�³¡«¥¬¬  2.  ) �³±²¼ W { «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¤ ª®­¥·­»¬ ¯®-«¥¬ F , a { ­¥ª®²®°®¥ s1-¬¥°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ W . �»¡¥°¥¬ ±«³-· ©­® (®²­®±¨²¥«¼­® ° ¢­®¬¥°­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿) s2-¬¥°­®¥ ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢® b ¢ W . �®£¤  ¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ dim(a\ b) = r § ¢¨±¨²²®«¼ª® ®² ¢¥«¨·¨­ r; s1; s2; dim(W ); jF j (­® ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  s1-¬¥°­®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  a).¡) �³±²¼ W { «¨­¥©­®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ­ ¤ ª®­¥·­»¬ ¯®«¥¬ F , a ¨b { s-¬¥°­»¥ «¨­¥©­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ W . �»¡¥°¥¬ ±«³· ©­® s-¬¥°­®¥¯®¤¯°®±²° ­±²¢® a1 ¨§ ®°²®£®­ «¼­®£® ¤®¯®«­¥­¨¿ a ¨ s-¬¥°­®¥ ¯®¤-¯°®±²° ­±²¢® b1 ¨§ ®°²®£®­ «¼­®£® ¤®¯®«­¥­¨¿ b. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® l¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»²¨© dim(a1 \ b) = l ¨ dim(a\ b1) = l ° ¢­».�®ª § ²¥«¼±²¢® ±³¡«¥¬¬».  ) �³±²¼ a0 { ¯°®¨§¢®«¼­®¥ «¨­¥©­®¥¯®¤¯°®±²° ­±²¢® W ° §¬¥°­®±²¨ s1. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥°®¿²­®±²¨ ±®¡»-²¨© dim(a \ b) = r ¨ dim(a0 \ b) = r ° ¢­».�·¥¢¨¤­®, ±³¹¥±²¢³¥²  ¢²®¬®°´¨§¬ ' ¯°®±²° ­±²¢  W ² ª®©, ·²®'a = a0. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® «¨­¥©­®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  b ¨§ ¯°®±²° ­-±²¢  W ¨¬¥¥¬ dim(a\ b) = dim(a0 \ 'b). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,Probb[dim(a \ b) = l] = Probb[dim(a0 \ 'b) = l] = Probb[dim(a0 \ b) = l]:¡) � ¬¥²¨¬, ·²® dim(a? \ b) = dim(a \ b?). � ± ¬®¬ ¤¥«¥,dim(W )� dim(a \ b?) = dim((a \ b?)?) = dim(a? � b) =dim(a?) + dim(b)� dim(a? \ b) = dim(W )� dim(a? \ b):�±² ¥²±¿ ¯°¨¬¥­¨²¼ ¯¥°¢®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ±³¡«¥¬¬» ª ¯°®±²° ­±²¢³ a?,¢ ª®²®°®¬ «¥¦ ² b \ a? ¨ ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ a1, ¨ ª ¯°®±²° ­±²¢³ b?,¢ ª®²®°®¬ «¥¦ ² a \ b? ¨ ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ b1. 2�³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ «¥¬¬³ ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® ¤«¨­¥ ¶¥¯®·ª¨. � §  ¨­¤³ª-¶¨¨ ®·¥¢¨¤­ . �«¿ ¢»¯®«­¥­¨¿ ¸ £  ¨­¤³ª¶¨¨ ¤®±² ²®·­® ¯®ª § ²¼, ·²®82



¥±«¨ ¶¥¯®·ª  x0 � y1 � x1 � y2 � : : : � yi � xi¯° ¢¨«¼­ , ²® ¢±¥ ¥¥ ¯°®¤®«¦¥­¨¿x0 � y1 � x1 � y2 � : : : � yi � xi � yi+1 � xi+1ª°®¬¥ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¬ «®© ¤®«¨ ² ª¦¥ ¯° ¢¨«¼­». � ±±¬®²°¨¬ § -ª«¾·¨²¥«¼­»© ´° £¬¥­² ¤ ­­®© ¶¥¯®·ª¨xi � yi+1 � xi+1:�«¿ ¢»¡®°  yi+1 ¨ xi+1 ¨¬¥¥²±¿ T 2n ° §«¨·­»µ ¢®§¬®¦­®±²¥© (¢ ®¡®§­ ·¥-­¨¿µ ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  «¥¬¬» 15). �®¤±·¨² ¥¬, ± ª ª®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾dim(x0 \ xi+1) = li+1.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® yi+1 ³¦¥ ¢»¡° ­®. � «¥¥ ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼²®«¼ª® ¯ °³ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ x0 ¨ yi+1: ²°¥¡³¥²±¿ ³§­ ²¼, ª ª®¢  ¢¥°®-¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ ²°¥²¼¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® (¬» ­ -§®¢¥¬ ¥£® xi+1) ¨¬¥¥² li+1-¬¥°­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± x0 ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® yi+1¨ xi+1 ®ª § «¨±¼ ®°²®£®­ «¼­»¬¨. �®£« ±­® ±³¡«¥¬¬¥ 2(¡) ¯®±«¥¤­¿¿ § -¤ ·  ½ª¢¨¢ «¥­²­  ¤°³£®©: ª ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ±«³· ©­® ¢»-¡° ­­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® y0 ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ li+1-¬¥°­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± yi+1¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® x0 ¨ y0 ®°²®£®­ «¼­».� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤«¿ ²®£® ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ¢¥°®¿²­®±²¼, ± ª®²®°®©¢»¯®«­¿¥²±¿ ° ¢¥­±²¢® dim(x0 \ xi+1) = li+1, ¬®¦­® °¥¸¨²¼ ¤°³£³¾ § -¤ ·³: ¯³±²¼ y0 { ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ k-¬¥°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ Vn, ®°-²®£®­ «¼­®¥ x0,   yi+1 { ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ k-¬¥°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢Vn, ®°²®£®­ «¼­®¥ xi; ª ª®¢  ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® dim(y0\yi+1) = li+1?�®¤¯°®±²° ­±²¢  y0 ¨ yi+1 § ¤ ¾²±¿ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨§ m � k «¨­¥©­»µ³° ¢­¥­¨©. �¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹­®±²¨ ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»¥ k³° ¢­¥­¨© ¢ ¯¥°¢®© ±¨±²¥¬¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®°²®£®­ «¼­®±²¨ y0 ¯°®-±²° ­±²¢³ x0,   ¯¥°¢»¥ k ³° ¢­¥­¨© ¢® ¢²®°®© ±¨±²¥¬¥ { ®°²®£®­ «¼­®-±²¨ yi+1 ¯°®±²° ­±²¢³ xi. �®¦­® ² ª¦¥ ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»¥ li ³° ¢­¥­¨©¢ ®¡¥¨µ ±¨±²¥¬ µ ®¤¨­ ª®¢» ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ²°¥¡®¢ ­¨¾ ®°²®£®­ «¼-­®±²¨ ®¡®¨µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ y0 ¨ yi+1 ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ x0 \ xi.�¡º¥¤¨­¿¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©, § ¤ ¾¹¨¥ y0 ¨ yi+1, ¬» ¯®«³· ¥¬ ±¨-±²¥¬³ ¨§ 2(m � k) � li ³° ¢­¥­¨©. �®£« ±­® ±y¡«¥¬¬¥ 1 ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥ ¤ ­­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© ¨¬¥¥²° ­£ minfm; 2(m � k) � lig,   §­ ·¨² ¢»¯®«­¥­® ° ¢¥­±²¢®dim(y0 \ yi+1) = maxf0; 2k � (m� li)g = li+1:83



�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ± ² ª®© ¦¥ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¨ dim(x0 \ xi+1) = li+1. � -ª¨¬ ®¡° §®¬, ± ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª ¥¤¨­¨¶¥ ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¤«¿¶¥¯®·ª¨ ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ (4.16). 2�³±²¼ Ar { ¬­®¦¥±²¢® ¢±¥µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¢ Vn, ¯¥°¥±¥·¥-­¨¥ ª®²®°»µ ± x ¨¬¥¥² ° §¬¥°­®±²¼ lr. �®£« ±­® «¥¬¬¥ 17 ¤«¿ ¡®«¼¸¨­-±²¢  ¶¥¯®·¥ª ¢¨¤  (4.13) xr ¯°¨­ ¤«¥¦¨² Ar. �¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¨¬¥-¥² ¬¥±²® ®¤­®°®¤­®±²¼: ¢±¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¨§ Ar ¿¢«¿¾²±¿ ¯° ¢»¬¨ª®­¶ ¬¨ ®¤¨­ ª®¢®£® ·¨±«  ¯° ¢¨«¼­»µ ¶¥¯®·¥ª ¤«¨­» r (¯®-¯°¥¦­¥¬³° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ²®«¼ª® ² ª¨¥ ¶¥¯®·ª¨, «¥¢»© ª®­¥¶ ª®²®°»µ ±®¢¯ ¤ ¥²± x).�¥¬¬  18. �±«¨ v; w 2 Ar, ²® ·¨±«® ¯° ¢¨«¼­»µ ¶¥¯®·¥ª, ¯° ¢»© ª®­¥¶ª®²®°»µ ±®¢¯ ¤ ¥² ± v, ° ¢­® ·¨±«³ ¯° ¢¨«¼­»µ ¶¥¯®·¥ª, ¯° ¢»© ª®­¥¶ª®²®°»µ ±®¢¯ ¤ ¥² ± w.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®¢¥¤¥¬ ¨­¤³ª¶¨¥© ¯® r. �³¦-­® ¢»·¨±«¨²¼ ¤«¿ ª ¦¤®£® ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  xr 2 Ar ª®«¨·¥±²¢® ² ª¨µ¶¥¯®·¥ª xr�1 � yr � xr;·²® xr�1 2 Ar�1. �®·­¥¥, ­³¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ª®«¨·¥±²¢® ² ª¨µ ¶¥¯®·¥ª­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  xr 2 Ar,   § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ­®¬¥°  r. � ´¨ª±¨°³-¥¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® xr 2 Ar ¨ ¡³¤¥¬ ¢»¡¨° ²¼ ±«³· ©­®¥ ®°²®£®­ «¼­®¥¥¬³ yr. � «¥¥ ¢»¡¥°¥¬ ±«³· ©­®¥ xr�1, ®°²®£®­ «¼­®¥ yr. � ± ¨­²¥°¥±³¥²¢¥°®¿²­®±²¼ ±®¡»²¨¿ xr�1 2 Ar�1 (². ¥. dim(x0 \ xr�1) = lr�1).�³±²¼ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® yr ³¦¥ ¢»¡° ­®. �°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼, ± ª -ª®© ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® xr�1 ¨¬¥¥² lr�1-¬¥°­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± x0 ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® xr�1 ¨ yr ®°²®£®­ «¼­». �®-£« ±­® ±³¡«¥¬¬¥ 2(¡) ¤ ­­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ ° ¢­  ¢¥°®¿²­®±²¨ ²®£®, ·²®±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® y0 ¨¬¥¥² lr�1-¬¥°­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥± yr ¯°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® y0 ¨ x0 ®°²®£®­ «¼­».� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥©²¨ ª °¥¸¥­¨¾ ­®¢®© § ¤ ·¨: ­ ©-²¨ ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¯ °  ±«³· ©­® ¢»¡° ­­»µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®-±²° ­±²¢ y0, yr, ¯¥°¢®¥ ¨§ ª®²®°»µ ®°²®£®­ «¼­® x0,   ¢²®°®¥ ®°²®£®-­ «¼­® xr, ¨¬¥¾² lr�1-¬¥°­®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥.�®¤¯°®±²° ­±²¢  y0 ¨ yr § ¤ ¾²±¿ ±¨±²¥¬ ¬¨ n�k «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨-¬»µ ³° ¢­¥­¨©. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»¥ k ³° ¢­¥­¨© ¯¥°¢®© ±¨±²¥-¬» ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®°²®£®­ «¼­®±²¨ y0 ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ x0,   ¯¥°¢»¥ k³° ¢­¥­¨© ¢²®°®© ±¨±²¥¬» { ®°²®£®­ «¼­®±²¨ yr ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ xr.84



�°®¬¥ ²®£®, ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ¯¥°¢»¥ lr ³° ¢­¥­¨© ®¡¥¨µ ±¨±²¥¬ ±®-¢¯ ¤ ¾² (¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ®°²®£®­ «¼­®±²¨ ®¡®¨µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ y0,yr ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³ x0\xr). �¡º¥¤¨­¨¬ ¤¢¥ ¤ ­­»¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©.�°®±²° ­±²¢® °¥¸¥­¨© ­®¢®© ±¨±²¥¬» (¨§ 2(n� k)� lr ³° ¢­¥­¨©) ¥±²¼¯¥°¥±¥·¥­¨¥ y0 ¨ yr. � ± ¨­²¥°¥±³¥² ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ¥£® ° §¬¥°-­®±²¼ ° ¢­  lr�1. �·¥¢¨¤­®, ½²  ¢¥°®¿²­®±²¼ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ §­ ·¥­¨¿¬¨ n,k ¨ r, ­® ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ª®­ª°¥²­®£® xr. � ¬ ­¥ ²°¥¡³¥²±¿ §­ ·¥-­¨¥ ¤ ­­®© ¢¥°®¿²­®±²¨. � ¦­® «¨¸¼, ·²® ®­® ®¤­®§­ ·­® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿­®¬¥°®¬ r (¯°¨ ¤ ­­®¬ n) ¨ ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  xr 2 Ar. 2� ª®­·¨¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ 6. � ±±¬®²°¨¬ ¬­®¦¥±²¢® Xr¶¥¯®·¥ª ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ (4.13) ¤«¨­» r. �®£« ±­® «¥¬¬¥ 17 ¢±¥ ² ª¨¥ ¶¥-¯®·ª¨ §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¬ «®© ¤®«¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯° ¢¨«¼-­»¬¨,   §­ ·¨², ¨µ ¯° ¢»¥ ª®­¶» «¥¦ ² ¢ Ar. � «¥¥, ¯® «¥¬¬¥ 16 ¯®ª° ©­¥© ¬¥°¥ jXrjpoly(n) ¶¥¯®·¥ª ¨¬¥¾² ¯° ¢»¥ ª®­¶», ¯°®±²»¥ ®²­®±¨²¥«¼-­® z (². ¥. ¨µ ±«®¦­®±²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® z ­¥ ¯°¥¢®±µ®¤¨² D). �­ ·¨² ­¥¬¥­¥¥ ·¥¬ jXr jpoly(n) ¶¥¯®·¥ª ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¿¢«¿¾²±¿ ¯° ¢¨«¼­»¬¨ ¨ ¨¬¥-¾² ¯° ¢»© ª®­¥¶ ±«®¦­®±²¨ ­¥ ¡®«¥¥ D ®²­®±¨²¥«¼­® z. �® ¢ ±¨«³ ®¤-­®°®¤­®±²¨ («¥¬¬  18) ¢±¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¨§ Ar ¿¢«¿¾²±¿ ¯° ¢»¬¨ª®­¶ ¬¨ ®¤¨­ ª®¢®£® ·¨±«  ¯° ¢¨«¼­»µ ¶¥¯®·¥ª. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ­¥ ¬¥-­¥¥ ·¥¬ jArjpoly(n) ½«¥¬¥­²®¢ ¬­®¦¥±²¢  Ar ¨¬¥¾² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¼¸¥ D®²­®±¨²¥«¼­® z.�»¡¥°¥¬ ¬¨­¨¬ «¼­®¥ r, ¤«¿ ª®²®°®£® lr = 0. �®£¤  Ar ±®±²®¨² ¨§¢±¥µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢, ¨¬¥¾¹¨µ ­³«¥¢®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± x. �½²®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ k-¬¥°­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¨§ Vn ª°®¬¥ ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼-­® ¬ «®© ¤®«¨ «¥¦ ² ¢ Ar. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® x ¢ Vn § -¤ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®© (m � k) «¨­¥©­»µ ³° ¢­¥­¨©. �»¡¥°¥¬ ±«³· ©­® ¥¹¥(m�k) «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ³° ¢­¥­¨© (§ ¤ ¾¹¨µ ­¥ª®²®°®¥ k-¬¥°­®¥¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ Vn). �¡º¥¤¨­¨¬ ¤¢¥ ¤ ­­»¥ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©. �®-¢ ¿ ±¨±²¥¬  ±®¤¥°¦¨² 2(m � k) ³° ¢­¥­¨©. �®±ª®«¼ª³ 2k < m, ± ½ª±-¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª 1 ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ° ­£ ¤ ­­®© ±¨±²¥¬» ° ¢¥­ m(±³¡«¥¬¬  1), ¨ ®­  ­¥ ¨¬¥¥² ­¥²°¨¢¨ «¼­»µ °¥¸¥­¨©. �²® §­ ·¨², ·²®±«³· ©­® ¢»¡° ­­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ Vn ± ½ª±¯®­¥­¶¨ «¼­® ¡«¨§ª®© ª1 ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¨¬¥¥² ­³«¥¢®¥ ¯¥°¥±¥·¥­¨¥ ± x.�² ª, Ar ±®¤¥°¦¨² ¢±¥ k-¬¥°­»¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  ¨§ Vn ª°®¬¥ ½ª±-¯®­¥­¶¨ «¼­® ¬ «®© ¤®«¨. �» §­ ¥¬, ·²® ­¥ ¬¥­¥¥ ·¥¬ ¯®«¨­®¬¨ «¼­ ¿¤®«¿ ¢±¥µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ¨§ Ar ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ Dn ®²­®±¨-²¥«¼­® z. �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¨ ±°¥¤¨ ¢±¥µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ Vn ¯®85



ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¯®«¨­®¬¨ «¼­ ¿ ¤®«¿ ¨¬¥¥² ±«®¦­®±²¼ ­¥ ¡®«¥¥ D ®²­®±¨-²¥«¼­® z. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨Qn { ·¨±«® ¢±¥µ k-¬¥°­»µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¢ Vn, ²® 2D � Qnpoly(n):� ¯®¬­¨¬, ·²® K(x) = logQn+O(logn). � «¥¥, D = K(xjz)+O(logn) =K(x)�K(z) +O(logn). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,K(x)�K(z) � K(x)�O(logn):� ª¨¬ ®¡° §®¬, K(z) = O(logn). 2
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