
¾Ñèðèóñ¿, ñåíòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà � 2020, 10 êëàññ

Ìíîãî÷ëåíû-5: èíòåðïîëÿöèÿ. 11 ñåíòÿáðÿ

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë x1, x2, . . . ,

xn è ëþáûõ ÷èñåë y1, y2, . . . , yn ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí P ñòåïåíè íå

âûøå n− 1 òàêîé, ÷òî P (xi) = yi. Óêàçàíèå: ñì. çàäà÷ó 1. ïðåäûäóùåãî

ëèñòî÷êà.

b) Ïóñòü Q � äðóãîé ìíîãî÷ëåí òàêîé, ÷òî Q(xi) = yi. Êàê ñâÿçàíû

ìíîãî÷ëåíû P è Q? Äîïîëíèòå �ðàçó ¾ìíîãî÷ëåí P � . . . ïðè äåëåíèè

ìíîãî÷ëåíà Q íà ìíîãî÷ëåí . . . ¿. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí, îïèñàííûé

â ïóíêòå a), åäèíñòâåííûé.

2. a) Åñòü 25 �óòáîëèñòîâ, ó êàæäîãî èç íèõ åñòü ðåéòèíã r1, r2, . . . ,

r25, âñå ðåéòèíãè ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Òðåíåð õî÷åò âûáðàòü èç íèõ â

êîìàíäó 11 ëþáèì÷èêîâ. Äëÿ ýòîãî îí ïðèäóìûâàåò ìíîãî÷ëåí P , äëÿ

êàæäîãî ñïîðòñìåíà âû÷èñëÿåò åãî ñïîðòèâíûé ïîòåíöèàë P (ri) è âû-

áèðàåò èãðîêîâ ñ ìàêñèìàëüíûì ïîòåíöèàëîì. Äîêàæèòå, ÷òî åìó õâà-

òèò ìíîãî÷ëåíà 24-îé ñòåïåíè.

b) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 2020 òî÷åê, èõ àáñöèññû ðàçëè÷íû, êàæäàÿ

èç òî÷åê îêðàøåíà ëèáî â êðàñíûé, ëèáî â ñèíèé öâåò. Ñêàæåì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí P (x) ðàçäåëÿåò ýòè òî÷åê, åñëè ëèáî âûøå ãðà�èêà P (x) íåò

êðàñíûõ òî÷åê, à íèæå � íåò ñèíèõ, ëèáî íàîáîðîò; íà ñàìîì ãðà�èêå

ìîãóò ëåæàòü òî÷êè îáîèõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðî-

èòü ðàçäåëÿþùèé ìíîãî÷ëåí íå âûøå 2018-é ñòåïåíè.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìíîãî÷ëåí â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ïðèíèìàåò

ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ, òî è âñå åãî êîý��èöèåíòû ðàöèîíàëüíûå.

4. Ïóñòü a, b, c� ïîïàðíî ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

an

(a− b)(a− c)
+

bn

(b− a)(b− c)
+

cn

(c− a)(c− b)

öåëîå.

5. Ïóñòü P (x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n òàêîé, ÷òî P (k) =
1

Ck

n+1
äëÿ âñåõ

k îò 0 äî n. Íàéäèòå P (n+ 1).

6. Ïóñòü P (x) � ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Èëüíóð ïîñ÷èòàë

åãî çíà÷åíèÿ â n + 1 ðàçëè÷íûõ öåëûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç

ïîëó÷åííûõ Èëüíóðîì ÷èñåë ïî ìîäóëþ õîòÿ áû n!/2n.

7. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîý��èöèåíòàìè P (x) ñòåïåíè

n òàêîé, ÷òî P (0), P (1), . . . , P (n) � ðàçëè÷íûå ñòåïåíè äâîéêè?
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