
¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà � 2020, ãðóïïà 10À

2. Ïðî�åññèîíàëüíûé ðàçíîáîé. 18 îêòÿáðÿ

1. Íà äîñêå íàïèñàíû n åäèíèö. Ïåòÿ è Âàñÿ õîäÿò ïî î÷åðåäè (íà-

÷èíàåò Ïåòÿ). Ïðè ñâîåì õîäå èãðîê ìîæåò ñòåðåòü ñ äîñêè ëþáûå äâà

âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà è çàïèñàòü íà äîñêó èõ ñóììó. Ïðîèãðûâàåò íå

èìåþùèé õîäà. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n îïðåäåëèòå, êòî âûèãðàåò

ïðè ïðàâèëüíîé èãðå.

2. Â íåêîòîðûõ êëåòêàõ äîñêè 2020 × 2020 ïðîâåëè ïî îäíîé äèàãî-

íàëè. Ëó÷, ïàäàþùèé íà ïðîâåäåííóþ äèàãîíàëü ñ ëþáîé ñòîðîíû, îò-

ðàæàåòñÿ îò íå¼ ïî ïðàâèëó ¾óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ¿. Â

ñåðåäèíå ëåâîé ñòîðîíû ëåâîé êëåòêè êàæäîé ñòðîêè óñòàíîâëåí ëàçåð,

ëó÷ êîòîðîãî âûõîäèò âïðàâî, à â ñåðåäèíå ïðàâîé ñòîðîíû ïðàâîé êëåò-

êè êàæäîé ñòðîêè � ëàçåð, ëó÷ êîòîðîãî âûõîäèò âëåâî. Ëó÷ êàæäîãî

ëàçåðà èìååò íîìåð, ðàâíûé íîìåðó ñòðîêè, â êîòîðîé îí íà÷èíàåòñÿ

(ñòðîêè ïðîíóìåðîâàíû ñâåðõó âíèç). Ëó÷ ñòàíîâèòñÿ êðàñíûì, åñëè îí

âûõîäèò èç äîñêè ÷åðåç âåðõíþþ å¼ ñòîðîíó, è çåë¼íûì, åñëè ÷åðåç íèæ-

íþþ. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ëó÷ ñòàë çåë¼íûì èëè êðàñíûì. Äîêàæèòå,

÷òî ñóììà íîìåðîâ êðàñíûõ ëó÷åé ìåíüøå èëè ðàâíà ñóììå íîìåðîâ

çåë¼íûõ.

3. Â êàæäîì óçëå áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé äîñêè ñî ñòîðîíîé 1 ðàñò¼ò

äåðåâî. Äâà ëåñîðóáà íàøëè áðåâíî äëèíîé 100, êîòîðîå ëåæèò ïàðàë-

ëåëüíî ãîðèçîíòàëüíûì ëèíèÿì äîñêè. Ìîãóò ëè îíè åãî ïîâåðíóòü òàê,

÷òîáû îíî ëåæàëî ïàðàëëåëüíî âåðòèêàëüíûì ëèíèÿì äîñêè? Òîëùèíîé

áðåâíà è äåðåâüåâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

4. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, a2, . . . , ak (k > 3) ñ íàòóðàëüíûìè ÷ëåíàìè

an+1 = ÍÎÊ(an, an−1)−ÍÎÊ(an−1, an−2), n > 3. Äîêàæèòå, ÷òî k 6 a3+3.

5. Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëà 1, 2, . . . ,

2n− 1, 2n ìîæíî ïî êðàéíåé ìåðå 2020 ñïîñîáàìè ðàçáèòü íà ïàðû òàê,

÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ïàðå áûëà òî÷íûì êâàäðàòîì?

Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!
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Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!



6. Ñðåäè k ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íàøëèñü 13 ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûõ. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå k.

7. Ïðè êàêèõ n âûïóêëûé n-óãîëüíèê ìîæíî ðàçáèòü íåïåðåñåêàþ-

ùèìèñÿ äèàãîíàëÿìè íà òðåóãîëüíèêè òàê, ÷òîáû èç êàæäîé âåðøèíû

èñõîäèëî ÷¼òíîå ÷èñëî äèàãîíàëåé?

8. Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . òà-

êîâà, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî â íåé âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Îáÿçàòåëüíî ëè íàéä¼òñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ñðåäè ÷èñåë a1,

a2, . . . , an âñòðå÷àþòñÿ âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n?

9. Â Ïðåçèäåíòñêîì Ôèçèêî-Ìàòåìàòè÷åñêîì Óçèëèùå åñòü 2020 êà-

ìåð, çàíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî 2020, à òàêæå 2020 êëþ÷íèêîâ,

k-é èç êîòîðûõ óìååò ìåíÿòü ñîñòîÿíèå (ò.å. îòêðûòûå çàêðûâàòü, à çà-

êðûòûå îòêðûâàòü) âñåõ êàìåð, íîìåðà êîòîðûõ äåëÿòñÿ íà k. Â êàæäîé

êàìåðå ñèäèò ïî îäíîìó óçíèêó. Åâðîïåéñêèé ñóä ïî ïðàâàì ÷åëîâåêà

ìîæåò ïîòðåáîâàòü îò ïðåçèäåíòà îñâîáîäèòü ëþáûõ óçíèêîâ ïî ñâîå-

ìó âûáîðó. Îñâîáîæäåíèÿ êàêèõ óçíèêîâ äîëæåí ïîòðåáîâàòü ÅÑÏ×,

÷òîáû êîëè÷åñòâî êëþ÷íèêîâ, êîòîðûõ íåîáõîäèìî áóäåò èñïîëüçîâàòü,

áûëî íàèáîëüøèì? (Òðåáóåòñÿ óêàçàòü âñå òàêèå ñïèñêè.)

10. Ó Ìàøè åñòü äåòàëè øåñòè âèäîâ äëÿ îæåðåëüÿ: êðàñíûå, ñèíèå

è çåë¼íûå øàðèêè è êðàñíûå, ñèíèå è çåë¼íûå ïàðû øàðèêîâ, ñîåäè-

íåííûõ âìåñòå. Ñêîëüêî ðàçíûõ îæåðåëèé ñ 10 øàðèêàìè Ìàøà ìîæåò

ñîñòàâèòü èç ýòèõ äåòàëåé òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå äâà óñëî-

âèÿ:

(i) äåòàëè, ñòîÿùèå ðÿäîì, äîëæíû áûòü ðàçíîãî öâåòà;

(ii) åñëè äåòàëü � îòäåëüíûé øàðèê, ñîñåäíèå ñ íåé äåòàëè äîëæíû îò-

ëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ïî öâåòó?

Îæåðåëüÿ ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îäíî ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîå

ïîâîðîòîì.
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