
¾Ñèðèóñ¿, Ýéëåðîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, Ý2

25. Ïðèáëèæåíèå ÷èñåë ðàöèîíàëüíûìè. 21 èþíÿ

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ìû îáîçíà÷àåì çà ‖x‖ ðàñ-

ñòîÿíèå îò x äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

1. Íà îêðóæíîñòè äëèíû 1 åñòü ÿìêà ðàäèóñà 1/1000. À åùå ïî îêðóæ-

íîñòè èç íåêîòîðîé íà÷àëüíîé òî÷êè ïðûãàåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

êóçíå÷èê ñ èððàöèîíàëüíûì øàãîì α > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçä-

íî êóçíå÷èê ïîïàä¼ò â ýòó ÿìêó.

2. Òåïåðü êóçíå÷èê ïðûãàåò ïî ïðÿìîé âïðàâî ñ èððàöèîíàëüíûì øà-

ãîì α > 0. Âî âñåõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ýòîé ïðÿìîé âûêîïàíû ÿìêè

ðàäèóñà 1/1000. Äîêàæèòå, ÷òî êóçíå÷èê ïîïàä¼ò â êàêóþ-òî ÿìêó.

3. Ïóñòü n íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-

íîãî α ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå x 6 n òàêîå, ÷òî ‖xα‖ 6 1/n.

4. Ïóñòü α1, . . . , αk � íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå x 6 nk

äëÿ êîòîðîãî

‖xα1‖, . . . , ‖xαk‖ 6 1/n.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èððàöèîíàëüíîãî α ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷-

íî ìíîãî íåïðèâîäèìûõ äðîáåé
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6. Ñóùåñòâóåò ëè âåùåñòâåííîå ÷èñëî α òàêîå, ÷òî
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7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåïðèâîäèìîé äðîáè
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8. Íàéäèòå âñå ÷åòâ¼ðêè âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a, b, c, d òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî [an + b] = [cn + d].

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü

íåñêîëüêî ñ ñóììîé S äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ‖S‖ 6
1

n+1

.
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