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32. ÌåæäóñîÁîé. 24 èþíÿ

1. Äàí êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� áåç öèêëîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ

ëþáîé âåðøèíû A, åñëè èç íå¼ âûéòè ïî ð¼áðàì AB è AC, òî ìîæíî

íàéòè âåðøèíó D, ÷òî äî D ìîæíî äîéòè êàê èç B, òàê è èç C. Äîêà-

æèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû ëþáûå äâà íåïðîäîëæàþùèõñÿ ïóòè èç

ýòîé âåðøèíû çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå.

2. Òî÷êó X íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC îòðàçèëè

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèí ñòîðîí BC, CA è AB è ïîëó÷èëè òî÷êè P , Q è

R ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà

PQR ïðîõîäèò ÷åðåç îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC.

3. Â êàæäîé êëåòêå òàáëèöû m× n íàïèñàíî ïî öåëîìó íåîòðèöàòåëü-

íîìó ÷èñëó. Íàçîâ¼ì ðàññòàíîâêó ÷èñåë õîðîøåé, åñëè îíà óäîâëåòâî-

ðÿåò äâóì óñëîâèÿì: 1. ÷èñëà â ñîñåäíèõ êëåòêàõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå

÷åì íà 1; 2. åñëè ÷èñëî ìåíüøå èëè ðàâíî âñåõ ÷èñåë â ñîñåäíèõ ñ íèì

êëåòêàõ, òî îíî ðàâíî 0. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðàññòàíîâîê.

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ðàâåíñòâ ax− by− cz−dt = 0, bx+ay−dz+ ct = 0,

cx+dy+az− bt = 0, dx− cy+ bz+at = 0 ñëåäóåò ëèáî a = b = c = d = 0,

ëèáî x = y = z = t = 0.

5. Íà ïëîñêîñòè ñòîÿò 10 áàðàíîâ è îäèí âîë÷àðà. Çà îäèí õîä âîë÷à-

ðà ïåðåäâèãàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäèí ìåòð, à òàêæå îäèí èç áàðàíîâ

ïåðåäâèãàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà îäèí ìåòð. Âñåãäà ëè âîë÷àðà ñìîæåò

îêàçàòüñÿ ñ êàêèì-òî èç áàðàíîâ â îäíîé òî÷êå?

6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AC áîëüøå ñòîðîíû

BC, à CD, AP è BQ � âûñîòû. Ïóñòü R � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

PQ è AB. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ CPQ

è RDQ êàñàþòñÿ.

7. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíû äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êðóãà. Âñåãäà ëè

íà ïëîñêîñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà A âíå êðóãîâ, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íå¼, ïåðåñåêàåò (íå êàñàåòñÿ) õîòÿ áû îäèí èç êðóãîâ?

8. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è k òàêîâû, ÷òî a2 + b2 − 1 = kab. ×åìó

ìîæåò ðàâíÿòüñÿ k?

9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà n è 2n + 1 èìåþò

îäèí è òîò æå íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n è m,

äëÿ êîòîðûõ

n+1

m
+

m+1

n

� öåëîå.
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