
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2021

5. Þæíûé ðàçíîáîé. 2 îêòÿáðÿ

1. Â òàáëèöå 10× 10, âñå êëåòêè êîòîðîé çàïîëíåíû ÷èñëàìè +1 è −1,

ðîâíî k ñòðîê ñ ïîëîæèòåëüíîé ñóììîé è ðîâíî k ñòîëáöîâ ñ îòðèöà-

òåëüíîé ñóììîé. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k òàêîå âîçìîæíî?

2. Äàí âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê ABCDE, â êîòîðîì BC ‖ AE,

BC = 1

2
AE, DE ‖ AB è DE = 1

2
AB. Äîêàæèòå, ÷òî CD ‖ BE è

CD = 1

2
BE.

3. Íàéäèòå âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (m,n, p), ãäå p � ïðîñòîå è

m4 = 4(pn − 1).

4. Äàíî íàòóðàëüíîå n > 3. Àðíèì çàäóìàë íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðå-

âîñõîäÿùåå n, à Áðåíòàíî (êîòîðîìó èçâåñòíî n) ïûòàåòñÿ åãî óãàäàòü.

Êàæäûì õîäîì Áðåíòàíî íàçûâàåò ÷èñëî. Åñëè îíî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì

Àðíèìà, òîò ãîâîðèò ¾óãàäàë¿, è èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, à åñëè íåò, Àðíèì

èçìåíÿåò (óìåíüøàåò èëè óâåëè÷èâàåò) ñâî¼ ÷èñëî íà 1. ×èñëî Àðíèìà

âñåãäà îñòà¼òñÿ íàòóðàëüíûì, íî ìîæåò ñòàòü áîëüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî

Áðåíòàíî ñóìååò óãàäàòü ÷èñëî Àðíèìà çà 3n− 5 ïîïûòîê.

5. Äîêàæèòå, ÷òî

a3 + 3b3

5a+ b
+

b3 + 3c3

5b+ c
+

c3 + 3a3

5c+ a
>

2

3
(a2 + b2 + c2)

ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c.

6. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ω âûáðàíà

òî÷êà P . Ïðÿìûå AP , BP , CP ïåðåñåêàþò ñòîðîíû BC, CA, AB â òî÷-

êàõ D, E, F , ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, îïè-

ñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà AEF ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå S, ëó÷ SD

ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå X . Íàêîíåö, ëó÷ XM ïåðåñåêàåò ω â òî÷êå Y .

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ AY êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-

êà AEF .

7. Äàíî ìíîæåñòâî S èç 68 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 2021.

Äîêàæèòå, ÷òî èç ìíîæåñòâà S ìîæíî âûáðàòü òðè íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïîäìíîæåñòâà, ó êîòîðûõ ðàâíû êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ è ñóììû ýëåìåí-

òîâ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p êîëè÷åñòâî

íàòóðàëüíûõ n, äëÿ êîòîðûõ n! + 1 äåëèòñÿ íà p, íå ïðåâîñõîäèò cp2/3,

ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò p.
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