
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2021

9. Óñòîé÷èâûå ïàðîñî÷åòàíèÿ. 6 îêòÿáðÿ

1. Ñêàæåì, ÷òî íåïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå ïðîñòîå, åñëè íåóñòî÷èâûå ïà-

ðû âêëþ÷àþò òîëüêî ìàëü÷èêîâ áåç ïàðû. Äëÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ M îáî-

çíà÷èì rj êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ, êîòîðûõ äåâî÷êà j ïðåäïî÷èòàåò ñâîåé

ïàðå â M . Ïóñòü M∗

� ïðîñòîå ïàðîñî÷åòàíèå ñ íàèìåíüøåé ñóììîé rj.

Äîêàæèòå, ÷òî îíî óñòîé÷èâîå. Ïî÷åìó åñòü õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ïà-

ðîñî÷åòàíèå?

2. Ïóñòü n = m è ó êàæäîé èç âîçìîæíûõ n2

ïàð èìååòñÿ êîý��èöèåíò

ïðåêðàñíîñòè ai,j, äëÿ âñåõ ðàçíûõ. Êàæäûé ìàëü÷èê è êàæäàÿ äåâî÷-

êà õîòÿò áûòü â ïàðå ñ ñàìûì âûñîêèì êîý��èöèåíòîì ïðåêðàñíîñòè.

Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîå ïàðîñî÷åòàíèå òîëüêî îäíî.

3. Ïóñòü M è N � êàêèå-òî óñòîé÷èâûå ïàðîñî÷åòàíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

ìàëü÷èêè, êîòîðûå âM ïîëó÷èëè áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûõ äåâî÷åê, ÷åì

â N , íàõîäÿòñÿ â M â ïàðàõ ñ äåâî÷êàìè, êîòîðûå â N ïîëó÷èëè áîëåå

ïðåäïî÷òèòåëüíûõ ìàëü÷èêîâ ÷åì â M .

Àëãîðèòì �åéëà�Øåïëè (1962).

1. Èñõîäíî âñå ìàëü÷èêè è äåâî÷êè íå íàõîäÿòñÿ â ïàðàõ.

2. Êàæäûé ìàëü÷èê äåëàåò ïðåäëîæåíèå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé

äëÿ íåãî äåâóøêå, êîòîðàÿ åãî åù¼ íå îòâåðãëà (èëè ñäà¼òñÿ).

3. Êàæäàÿ äåâî÷êà îñòàâëÿåò íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå,

à îñòàëüíûå îòâåðãàåò.

4. Åñëè íå áûëî íè îäíîãî îòêàçà, òî àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ, èíà-

÷å � ïîâòîðÿþòñÿ 2 è 3. Â ýòîò ìîìåíò âñå äåâóøêè ñîãëàøàþòñÿ íà

èìåþùèåñÿ ó íèõ ïðåäëîæåíèÿ.

4. Äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòì �åéëà�Øåïëè a) çàêàí÷èâàåòñÿ íå áîëåå

÷åì çà nm ïðîõîäîâ; b) ñòðîèò óñòîé÷èâîå ïàðîñî÷åòàíèå.

5. a) Äîêàæèòå, ÷òî àëãîðèòì �åéëà�Øåïëè ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó

ìàëü÷èêó ëó÷øóþ èç âîçìîæíûõ äëÿ íåãî â ñòàáèëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè

äåâî÷êó.

b) À êàæäîé äåâî÷êå � õóäøåãî èç âîçìîæíûõ äëÿ íå¼ ìàëü÷èêà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê, êîòîðûå îêàæóòñÿ

â ïàðàõ, îäíî è òî æå äëÿ âñåõ óñòîé÷èâûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!
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Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!



7. Ïóñòü n = m. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

(äàæå íåóñòîé÷èâîãî) ïðè êîòîðîì êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ íàõîäèòñÿ â

ïàðå ñ äåâî÷êîé ëó÷øå, ÷åì äåâî÷êà, êîòîðóþ îí ïîëó÷àåò ïî àëãîðèòìó

�åéëà�Øåïëè.

8. Ïóñòü µ � ïàðîñî÷åòàíèå ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì �åéëà�Øåïëè, à

ν � êàêîå-òî äðóãîå ïàðîñî÷åòàíèå (íå îáÿçàòåëüíî óñòîé÷èâîå). Ïóñòü

S � ìíîæåñòâî òåõ ìàëü÷èêîâ, êîòîðûå â ν ïîëó÷èëè áîëåå ïðåäïî÷òè-

òåëüíóþ äåâî÷êó, ÷åì â µ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè S 6= ∅, òî íàéä¼òñÿ ïàðà

(m,w), íåñòàáèëüíàÿ äëÿ ν, ïðè÷¼ì m 6∈ S.

9. Ïóñòü µ � ïàðîñî÷åòàíèå ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì �åéëà�Øåïëè.

Ïóñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ S0 ðåøèëè ïîïûòàòüñÿ îáìàíóòü

îêðóæàþùèõ è ïîäìåíèëè ñâîè ñïèñêè ïðåäïî÷òåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî íå

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðîì êàæäûé ìàëü÷èê èç

S0 ïîëó÷èò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ äåâî÷êó, ÷åì â µ.

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà äåâî÷êå âûãîäíî ñîâðàòü, ÷òîáû
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7. Ïóñòü n = m. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íèêàêîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

(äàæå íåóñòîé÷èâîãî) ïðè êîòîðîì êàæäûé èç ìàëü÷èêîâ íàõîäèòñÿ â

ïàðå ñ äåâî÷êîé ëó÷øå, ÷åì äåâî÷êà, êîòîðóþ îí ïîëó÷àåò ïî àëãîðèòìó

�åéëà�Øåïëè.

8. Ïóñòü µ � ïàðîñî÷åòàíèå ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì �åéëà�Øåïëè, à

ν � êàêîå-òî äðóãîå ïàðîñî÷åòàíèå (íå îáÿçàòåëüíî óñòîé÷èâîå). Ïóñòü

S � ìíîæåñòâî òåõ ìàëü÷èêîâ, êîòîðûå â ν ïîëó÷èëè áîëåå ïðåäïî÷òè-

òåëüíóþ äåâî÷êó, ÷åì â µ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè S 6= ∅, òî íàéä¼òñÿ ïàðà

(m,w), íåñòàáèëüíàÿ äëÿ ν, ïðè÷¼ì m 6∈ S.

9. Ïóñòü µ � ïàðîñî÷åòàíèå ïîñòðîåííîå àëãîðèòìîì �åéëà�Øåïëè.

Ïóñòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ S0 ðåøèëè ïîïûòàòüñÿ îáìàíóòü

îêðóæàþùèõ è ïîäìåíèëè ñâîè ñïèñêè ïðåäïî÷òåíèé. Äîêàæèòå, ÷òî íå

ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðîì êàæäûé ìàëü÷èê èç

S0 ïîëó÷èò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíóþ äåâî÷êó, ÷åì â µ.

10. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà äåâî÷êå âûãîäíî ñîâðàòü, ÷òîáû

ïîëó÷èòü áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ìàëü÷èêà.


