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10. Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè:

äîêàçàòåëüñòâî. 6 îêòÿáðÿ

Îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (Z/mZ)×(Z/nZ) êîëüöî, ýëåìåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàðû (a, b), a ∈ Z/mZ, b ∈ Z/nZ ñ ïîêîîðäèíàòíûì

ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì: (a1, b1) · (a2, b2) = (a1 · a2, b1 · b2) è (a1, b1) +
+ (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2).

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Ïóñòü (p, q) = 1. Îòîáðàæåíèå

α : (Z/pqZ) → (Z/pZ) × (Z/qZ), α : a 7→ (a mod p, a mod q) çàäà¼ò èçî-

ìîð�èçì êîëåö, ò.å. ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé è ñîõðàíÿåò îïåðàöèè: α(a · b) =
= α(a) · α(b), α(a+ b) = α(a) + α(b).

01. Óáåäèòåñü, ÷òî α(0) = (0, 0), α(1) = (1, 1), α(−a) = −α(a).

02. Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç (Z/kZ)× îáîçíà÷àåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ãðóïïà âû÷åòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ k. Ïîéìèòå, ÷òî α çàäàåò èçîìîð-

�èçì ãðóïï (Z/pqZ)× è (Z/pZ)×× (Z/qZ)× (ñ ïîêîîðäèíàòíûì óìíîæå-

íèåì).

1. Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Áóäåì ãîâî-

ðèòü, ÷òî íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî X ìíîæåñòâà (Z/pqZ)× óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèþ (*), åñëè èç a è −a â X ëåæèò ðîâíî îäíî.

a) Ïóñòü X è Y óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (*). Äîêàæèòå, ÷òî

∏

x∈X x =
= ±

∏

y∈Y y è

∏

x∈X α(x) = ±
∏

y∈Y α(y).

b) Ïóñòü X � òàêîå ïîäìíîæåñòâî (Z/pqZ)×, ÷òî α(X) ñîñòîèò èç âñå-

âîçìîæíûõ ïàð (a, b) òàêèõ, ÷òî 1 6 a 6 p − 1, 1 6 b 6 q−1

2

. Äîêàæèòå,

÷òî X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*) è âû÷èñëèòå

∏

x∈X α(x) (ò.å. âû÷èñëè-

òå, ñ ÷åì ñðàâíèìî

∏

x∈X x ïî ìîäóëÿì p è q).

) Ïóñòü Z =
{

z ∈ (Z/pqZ)× | 1 6 z 6
pq−1

2

}

. Äîêàæèòå, ÷òî Z óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ (*) è âû÷èñëèòå

∏

z∈Z α(z).

d) (êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè, 1796) Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû

ïóíêòîâ a), b) è ) äîêàæèòå, ÷òî

(

p

q

)(

q

p

)

= (−1)
p−1

2
·
q−1

2 .

Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!
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Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!



Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü n = p1 · p2 · . . . · ps � íå÷åòíîå ÷èñëî. Ñèìâîëîì

ßêîáè

(a

n

)

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

(

a

p1

)

·

(

a

p2

)

· . . . ·

(

a

ps

)

.

03. Ïîéìèòå, ÷òî åñëè

(a

n

)

= −1, òî a ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû-

÷åòîì ïî ìîäóëþ n. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå?

04. Äîêàæèòå, ÷òî

(

−1

4k + 3

)

= −1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè m è n � íå÷åòíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, òî

(m

n

)( n

m

)

= (−1)
m−1

2
·
n−1

2 .

3. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

(

2

p

)

= 1 åñëè è

òîëüêî åñëè p ≡ ±1 (mod 8).

05. Âû÷èñëèòå

(

219

383

)

.
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