
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2021

17. �àóññîâû öåëûå ÷èñëà: òåîðèÿ. 12 îêòÿáðÿ

Îïðåäåëåíèå. Îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ýòîãî ëèñòî÷êà áóäåò

êîëüöî ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë:

Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z} ⊂ C.

Äëÿ ÷èñëà α = a+ bi ∈ Z[i] îïðåäåëèì åãî íîðìó

N(α) = α · α = (a+ bi)(a− bi) = a2 + b2.

01. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ α, β âûïîëíåíî N(αβ) = N(α)N(β),

îòêóäà, åñëè α

.
.
.

β, òî N(α) .
.
.

N(β).

1. a) Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìûìè ýëåìåíòàìè Z[i] ÿâëÿþòñÿ ±1, ±i è

òîëüêî îíè.

b) Äîêàæèòå, ÷òî α äåëèòñÿ íà 1 + i åñëè è òîëüêî åñëè N(α) .
.
.

2.

) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè N(α) .
.
.

5, òî α .
.
.

1 + 2i ?

2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëüöî Z[i] ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâûì îòíîñèòåëüíî ââå-

ä¼ííîé íîðìû N . Íàïîìèíàíèå: êîììóòàòèâíîå, àññîöèàòèâíîå, ñ åäè-

íèöåé, áåç äåëèòåëåé íóëÿ, N(ab) > N(a), N(ab) = N(a) ⇔ b îáðàòèì,

äåëåíèå ñ îñòàòêîì.

3. Äîêàæèòå, åñëè öåëûå ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû â Z, òî îíè âçà-

èìíî ïðîñòû è â Z[i].

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè N(α) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì â Z, òî α ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì â Z[i].

5. a) Ïóñòü π � ïðîñòîå ãàóññîâî ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî

ïðîñòîãî p èç Z âûïîëíåíî p

.
.
.

π.

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p èç Z ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì â Z[i] åñëè è

òîëüêî åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ïîëíûõ êâàäðàòîâ.

) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ öåëûõ ÷èñåë n è x âûïîëíåíî x2 + 1 .
.
.

n, òî

n íå ìîæåò ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãàóññîâûì ÷èñëîì.

d) Â çàâèñèìîñòè îò îñòàòêà ïðè äåëåíèè íà 4 ÷èñëà p èç ïóíêòà a)

îïèøèòå âñå ïðîñòûå ãàóññîâû ÷èñëà.
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