
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2021

26. Ñòðåëüáà �èøêàìè: ðàçíûå çàäà÷è. 19 îêòÿáðÿ

1. Èìååòñÿ n êîðîáîê B1, . . . , Bn, â íèõ êàê-òî ðàçëîæåíû n øàðîâ. Çà

îäèí õîä ìîæíî

• èëè ïåðåìåñòèòü øàð èç B1 â B2;

• èëè ïåðåìåñòèòü øàð èç Bn â Bn−1;

• èëè ïåðåìåñòèòü äâà øàðà èç Bk â Bk−1 è Bk+1, 2 6 k 6 n− 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â êàæäîé êîðîáêå ëåæèò ïî

îäíîìó øàðó.

2. Â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 1 ëåæàò n ýëåøåé. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåìå-

ñòèòü ýëåø èç ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì k â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k + 1, åñëè â

ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k ýëåøåé õîòÿ áû íà 2 áîëüøå, ÷åì â ÿ÷åéêå ñ íîìå-

ðîì k + 1. Äîêàæèòå, ÷òî �èíàëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ýëåøåé íå çàâèñèò

îò ïîðÿäêà äåéñòâèé. Ïî 20.4 âñ¼ åù¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ¾+¿, åñëè â íåé

ïðèäóìàòü ðåøåíèå ÷åðåç íåïðåîäîëèìûå ñèòóàöèè.

3. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñêà, ÿ÷åéêè êîòîðîé çàíóìåðîâàíû öåëû-

ìè ÷èñëàìè. Â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 0 ëåæèò 2n − 1 êàìåíü. Çà îäèí õîä

ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k è, åñëè â íåé õîòÿ áû äâà êàì-

íÿ, ïåðåëîæèòü îäèí èç íèõ â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k + 1, à äðóãîé � â

ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k − 1. Äîêàæèòå, ÷òî íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè â

ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì n íå áóäåò êàìíÿ.

4. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê ðàçëîæåíî ïî âåðøèíàì A1, A2, . . . ,

An ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, à òàêæå â åãî öåíòðå O. �àçðåøàåòñÿ äå-

ëàòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

• åñëè â òî÷êå Ai õîòÿ áû 3 êàðòî÷êè, òî ìîæíî ïåðåëîæèòü ïî îäíîé

êàðòî÷êå â òî÷êè Ai−1, Ai+1 è O (íóìåðàöèÿ ïî ìîäóëþ n);

• åñëè â òî÷êå O õîòÿ áû n êàðòî÷åê, òî ìîæíî ïåðåëîæèòü ïî îäíîé

êàðòî÷êå â òî÷êè A1, A2, . . . , An.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàðòî÷åê õîòÿ áû n2 + 3n + 1, òî ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû â êàæäîé èç n+ 1 òî÷åê áûëî õîòÿ áû ïî n+ 1 êàðòî÷êå.

5. Äàíû äâà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà p è q. Íà äîñêå

íàïèñàíû n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü äâà

îäèíàêîâûõ ÷èñëà a è a è ïîìåíÿòü èõ íà ÷èñëà a+p è a+ q. Ïðè êàêîì

íàèìåíüøåì n òàêîé ïðîöåññ ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî?

Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2021

26. Ñòðåëüáà �èøêàìè: ðàçíûå çàäà÷è. 19 îêòÿáðÿ

1. Èìååòñÿ n êîðîáîê B1, . . . , Bn, â íèõ êàê-òî ðàçëîæåíû n øàðîâ. Çà

îäèí õîä ìîæíî

• èëè ïåðåìåñòèòü øàð èç B1 â B2;

• èëè ïåðåìåñòèòü øàð èç Bn â Bn−1;

• èëè ïåðåìåñòèòü äâà øàðà èç Bk â Bk−1 è Bk+1, 2 6 k 6 n− 1.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî â êàæäîé êîðîáêå ëåæèò ïî

îäíîìó øàðó.

2. Â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 1 ëåæàò n ýëåøåé. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåìå-

ñòèòü ýëåø èç ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì k â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k + 1, åñëè â

ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k ýëåøåé õîòÿ áû íà 2 áîëüøå, ÷åì â ÿ÷åéêå ñ íîìå-

ðîì k + 1. Äîêàæèòå, ÷òî �èíàëüíàÿ êîí�èãóðàöèÿ ýëåøåé íå çàâèñèò

îò ïîðÿäêà äåéñòâèé. Ïî 20.4 âñ¼ åù¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ¾+¿, åñëè â íåé

ïðèäóìàòü ðåøåíèå ÷åðåç íåïðåîäîëèìûå ñèòóàöèè.

3. Èìååòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîëîñêà, ÿ÷åéêè êîòîðîé çàíóìåðîâàíû öåëû-

ìè ÷èñëàìè. Â ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì 0 ëåæèò 2n − 1 êàìåíü. Çà îäèí õîä

ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k è, åñëè â íåé õîòÿ áû äâà êàì-

íÿ, ïåðåëîæèòü îäèí èç íèõ â ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k + 1, à äðóãîé � â

ÿ÷åéêó ñ íîìåðîì k − 1. Äîêàæèòå, ÷òî íè â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè â

ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì n íå áóäåò êàìíÿ.

4. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî êàðòî÷åê ðàçëîæåíî ïî âåðøèíàì A1, A2, . . . ,

An ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà, à òàêæå â åãî öåíòðå O. �àçðåøàåòñÿ äå-

ëàòü îäíó èç ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

• åñëè â òî÷êå Ai õîòÿ áû 3 êàðòî÷êè, òî ìîæíî ïåðåëîæèòü ïî îäíîé

êàðòî÷êå â òî÷êè Ai−1, Ai+1 è O (íóìåðàöèÿ ïî ìîäóëþ n);

• åñëè â òî÷êå O õîòÿ áû n êàðòî÷åê, òî ìîæíî ïåðåëîæèòü ïî îäíîé

êàðòî÷êå â òî÷êè A1, A2, . . . , An.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè êàðòî÷åê õîòÿ áû n2 + 3n + 1, òî ìîæíî äîáèòüñÿ

òîãî, ÷òîáû â êàæäîé èç n+ 1 òî÷åê áûëî õîòÿ áû ïî n+ 1 êàðòî÷êå.

5. Äàíû äâà âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñëà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà p è q. Íà äîñêå

íàïèñàíû n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ âûáðàòü äâà

îäèíàêîâûõ ÷èñëà a è a è ïîìåíÿòü èõ íà ÷èñëà a+p è a+ q. Ïðè êàêîì

íàèìåíüøåì n òàêîé ïðîöåññ ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî?


