
¾Ñèðèóñ¿, Ýéëåðîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, Ý2�Ý3

Àëãåáðàè÷åñêèå øòó÷êè�2. 14 èþíÿ

×àñòü 3. Ñîïðÿæåííûå ÷èñëà â Q[
√
m] è Z[

√
m]

Îáîçíà÷åíèå. Ïóñòüm� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå òî÷íûé êâàäðàò. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç Q[
√
m] ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a+ b

√
m, ãäå a, b ∈ Q. Àíà-

ëîãè÷íî îïðåäåëèì Z[
√
m].

Óïðàæíåíèå 1. Ïóñòü ai, bi ∈ Q. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a1 + b1
√
m =

= a2 + b2
√
m, òî a1 = a2 è b1 = b2.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü x ∈ Q[
√
m], x = a + b

√
m. Ñîïðÿæåííûì ê x,

èëè x-ñîïðÿæåííûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî x = a− b
√
m.

Óïðàæíåíèå 2. Ïî÷åìó Óïðàæíåíèå 1. äîëæíî èäòè ðàíüøå îïðåäå-

ëåíèÿ ñîïðÿæåíèÿ?

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü x ∈ Q[
√
m].

a) Äîêàæèòå, ÷òî x + x ∈ Q è x · x ∈ Q. Âûâåäèòå èç ýòîãî, ÷òî x �

êîðåíü êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè.

ñ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x /∈ Q, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå y ∈ R, ÷òî

x+ y ∈ Q, x · y ∈ Q.

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü x1, x2 ∈ Q[
√
m]. Ïîíÿòíî, ÷òî x1 + x2 è x1 · x2

òàêæå ïðèíàäëåæàò Q[
√
m]. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x2 6= 0, òî x1/x2 ïðè-

íàäëåæèò Q[
√
m].

Óïðàæíåíèå 5. Ïóñòü x0, x1, x2 ∈ Q[
√
m], f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöè-

îíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî

a) x1 + x2 = x1 + x2, x1 · x2 = x1 · x2, x1/x2 = x1/x2, f(x0) = f(x0).

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè x0 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x). Äîêàæèòå, ÷òî è

x0 êîðåíü f(x).

1. Íàéäèòå ïåðâûå 100 öè�ð ïîñëå çàïÿòîé â ÷èñëå (2 +
√
3)1000.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë x, y, z è t íå ìîæåò âûïîë-

íÿòüñÿ ðàâåíñòâî

(x+ y
√
2)4 + (z + t

√
2)4 = 5 + 4

√
2.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íàòóðàëüíûõ m è n íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ðà-

âåíñòâî (5 + 3
√
2)m = (3 + 5

√
2)n.

4. Äîêàæèòå, ÷òî (
√
2− 1)2022 =

√
k −

√
k − 1 äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî [(1 +
√
3)2n+1] äå-

ëèòñÿ íà 2n+1

è íå äåëèòñÿ íà 2n+2

.
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