
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2022

6. Îäíî ÷èñëî. 2 îêòÿáðÿ

1. Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 100. Çà îäèí õîä ìîæíî âûáðàòü 2

ðàçíûõ ÷èñëà è çàìåíèòü ìåíüøåå íà áîëüøåå. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî

õîäîâ ìîæåò áûòü ñäåëàíî?

2. Ïåòÿ íàïèñàë íà ïåðâîé äîñêå ÷èñëî 5, à íà âòîðîé � ÷èñëî 8. Çà

îäèí õîä îáà íàïèñàííûõ ÷èñëà ðàçðåøàåòñÿ ëèáî óâåëè÷èòü íà 1, ëèáî

óìíîæèòü íà êàêîå-íèáóäü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ëèáî ðàçäåëèòü íà êàêîé-

íèáóäü èõ íàòóðàëüíûé îáùèé äåëèòåëü. Ìîæíî ëè íåñêîëüêèìè òàêèìè

îïåðàöèÿìè äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà ïåðâîé äîñêå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî 3, à

íà âòîðîé � ÷èñëî 5?

3. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 2, 3, 9. Êàæäûì õîäîì ðàçðåøàåòñÿ âû-

áðàòü íà äîñêå äâà ÷èñëà a è b è çàìåíèòü èõ ÷èñëàìè a+ b+
√
a2 + b2 è

a+ b−
√
a2 + b2. Ìîæíî ëè òàêèìè îïåðàöèÿìè ïîëó÷èòü íà äîñêå õîòÿ

áû îäíî ÷èñëî, ìåíüøåå 1?

4. Â ðÿä ñèäÿò ïîïóãàè, ïåðâûå ìèëëèîí èç íèõ ÷òî-òî ñêàçàëè. Íà÷è-

íàÿ ñî ñëåäóþùåãî êàæäûé ïîïóãàé ñêàçàë ¾Ñðåäè ïðåäûäóùèõ óòâåð-

æäåíèé äîëÿ ëîæíûõ áîëüøå 1001/2022¿. Äîêàæèòå, ÷òî â êàêîé-òî ìî-

ìåíò äîëÿ ëîæíûõ óòâåðæäåíèé ñòàíåò ðàâíà 1001/2022.

5. Â êâàäðàò 10 × 10 ïî ïîðÿäêó ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 100. Çà

õîä ìîæíî: âûáðàòü ÷èñëî, è ïðèáàâèòü ê íåìó 2, à èç äâóõ ñîñåäåé

ïî âåðòèêàëè/ãîðèçîíòàëè/äèàãîíàëè âû÷åñòü ïî 1 (ñîñåäè îäèíàêîâîãî

òèïà). Èëè, íàîáîðîò: îòíÿòü 2 è ïðèáàâèòü ê äâóì ñîñåäÿì ïî 1. Â

êîíöå ñíîâà ïîëó÷èëàñü ðàññòàíîâêà ÷èñåë îò 1 äî 100. Äîêàæèòå, ÷òî

îíà ñîâïàëà ñ èñõîäíîé.

6. Âàñå è Ïåòå ïî íàñëåäñòâó äîñòàëîñü ìíîãî ëîäî÷åê � Ïåòå áîëüøå,

÷åì Âàñå, íî êàæäîìó ìåíüøå òûñÿ÷è. Òîãäà îíè ðåøèëè äåëàòü ëîäî÷êè

è ñàìè, Ïåòÿ � ïî ïÿòü â äåíü, Âàñÿ � ïî ñåìü. Èíîãäà â êîíöå ðàáî÷åãî

äíÿ îíè âìåñòå èäóò â êëóá ñóõîïóòíûõ èãð, è êàæäûé ñäàåò òóäà ðîâíî

ïîëîâèíó èëè ðîâíî äâå òðåòè íàêîïèâøèõñÿ ó íåãî èçäåëèé (â îäèí

âèçèò îáà ñäàþò îäèíàêîâóþ äîëþ � îáà ïîëîâèíó èëè îáà äâå òðåòè).

Äîêàæèòå, ÷òî êëóá ñóõîïóòíûõ èãð óäîñòîèòñÿ íå áîëåå 12 âèçèòîâ

ïðèÿòåëåé.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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7. Íà Ìàðñå â õîäó äâå äåíåæíûå åäèíèöû: ðóáëè è òóãðèêè. �àçìåí-

íûé àâòîìàò äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ïîëîæèòü â íåãî n2

ðóáëåé (ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, íå ïðåâîñõîäÿùåì 26), òî îí âûäàåò

n òóãðèêîâ. Åñëè æå ïîëîæèòü â íåãî m òóãðèêîâ (ïðè ëþáîì íàòó-

ðàëüíîì m > 27), òî îí âûäàñò m2

ðóáëåé. Ìàðñèàíèí Ñàøà ïîäîøåë

ê àâòîìàòó, èìåÿ â êàðìàíå òîëüêî 89 òóãðèêîâ. Ìîãëî ëè â ðåçóëüòàòå

íåñêîëüêèõ îáìåíîâ ó Ñàøè îñòàòüñÿ 2007 ðóáëåé è íè îäíîãî òóãðèêà?

8. Ïî êðóãó ñòîÿò 2009 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþ-

ùèõ 100. �àçðåøàåòñÿ ïðèáàâèòü ïî 1 ê äâóì ñîñåäíèì ÷èñëàì, ïðè÷åì

ñ ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷èñëàìè ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü íå

áîëåå k ðàç. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k âñå ÷èñëà ãàðàíòèðîâàííî ìîæíî

ñäåëàòü ðàâíûìè?

9. Íà äîñêå ìîæíî ëèáî íàïèñàòü äâå åäèíèöû, ëèáî ñòåðåòü ëþáûå

äâà óæå íàïèñàííûõ îäèíàêîâûõ ÷èñëà n è íàïèñàòü âìåñòî íèõ ÷èñëà

n+1 è n−1. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òàêèõ îïåðàöèé òðåáóåòñÿ,

÷òîáû ïîëó÷èòü ÷èñëî 2005? (Ñíà÷àëà äîñêà áûëà ÷èñòîé.)

10. Íà äîñêå çàïèñàíû 2010 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòü

ëþáóþ ïàðó ÷èñåë x, y (â êîòîðîé y > 1) è çàïèñàòü âìåñòî íèõ ëèáî

ïàðó ÷èñåë 2x+ 1, y − 1, ëèáî ïàðó 2x+ 1, 1

4
(y − 1) (åñëè y − 1 äåëèòñÿ

íà 4). Íàïðèìåð, ñòåðåâ ÷èñëà 3 è 5, ìîæíî íàïèñàòü ïàðó 7 è 4, ëèáî

ïàðó 7, 1 (ïðèíÿâ x = 3, y = 5), ëèáî ïàðó 11, 2 (ïðèíÿâ x = 5, y = 3). Òà-

êèå îïåðàöèè ïðîâåëè íåñêîëüêî ðàç, ïðè÷åì ïðè ïåðâîé îïåðàöèè áûëè

ñòåðòû ÷èñëà 2006 è 2008. Äîêàæèòå, ÷òî íà äîñêå íå ñìîæåò ïîÿâèòüñÿ

âíîâü ïåðâîíà÷àëüíûé íàáîð ÷èñåë.
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