
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2022

10. Ìíîãî ñîïðÿæ¼ííûõ. Àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà. 4 îêòÿáðÿ

1. Ïåðåìíîæàþòñÿ âñå 2100 âûðàæåíèé âèäà

±
√
1±

√
2± . . .±

√
99±

√
100.

Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò � ýòî a) öåëîå ÷èñëî; b) òî÷íûé êâàäðàò.

2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a, b, c � öåëûå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ ìåíüøèå 106,

a2 + b2 + c2 6= 0, òî

∣

∣a+ b
√
2 + c

√
3
∣

∣ > 10−21

.

Îïðåäåëåíèå. Êîìëåêñíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè

îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè. Êîìïëåêñíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, íà-

çûâàþò òðàíñöåíäåíòíûì.

Ïóñòü f è g � äâà ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè,

ïðè÷¼ì α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì îáîèõ ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü,

÷òî òîãäà α ÿâëÿåòñÿ è êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ÍÎÄ(f, g), ïðè÷¼ì ÍÎÄ(f, g)

ìîæíî âûáðàòü ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè

1

. Òàêèì îáðàçîì,

êàæäîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ÷èñëó α ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííûé ïðèâå-

ä¼ííûé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ α.

Îïðåäåëåíèå. Ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöè-

åíòàìè íàèìåíüøåé ñòåïåíè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ α, íàçûâàåòñÿ

ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ àëãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α.

Ñòåïåíü ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ α íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ àë-

ãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α.

Äðóãèå êîðíè ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà α íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæ¼í-

íûìè ñ α [íàä Q℄.

Óïðàæíåíèå. Îñîçíàéòå, ÷òî îïðåäåëåíèå ñîïðÿæåííîãî ÷èñëà â

Q[
√
m] ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì âûøå.

Óïðàæíåíèå. Îñîçíàéòå, ÷òî åñëè äëÿ êàêîãî ìíîãî÷ëåíà f ñ ðàöèî-

íàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè âûïîëíåíî f(α) = 0, òî f äåëèòñÿ íà ìèíè-

ìàëüíûé ìíîãî÷ëåí äëÿ α.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû (á/ä). Âñÿêèé íåïîñòîÿííûé ìíîãî-

÷ëåí (îò îäíîé ïåðåìåííîé) ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò

êîìïëåêñíûé êîðåíü.
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Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n ñ êîìïëåêñíûìè êîý��èöèåíòàìè èìååò ðîâíî n êîìïëåêñíûõ

êîðíåé ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü êðàò-

íûõ êîðíåé
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. Çíà÷èò, àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî α ñòåïåíè n èìååò n ðàçëè÷-

íûõ ñîïðÿæ¼ííûõ ÷èñåë (âêëþ÷àÿ ñåáÿ).

3 (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ). Ïóñòü α � äåéñòâèòåëüíîå àëãåáðàè÷åñêîå

÷èñëî ñòåïåíè n > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî

∣

∣

∣
α− p

q

∣

∣

∣
> c

qn

äëÿ ëþáîãî öåëîãî p è íàòóðàëüíîãî q.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α =
∑

∞

k=0
10−k!

òðàíñöåíäåíòíîå.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ (á/ä). Ëþ-

áîé ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì âû-

ðàæåí êàê ìíîãî÷ëåí îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x1, . . . , xn) ñó-

ùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí g(y1, . . . , yn), òàêîé ÷òî

f(x1, . . . , xn) = g(σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn)),

ïðè ýòîì òàêîé ìíîãî÷ëåí g(y1, . . . , yn) åäèíñòâåíåí.

5. Ïóñòü α è β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè α 6= 0, òî α−1

� àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

b) Ïóñòü ϕ(x, y) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��è-

öèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ϕ(α, β) � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî. Â ÷àñò-

íîñòè, α+ β è αβ � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà.

6. Ïóñòü α è β � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

ϕ(α, β) = 0, ãäå ϕ � ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äî-

êàæèòå, ÷òî òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà αi, ñîïðÿæ¼ííîãî ñ α, íàéä¼òñÿ

÷èñëî βj, ñîïðÿæ¼ííîå ñ β, äëÿ êîòîðîãî ϕ(αi, βj) = 0.

7. Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà, êîý��èöèåíòàìè êîòîðîãî � àëãåá-

ðàè÷åñêèå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî.

2
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