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13. Íåðàâåíñòâà�2. 7 îêòÿáðÿ

1. Âñïîìíèòå, ÷òî âû óìååòå äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:

(1 + x)n > 1 + xn ïðè íàòóðàëüíîì n è x > −1. Ïîëüçóÿñü âñÿêèìè

ìåòîäàìè èç àíàëèçà äîêàæèòå, ÷òî a) ex > 1 + x äëÿ âñåõ x ∈ R;

b) (1 + x)p > 1 + px äëÿ âñåõ x > −1 è p > 1.

2. a) Ïóñòü α, β, x, y � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êàê

îöåíèòü ñâåðõó xαyβ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíûõ ñòåïåíåé

x è y?

b) Äîêàæèòå, íàïðèìåð, ÷òî x2004y + xy2004 6 x2005 + y2005.

3. Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ðåøåíèþ çàäà÷è 2.

1

, íàïðèìåð,

äëÿ íåðàâåíñòâà

a4 + b4 + c4 > a2bc+ ab2c + abc2 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x > y è íàòóðàëüíîãîãî n âû-

ïîëíåíî

xn − yn > n(x− y)(xy)(n−1)/2.

5. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ai, c, d. Íàéäèòå

max{x1x2 . . . xn : a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = c, xi > 0},

min{a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn : x1x2 . . . xn = d, xi > 0}

6. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ai äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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a1 + a2 + . . .+ an−1

n− 1

)n−1

6

(

a1 + a2 + . . .+ an
n

)n

7. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ak è bk äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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è íàéäèòå ñëó÷àè ðàâåíñòâà.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!

1

 ðåøåíèåì ÷åðåç x
2
+ y

2
+ z

2 > xy + yz + zx ìîæíî äàæå íå ïðèõîäèòü

Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2022

13. Íåðàâåíñòâà�2. 7 îêòÿáðÿ

1. Âñïîìíèòå, ÷òî âû óìååòå äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî Áåðíóëëè:

(1 + x)n > 1 + xn ïðè íàòóðàëüíîì n è x > −1. Ïîëüçóÿñü âñÿêèìè

ìåòîäàìè èç àíàëèçà äîêàæèòå, ÷òî a) ex > 1 + x äëÿ âñåõ x ∈ R;

b) (1 + x)p > 1 + px äëÿ âñåõ x > −1 è p > 1.

2. a) Ïóñòü α, β, x, y � ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Êàê

îöåíèòü ñâåðõó xαyβ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðàâíûõ ñòåïåíåé

x è y?

b) Äîêàæèòå, íàïðèìåð, ÷òî x2004y + xy2004 6 x2005 + y2005.

3. Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ðåøåíèþ çàäà÷è 2.

1

, íàïðèìåð,

äëÿ íåðàâåíñòâà

a4 + b4 + c4 > a2bc+ ab2c + abc2 äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ a, b, c.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x > y è íàòóðàëüíîãîãî n âû-

ïîëíåíî

xn − yn > n(x− y)(xy)(n−1)/2.

5. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà ai, c, d. Íàéäèòå

max{x1x2 . . . xn : a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = c, xi > 0},

min{a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn : x1x2 . . . xn = d, xi > 0}

6. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ai äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

an

(

a1 + a2 + . . .+ an−1

n− 1

)n−1

6

(

a1 + a2 + . . .+ an
n

)n
7. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ak è bk äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

(

n
∏

k=1

ak

)1/n

+

(

n
∏

k=1

bk

)1/n

6

(

n
∏

k=1

(ak + bk)

)1/n

è íàéäèòå ñëó÷àè ðàâåíñòâà.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!

1

 ðåøåíèåì ÷åðåç x
2
+ y

2
+ z

2 > xy + yz + zx ìîæíî äàæå íå ïðèõîäèòü



8. Ïóñòü A è G � ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå è ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

÷èñåë a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

A−G
A

= ε < 1, òî ρ0 6
ak
A

6 ρ1,

ãäå ρ0 ∈ (0; 1] è ρ1 ∈ [1;∞) � êîðíè óðàâíåíèÿ

x
ex−1 = (1− ε)n.

9. Ïóñòü zi = ρi · e
iθi

� êîìïëåêñíûå ÷èñëà è èõ çàïèñü â òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêîé �îðìå, ïðè÷¼ì |θi| < ψ < π/2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

cosψ · |z1z2 . . . zn|
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6
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|z1 + z2 + . . .+ zn|.

10. Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ¾ïðûãàé âïåð¼ä, øàãàé íàçàä¿

íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì ñòåïåíè m è ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì
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