
Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2022

17. Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè. 9 îêòÿáðÿ

Ìûñëü. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî äâîéíîé ïîäñ÷¼ò óñòðîåí êàê ïîäñ÷¼ò ïàð

âèäà (a, b), ãäå a è b êàê-òî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: ïåðâûé ðàç ìû ñ÷èòàåì

ýòî êîëè÷åñòâî, âíà÷àëå âûáèðàÿ a, âòîðîé ðàç � âíà÷àëå âûáèðàÿ b.

Íàïðèìåð, ïóñòü ìû ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð

(ýëåìåíò, ïîäìíîæåñòâî), ïðè÷¼ì ýëåìåíò äîëæåí ëåæàòü â ïîä-

ìíîæåñòâå. Åñëè ìû âíà÷àëå âûáðàëè ýëåìåíò a, òî ïàð, ó êîòîðûõ íà

ïåðâîì ìåñòå ñòîèò a, ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ,

ñîäåðæàùèõ a. Åñëè ìû âíà÷àëå âûáðàëè ïîäìíîæåñòâî b, òî ïàð, ó

êîòîðûõ íà âòîðîì ìåñòå ñòîèò b, ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ýëåìåíòîâ â b.

Cëåäóþùèå îïèñàíèÿ ïîìîãóò âàì ëó÷øå ïîíÿòü ïðîèñõîäÿùåå:

• êàæäîé ïîäõîäÿùåé ïàðå ìîæíî âûäàâàòü ïî �ëàãó è ñ÷èòàòü êî-

ëè÷åñòâî âûäàííûõ �ëàãîâ;

• ìîæíî ââåñòè äâóäîëüíûé ãðà�, ãäå äîëè � ýòî âîçìîæíûå çíà-

÷åíèÿ êîîðäèíàò, ðåáðî ïðîâîäèòñÿ, åñëè âûáðàííàÿ ïàðà óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ, à ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîëè÷åñòâà ð¼áåð; âíà÷àëå ìû

ñ÷èòàåì ñóììó ñòåïåíåé îäíîé äîëè, à ïîòîì � äðóãîé äîëè;

• ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòåé, ò.å. òàáëèöó, ó êîòîðîé

ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïåðâîé êîîðäèíàòû,

ñòîëáöû � âòîðîé êîîðäèíàòû, à â ÿ÷åéêàõ ñòîÿò 0 è 1, ãäå 1 ñòîèò

íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè a è ñòîëáöà b, åñëè ïàðà (a, b) ïîäõîäèò ïîä

óñëîâèå; òîãäà âíà÷àëå ìû ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî åäèíèö, ñóììèðóÿ

ïî ñòðîêàì, à çàòåì � ïî ñòîëáöàì.

1. Â ïàðëàìåíòå íåñêîëüêî ÷åëîâåê, îíè îáðàçîâàëè íåñêîëüêî êîìè-

òåòîâ, âñå êîìèòåòû èìåþò îäèíàêîâóþ ÷èñëåííîñòü. Äëÿ êàæäîé ïàðû

ïàðëàìåíò¼ðîâ êîëè÷åñòâî êîìèòåòîâ, â êîòîðûå îíè îáà âõîäÿò, íå çà-

âèñèò îò òîãî, êàêóþ ïàðó ïàðëàìåíò¼ðîâ ìû âûáðàëè. Äîêàæèòå, ÷òî

âñå ïàðëàìåíò¼ðû âõîäÿò â îäíî è òî æå ÷èñëî êîìèòåòîâ.

2. Íà ñîðåâíîâàíèè ïðèñóòñòâîâàëè a ó÷àñòíèêîâ è íå÷¼òíîå ÷èñëî b

ñóäåé. Êàæäûé ñóäüÿ ïðî êàæäîãî ó÷àñòíèêà ñêàçàë ¾Îãîíü!¿ èëè ¾×¼ò

íå îãîíü¿. Ïóñòü k � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñóäåé êîëè÷åñòâî

ó÷àñòíèêîâ, ïðî êîòîðûõ îíè îáà ñêàçàëè îäíî è òî æå íå áîëüøå k.
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k

a
>

b−1

2b

.

Îêòÿáðüñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà, 11À ¾Ñèðèóñ¿, îêòÿáðü 2022

17. Ïîäñ÷¼ò äâóìÿ ñïîñîáàìè. 9 îêòÿáðÿ

Ìûñëü. Äîñòàòî÷íî ÷àñòî äâîéíîé ïîäñ÷¼ò óñòðîåí êàê ïîäñ÷¼ò ïàð

âèäà (a, b), ãäå a è b êàê-òî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé: ïåðâûé ðàç ìû ñ÷èòàåì

ýòî êîëè÷åñòâî, âíà÷àëå âûáèðàÿ a, âòîðîé ðàç � âíà÷àëå âûáèðàÿ b.

Íàïðèìåð, ïóñòü ìû ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð

(ýëåìåíò, ïîäìíîæåñòâî), ïðè÷¼ì ýëåìåíò äîëæåí ëåæàòü â ïîä-

ìíîæåñòâå. Åñëè ìû âíà÷àëå âûáðàëè ýëåìåíò a, òî ïàð, ó êîòîðûõ íà

ïåðâîì ìåñòå ñòîèò a, ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâ,

ñîäåðæàùèõ a. Åñëè ìû âíà÷àëå âûáðàëè ïîäìíîæåñòâî b, òî ïàð, ó

êîòîðûõ íà âòîðîì ìåñòå ñòîèò b, ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò

ýëåìåíòîâ â b.

Cëåäóþùèå îïèñàíèÿ ïîìîãóò âàì ëó÷øå ïîíÿòü ïðîèñõîäÿùåå:

• êàæäîé ïîäõîäÿùåé ïàðå ìîæíî âûäàâàòü ïî �ëàãó è ñ÷èòàòü êî-

ëè÷åñòâî âûäàííûõ �ëàãîâ;

• ìîæíî ââåñòè äâóäîëüíûé ãðà�, ãäå äîëè � ýòî âîçìîæíûå çíà-

÷åíèÿ êîîðäèíàò, ðåáðî ïðîâîäèòñÿ, åñëè âûáðàííàÿ ïàðà óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ, à ïîäñ÷èòûâàþòñÿ êîëè÷åñòâà ð¼áåð; âíà÷àëå ìû

ñ÷èòàåì ñóììó ñòåïåíåé îäíîé äîëè, à ïîòîì � äðóãîé äîëè;

• ìîæíî ââåñòè ìàòðèöó èíöèäåíòíîñòåé, ò.å. òàáëèöó, ó êîòîðîé

ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì ïåðâîé êîîðäèíàòû,

ñòîëáöû � âòîðîé êîîðäèíàòû, à â ÿ÷åéêàõ ñòîÿò 0 è 1, ãäå 1 ñòîèò

íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè a è ñòîëáöà b, åñëè ïàðà (a, b) ïîäõîäèò ïîä

óñëîâèå; òîãäà âíà÷àëå ìû ñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî åäèíèö, ñóììèðóÿ

ïî ñòðîêàì, à çàòåì � ïî ñòîëáöàì.

1. Â ïàðëàìåíòå íåñêîëüêî ÷åëîâåê, îíè îáðàçîâàëè íåñêîëüêî êîìè-

òåòîâ, âñå êîìèòåòû èìåþò îäèíàêîâóþ ÷èñëåííîñòü. Äëÿ êàæäîé ïàðû

ïàðëàìåíò¼ðîâ êîëè÷åñòâî êîìèòåòîâ, â êîòîðûå îíè îáà âõîäÿò, íå çà-

âèñèò îò òîãî, êàêóþ ïàðó ïàðëàìåíò¼ðîâ ìû âûáðàëè. Äîêàæèòå, ÷òî

âñå ïàðëàìåíò¼ðû âõîäÿò â îäíî è òî æå ÷èñëî êîìèòåòîâ.

2. Íà ñîðåâíîâàíèè ïðèñóòñòâîâàëè a ó÷àñòíèêîâ è íå÷¼òíîå ÷èñëî b

ñóäåé. Êàæäûé ñóäüÿ ïðî êàæäîãî ó÷àñòíèêà ñêàçàë ¾Îãîíü!¿ èëè ¾×¼ò

íå îãîíü¿. Ïóñòü k � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñóäåé êîëè÷åñòâî

ó÷àñòíèêîâ, ïðî êîòîðûõ îíè îáà ñêàçàëè îäíî è òî æå íå áîëüøå k.

Äîêàæèòå, ÷òî

k

a
>

b−1

2b

.



3. Â êîìïàíèè ó ëþáûõ äâóõ çíàêîìûõ äðóã ñ äðóãîì ÷åëîâåê åñòü ðîâ-

íî 5 îáùèõ çíàêîìûõ (èñêëþ÷àÿ èõ ñàìèõ). Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî

ïàð çíàêîìûõ ìåæäó ñîáîé ëþäåé â ýòîé êîìïàíèè äåëèòñÿ íà 3.

4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå

çíà÷åíèå ÷èñëà m òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò mn-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî S è

òàêèå 2n åãî m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî êàæäûå äâà èç íèõ ïåðå-

ñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó, à êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàä-

ëåæèò ðîâíî äâóì ïîäìíîæåñòâàì.

5. Â óíèâåðñèòåòå 10 001 ñòóäåíò, îíà îáðàçîâàëè íåñêîëüêî êëóáîâ

(îäèí ñòóäåíò ìîæåò ïîñåùàòü íåñêîëüêî êëóáîâ), êëóáû îáðàçîâàëè k

ñîîáùåñòâ (îäèí êëóá ìîæåò âõîäèòü â íåñêîëüêî ñîîáùåñòâ). Èçâåñòíî,

÷òî:

• äëÿ êàæäîé ïàðû ñòóäåíòîâ åñòü ðîâíî îäèí êëóá, â êîòîðûé îíè

îáà õîäÿò;

• äëÿ êàæäîãî ñòóäåíòà è êàæäîãî ñîîáùåñòâà ñóùåñòâóåò ðîâíî

îäèí êëóá ýòîãî ñîîáùåñòâà, â êîòîðûé õîäèò ýòîò ñòóäåíò;

• â êàæäîì êëóáå íå÷¼òíîå ÷èñëî ñòóäåíòîâ; åñëè â êëóáå 2m + 1

ñòóäåíò, òî êëóá âõîäèò â m ñîîáùåñòâ.

Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà k.

6. Ïóñòü n > 5 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷¼ì ÍÎÄ(n, 6) = 1. Âåðøè-

íû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà ïîêðàøåíû â òðè öâåòà, ïðè÷¼ì âåðøèí

êàæäîãî öâåòà íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíî-

áåäðåííûé òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî ïîêðàøåíû â òðè ðàçíûõ

öâåòà.

7. Íà îëèìïèàäó ïðèåõàëè íåñêîëüêî øêîëüíèêîâ, êîòîðûì ïðåäëî-

æèëè 6 çàäà÷. Êàæäàÿ ïàðà çàäà÷ áûëà îäíîâðåìåííî ðåøåíà áîëåå ÷åì

2/5 âñåõ ó÷àñòíèêîâ. Íèêòî íå ðåøèë âñå 6 çàäà÷. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü

ïî êðàéíåé ìåðå 2 ó÷àñòíèêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ðåøèë ïî 5 çàäà÷.
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