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18. �èìàí è Ëåáåã. 10 îêòÿáðÿ

Âîïðîñ. Ïî÷åìó ñëåäóþùèå äâå çàäà÷è ïðî îäíî è òî æå?

Ïåðâàÿ. Â ãîðîäå íåñêîëüêî äîìîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ íåñêîëüêî

ýòàæåé. Áåðíõàðä äëÿ êàæäîãî äîìà ïîñ÷èòàë ñêîëüêî â í¼ì ýòàæåé, à

Àíðè Ëåîí � â ñêîëüêèõ äîìàõ åñòü õîòÿ áû îäèí ýòàæ, â ñêîëüêèõ �

õîòÿ áû äâà, â ñêîëüêèõ � õîòÿ áû òðè, . . . è òàê äàëåå. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóììû ÷èñåë ó Áåðíõàðäà è Àíðè Ëåîíà ñîâïàäàþò.

Âòîðàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â n! ðàâ-

íÿåòñÿ
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+ . . . .

1. �àññìîòðèì êóá 2019× 2019× 2019, ðàçáèòûé íà ìàëåíüêèå êóáèêè

1 × 1 × 1. Â êàæäîì ìàëåíüêîì êóáèêå íàïèøåì íàèìåíüøåå êîëè÷å-

ñòâî ãðàíåé, êîòîðîå íàäî ïåðåñå÷ü, ÷òîáû èç ýòîãî êóáèêà âûðâàòüñÿ

çà ïðåäåëû êóáèêà. ×åìó ðàâíà ñóììà âñåõ ÷èñåë âî âñåõ êóáèêàõ?

2. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n > 1 äîêàæèòå ðàâåíñòâî

[ 2
√
n] + [ 3

√
n] + · · ·+ [ n

√
n] = [log2 n] + [log3 n] + · · ·+ [logn n].

3. �àññòîÿíèåì ìåæäó íîìåðàìè a1a2a3a4a5 è b1b2b3b4b5 íàçîâåì ìàê-

ñèìàëüíîå i, òàêîå, ÷òî ai 6= bi. Ïî êðóãó âûïèñàëè âñå âîçìîæíûå ïÿ-

òèçíà÷íûå íîìåðà (ìîãóò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ). Êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ âîç-

ìîæíàÿ ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè?

4. Â òàáëèöå 9 ñòðîê è 2013 ñòîëáöîâ. Â åå êëåòêàõ ðàññòàâëåíû ÷èñëà

îò 1 äî 2013, êàæäîå ïî 9 ðàç. Ïðè ýòîì â ëþáîì ñòîëáöå ÷èñëà ðàç-

ëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñóììó

÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an ÷èñëî
∏

16i<j6n

aj − ai

äåëèòñÿ íà ÷èñëî

∏

16i<j6n

j − i.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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6. Äàí ïîëíûé ãðà�, íà êàæäîì ðåáðå íàïèñàíà öåíà ïðîõîäà ïî íåìó �

íåêîòîðîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Èç íåêîòîðûõ âåðøèí ñòàðòó-

þò Ýêîíîì è Òðàíæèðà, îáà õîòÿò ïðîéòè ïî âñåì âåðøèíàì ðîâíî ïî

îäíîìó ðàçó. Ïðè ýòîì Ýêîíîì êàæäûé ðàç ïåðåõîäèò ïî ñàìîìó äåøå-

âîìó ðåáðó èç âåäóùèõ â åùå íå ïîñåùåííûå âåðøèíû, à Òðàíæèðà � ïî

ñàìîìó äîðîãîìó. Äîêàæèòå, ÷òî ïóòü Òðàíæèðû íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ

äåøåâëå ïóòè Ýêîíîìà.

7. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à M � ìíîæåñòâî èç n ðàçëè÷íûõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ f : M ×M → N îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

f(a, b) =
ab

ÍÎÄ(a, b)2
.

Äîêàæèòå, ÷òî f ïðèíèìàåò íå ìåíåå n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.
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