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19. Ïîñëåäîâàòåëüíîå êîíñòðóèðîâàíèå. 12 îêòÿáðÿ

1. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ãðà�å G áîëåå 2(k − 1)2 ð¼áåð.

Äîêàæèòå, ÷òî â í¼ì åñòü èëè ïàðîñî÷åòàíèå ñ k ð¼áðàìè, èëè ïîäãðà�

K1,k.

2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî k ëþáûå

÷èñëà èç îòðåçêà [0, 1], ñóììà êîòîðûõ ðàâíà n, ìîæíî ðàçáèòü íà k

ãðóïï (âîçìîæíî, ïóñòûõ), ñóììà â êàæäîé èç êîòîðûõ íå áîëüøå 1?

3. Ïóñòü a 6= b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ñêàæåì, ÷òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà

x < y < z îáðàçóþò øàáëîí, åñëè {y − x, z − y} = {a, b}. Äîêàæèòå, ÷òî

âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ðàçáèòü íà øàáëîíû.

4. Ïóñòü A � 101-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî S = {1, 2, . . . , 106}. Äîêà-

æèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà t1, t2, . . . , tℓ èç S, ÷òî ìíîæåñòâà

A+ tk ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. a) ℓ = 100; b) ℓ = 198.

5. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ó Àðèíû åñòü k äâóñòîðîííèõ êàðòî÷åê,

íà êàæäîé èç êîòîðûõ êàæäîå èç ÷èñåë îò 1 äî n íàïèñàíî ðîâíî ïî

îäíîìó ðàçó (÷àñòü � íà îäíîé ñòîðîíå, îñòàâøèåñÿ � íà äðóãîé). Ïðè

êàêîì íàèìåíüøåì k Àðèíà ñìîæåò âûëîæèòü ýòè êàðòî÷êè òàê, ÷òî íà

âèäèìûõ ñòîðîíàõ âñòðå÷àþòñÿ âñå ÷èñëà îò 1 äî n?

6. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû n òî÷åê. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà òî÷åê

âûðîâíåíà, åñëè ó íèõ èëè îäèíàêîâûå àáñöèññû, èëè îäèíàêîâûå îðäè-

íàòû. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê ìîæíî ïîêðàñèòü â êàêîé-òî

öâåò òàê, ÷òî âñå òî÷êè îäíîãî öâåòà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, è ñóùå-

ñòâóåò íå áîëåå n3/2

ïàð òî÷åê, êîòîðûå âûðîâíåíû, íî ðàçíîãî öâåòà.

7. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è t. Â ñïîðòèâíîé ëèãå êàæäîé êîìàíäå

ïðèñâîåíû íå áîëåå t èç n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Êàæäûé èç n öâåòîâ ïðè-

ñâîåí õîòÿ áû îäíîé êîìàíäå. Ìíîæåñòâî êîìàíä S íàçûâàåòñÿ öâåòî-

ðàçäåëÿåìûì, åñëè êàæäàÿ êîìàíäà â S ìîæåò âûáðàòü îäèí èç ïðèñâî-

åííûõ åé öâåòîâ òàê, ÷òî ýòîò öâåò íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç öâåòîâ,

êîòîðûé ïðèñâîåí êàêîé-òî äðóãîé êîìàíäå èç S. Êàêîå ãàðàíòèðîâàí-

íîå êîëè÷åñòâî êîìàíä ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè îáðàçîâûâàëè

öâåòî-ðàçäåëÿåìîå ìíîæåñòâî?

8. Äàíî n > 2 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an. Äîêàæèòå,

÷òî ñóùåñòâóåò öåëîå x, îòëè÷íîå îò ai, òàêîå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë v2(x−a1),

v2(x− a2), . . . , v2(x− an) ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ õîòÿ áû ïî n/4.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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9. Áàíê Êåéïòàóíà âûïóñêàåò ìîíåòû íîìèíàëîì

1

n

äëÿ êàæäîãî öå-

ëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n. Äàí êîíå÷íûé íàáîð òàêèõ ìîíåò, ñóììà

íîìèíàëîâ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 99+ 1

2

(íîìèíàëû ìîíåò íå îáÿçàòåëü-

íî ðàçëè÷íû). Äîêàæèòå, ÷òî âñå ìîíåòû ýòîãî íàáîðà ìîæíî ðàçáèòü

íà 100 èëè ìåíüøåå ÷èñëî ãðóïï òàê, ÷òîáû ñóììà íîìèíàëîâ ìîíåò â

êàæäîé ãðóïïå íå ïðåâûøàëà 1.

10. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè îá-

ùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè íèêàêèå äâå èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå òðè

èç íèõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ëþáûå íåñêîëüêî ïðÿìûõ îáùåãî

ïîëîæåíèÿ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè; îãðàíè÷åííûìè ÷àñòÿìè ðàç-

áèåíèÿ áóäåì íàçûâàòü òå èç ÷àñòåé, êîòîðûå èìåþò êîíå÷íóþ ïëîùàäü.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðíî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå: â êàæäîì ìíîæåñòâå èç n ïðÿìûõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ìîæíî

ïîêðàñèòü íå ìåíåå

√
n ïðÿìûõ â ñèíèé öâåò òàê, ÷òîáû ãðàíèöà ëþáîé

èç îãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé ðàçáèåíèÿ íå îêàçàëàñü ïîëíîñòüþ ñèíåé.
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