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Êîíñòðóêöèè â òåîðèè ÷èñåë. 9 èþíÿ

Ïðèìåð. Äàí êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí P (x), íå îáÿçàòåëüíî ñ öåëûìè

êîý��èöèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ öåëûõ a è b ðàçíîñòü

P (a) − P (b) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî

ñóùåñòâóåò áîëåå ìèëëèîíà òàêèõ ïàð öåëûõ ÷èñåë (c, d), ÷òî ðàçíîñòü

P (c)− P (d) òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ïðèìåð. Ñóùåñòâóþò ëè øåñòü ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b, c,

d, e, f òàêèõ, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(a+ b+ c+ d+ e+ f) : (1/a+ 1/b+ 1/c+ 1/d+ 1/e+ 1/f) = 2012?

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî òàêèõ ïàð íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë a è b, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a2 + 1 è b2 + 1

ðàâåí a + b.

2. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

√

x+
√

x = y èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé â ðàöèîíàëüíûõ ÷èñëàõ.

3. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà b è c òàêèå, ÷òî c + 1 äåëèòñÿ íà b. Äî-

êàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå x, y è z, ÷òî x + y = bz è

xy = cz.

4. Ïîñòðîéòå íàòóðàëüíûå x, y, z, ãäå x � íå÷¼òíî è x10 + y10 = z11.

5. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x2 + y3 + z4 + t5 = p11 + q12 èìååò õîòÿ áû

îäíî ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

6. Êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xy + yz + zx

x+ y + z

,

äëÿ íåêîòîðûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x, y è z?

7. Íàçîâåì áåëûìè ÷èñëà âèäà

√

a+ b
√

2, ãäå a è b � öåëûå ÷èñëà, íå

ðàâíûå íóëþ. Àíàëîãè÷íî, íàçîâåì ÷¼ðíûìè ÷èñëà âèäà

√

c + d
√

7, ãäå
c è d � öåëûå, íå ðàâíûå íóëþ ÷èñëà. Ìîæåò ëè ÷¼ðíîå ÷èñëî ðàâíÿòüñÿ

ñóììå íåñêîëüêèõ áåëûõ?
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