
¾Ñèðèóñ¿, Ýéëåðîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà 2023, Ý2�Ý3

Êîíñòðóêöèè â òåîðèè ÷èñåë�2:

èñïðàâëåíèå íåïîäõîäÿùåãî ïðèìåðà. 13 èþíÿ

Ïðèìåð. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå y2 = x3+x2

èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ïðèìåð. Ïðèäóìàéòå 2023 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà,

÷òîáû èõ ñóììà äåëèëàñü íà 2023!.

Ñîâåò. Äóìàéòå â ñòîðîíó òîãî, êàê âû âîîáùå ìîæåòå èçìåíèòü èìå-

þùèéñÿ íàáîð ÷èñåë, ÷òîáû òðåáóåìûå óñëîâèÿ ¾ïîíÿòíî ìåíÿëèñü¿.

1. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âñåõ ïî-

ïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé íåñêîëüêèõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî 1

èëè −1. �åøåíèå ¾Ïóñòü åäèíèö n, ìèíóñ åäèíèö � m, òîãäà ñóììà

ðàâíà. . . ¿ ìîæíî íå ðàññêàçûâàòü � ÿ ñàì óìåþ.

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà a1 < a2 < . . . < a10, äëÿ

êîòîðûõ

ÍÎÄ(a1, a2) > ÍÎÄ(a2, a3) > . . . > ÍÎÄ(a9, a10)?

3. Ïîñòðîéòå íàòóðàëüíûå x, y òàêèå, ÷òî x2 − y3 = 120120.

4. Ïðèäóìàéòå 100 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òîáû áûëî öåëûì

è èõ ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå, è èõ ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå, è èõ ñðåäíåå

ãåîìåòðè÷åñêîå.

5. Ïîñòðîéòå 100 ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ñóììà êóáîâ ëþ-

áûõ 73 èç íèõ äåëèòñÿ íà ñóììó êâàäðàòîâ ýòèõ 73 ÷èñåë.

6. Íà ñòîëå ïî êðóãó ðàçëîæåíû 1000 êàðòî÷åê, íà êàæäîé íàïèñàíî ïî

íàòóðàëüíîìó ÷èñëó; âñå ýòè ÷èñëà ðàçëè÷íû. Ñíà÷àëà Âàñÿ âûáèðàåò

îäíó èç êàðòî÷åê è ñíèìàåò åå ñî ñòîëà. Äàëåå îí ïîâòîðÿåò ñëåäóþùóþ

îïåðàöèþ. Åñëè íà ïîñëåäíåé ñíÿòîé êàðòî÷êå áûëî íàïèñàíî ÷èñëî k,

òî Âàñÿ îòñ÷èòûâàåò îò íåå ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå k-þ íå ñíÿòóþ ñî ñòîëà

êàðòî÷êó è òîæå ñíèìàåò åå. Ýòî ïðîèñõîäèò äî òåõ ïîð, ïîêà íà ñòîëå

íå îñòàíåòñÿ îäíà êàðòî÷êà. Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî â íà÷àëüíîì ðàñ-

ïîëîæåíèè åñòü òàêàÿ êàðòî÷êà A, ÷òî åñëè ñíÿòü ïåðâîé ëþáóþ äðóãóþ

êàðòî÷êó, òî â êîíöå îñòàíåòñÿ îáÿçàòåëüíî êàðòî÷êà A?

7. Ñóùåñòâóþò ëè 1998 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå

ëþáûõ äâóõ èç êîòîðûõ äåëèòñÿ íàöåëî íà êâàäðàò èõ ðàçíîñòè?

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , an ñîñòîèò èç ðàçëè÷íûõ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ k è m

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ÍÎÄ(|ak − am|, |k −m|) < 2013.

Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå n.

9. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

N = a1 − a2 = b1 − b2 = c1 − c2 = d1 − d2,

ãäå a1 è a2 � êâàäðàòû, b1 è b2 � êóáû, c1 è c2 � ïÿòûå ñòåïåíè, à d1 è

d2 � ñåäüìûå ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îáÿçàòåëüíî ëè ñðåäè ÷èñåë

a1, b1, c1 è d1 íàéäóòñÿ äâà ðàâíûõ?

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n óðàâíåíèå ϕ(x) = n

èìååò õîòÿ áû 2000 ðåøåíèé.
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