
¾Ñèðèóñ¿, Ýéëåðîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà 2023, Ý2�Ý3

Ïåðèîäè÷íîñòü â òåîðèè ÷èñåë. 15 èþíÿ

Òåîðèÿ ÷èñåë ðàáîòàåò ñ îñòàòêàìè, à îñòàòêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî. È

î÷åíü ÷àñòî â ðåàëüíîñòè èíòåðåñíî íå ñàìî ÷èñëî, à åãî îñòàòîê.

Ïðèìåð. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ ÷è-

ñåë âèäà 10n + 3.

�åøåíèå. Ïî îïûòó íàðîä çà÷åì-òî ðåøàåò ýòó çàäà÷ó ïî ìîäóëþ 7.

Ìû æå ïîïðîáóåì ïîñìîòðåòü íà çàäà÷ó ¾ñâåðõó¿. Ìû õîòèì äîêàçàòü,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p ÷èñëî 10n + 3 äåëèòñÿ íà p äëÿ

áåñêîíå÷íî ìíîãèõ p.

Êàê âîîáùå âåä¼ò ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 10n ïî ìîäóëþ ïðîñòî-

ãî p 6= 2, 5? Îíà ïî íåìó ÷èñòî ïåðèîäè÷íà! Åñëè ýòî íå î÷åâèäíî �

äîêàæèòå.

Åñëè T � äëèíà ïåðèîäà, òî 10n+T ≡ 10n. Çíà÷èò,

åñëè 10n +3 äåëèòñÿ íà p 6= 2, 5 õîòÿ áû îäèí ðàç, òî äåëèòñÿ

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.

Êàê äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû 10n+3 äåëèëîñü íà p õîòÿ áû îäèí ðàç? Ïîéòè

¾íàîáîðîò¿: ïîäñòàâèòü êîíêðåòíîå n, è âçÿòü ó íåãî ïðîñòîé äåëèòåëü p.

Òàê ÷òî çàäà÷ó ¾ëîãè÷íåé¿ âñåãî ðåøàòü ïî ìîäóëþ 13, íó èëè 103, íî

íèêàê íå 7.

Êîììåíòàðèé. Åñëè â çàäà÷àõ 1.�5. âàøå ðåøåíèå íå ñëåäóåò ïðèìåðó

âûøå, òî ìîæíî äàæå íå ïðèõîäèòü.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ ÷èñåë âèäà

(4n + 1)2 + 4.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ ÷¼òíûõ n ÷èñëî nn+1 ñîñòàâ-

íîå.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n ÷èñëî nn + (n + 1)n+1
ñî-

ñòàâíîå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n äëÿ êî-

òîðûõ êàæäîå èç ÷èñåë 2n + 3n − 4 è 2n + 3n − 6 ñîñòàâíîå.

5. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ íàòóðàëüíîå

÷èñëî n > m òàêîå, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 2n−m, 2n−(m−1), . . . , 2n+m �

ñîñòàâíîå.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!



6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 ñëåäóþùèå ÷èñëà

ñîñòàâíûå: a) 11 · 14n + 1; b) 19 · 8n + 17.

7. Äîêàæèòå, ÷òî nnn

ïåðèîäè÷íî (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà) ïî

ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p > 1000.

8. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë b, ÷òî ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðî-

ñòûìè, à ÷èñëî a329 + 19b143 � ñîñòàâíîå. Âûðàæåíèå íàïèñàíî áîëåå

ìåíåå íàóãàä, ïðèäóìàéòå ðåøåíèå, êîòîðîå íå èñïîëüçóåò óæ î÷åíü

ñèëüíî âèä âûðàæåíèÿ.

9. a) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíî íàòóðàëüíîå n, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî

n2 + n+ 41 � ñîñòàâíîå è íå äåëèòñÿ íà 41.

b) Ïóñòü P (x)� ïðîèçâîëüíûé íåïîñòîÿííûé êâàäðàòíûé òð¼õ÷ëåí ñ öå-

ëûìè êîý��èöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n, äëÿ

êîòîðîãî P (n) � ñîñòàâíîå.

10. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a > 100. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå

õîòÿ áû äâóçíà÷íîå ÷èñëî n = nknk−1 . . . n0, ÷òî

nka
k + nk−1a

k−1 + . . .+ n1a + n0

.
.
.

n.
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