
¾Ñèðèóñ¿, Ýéëåðîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïðîãðàììà 2023, Ý2�Ý3

Óìåíèå ðàáîòàòü ïî ìîäóëþ. 18 èþíÿ

×òîáû õîðîøî ðåøàòü çàäà÷è ïî òåîðèè ÷èñåë, âàæíî õîðîøî óìåòü

ðàáîòàòü ñî ñðàâíåíèÿìè. Óæå äàæå äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî ñðàâíåíèÿ

ìîæíî ïåðåìíîæàòü âûçûâàåò ñëîæíîñòè ïðè äîêàçàòåëüñòâå. Ýòî ïåð-

âûé ìîìåíò, êîãäà ñëîæíî äîêàçûâàòü ñâåäåíèåì ê îïðåäåëåíèþ, íî óæå

ëåãêî äîêàçûâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ:

ac ≡ bc ≡ bd (mod m)

Èëè âîçâåäåíèå â ñòåïåíü: íå íàäî ïèñàòü ¾an − bn = . . ., îòêóäà

an − bn

.
.
.

a− b¿. Åñëè ìû ãîâîðèì ïðî óìåíèå ðàáîòàòü ñî ñðàâíåíèÿìè,

òî íàäî ñêàçàòü ¾ñðàâíåíèå a ≡ b óìíîæàåì íà ñåáÿ n ðàç¿.

×òîáû åù¼ ëó÷øå ïîíÿòü ðàçíèöó: ìîæíî òåïåðü íàîáîðîò, âûâåñòè

èç ýòîãî äåëèìîñòü an − bn

.
.
.

a− b:

a ≡ b (mod a− b), îòêóäà an ≡ bn (mod a− b).

Íèæå � êó÷à çàäà÷ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåó÷èòüñÿ (åñëè åù¼ íå óìååòå)

ðàáîòàòü èìåííî â òàêîì êëþ÷å. Ó çàäà÷ ìîãóò áûòü äðóãèå ðåøåíèÿ,

íî êîíêðåòíî ñåé÷àñ âàæíî ïðî÷óâñòâîâàòü âñþ ñèëó ñðàâíåíèé, ïîýòî-

ìó êàêèå-òî ðåøåíèÿ íå áóäóò ïðèíèìàòüñÿ. Â êà÷åñòâå íàïðàâëåíèÿ

ìûñëè: èñïîëüçóéòå ñîîáðàæåíèÿ

a ≡ b (mod a− b) è a ≡ −b (mod a + b)

1. Èçâåñòíî, ÷òî a + 2c è b + 3d äåëÿòñÿ íà 7. Äîêàæèòå, ÷òî ab − 6cd

äåëèòñÿ íà 7.

2. Äîêàæèòå, ÷òî 3100 − 2100 äåëèòñÿ íà 310 + 210.

3. Äîêàæèòå, ÷òî (3n + 1)n − 2 äåëèòñÿ íà 3n − 2.

4. a) (4a2 − 1)2 äåëèòñÿ íà 4ab− 1. Äîêàæèòå, ÷òî (a− b)2 � òîæå.

b) n3 + 1 äåëèòñÿ íà mn− 1. Äîêàæèòå, ÷òî m3 + 1 � òîæå.

) (n2−n+1)2 äåëèòñÿ íà mn−1. Íàéäèòå âûðàæåíèå ìåíüøåé ñòåïåíè,

êîòîðîå äåëèòñÿ íà mn− 1.

5. Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p è òàêèå öåëûå ÷èñëà a, b, c, d, e, ÷òî ÷èñëà

a2 − b, a3 − c, c5 − d, b7 − e äåëÿòñÿ íà p. Äîêàæèòå, ÷òî è ÷èñëî ae − d

äåëèòñÿ íà p.

Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!
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Íà äðóãîé ñòîðîíå åñòü åù¼ çàäà÷è!



6. a) Äëÿ êàêîãî íàèáîëüøåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ÷èñëî n3 + 7n2 −

2n+ 100 äåëèòñÿ íà ÷èñëî n+ 10?

b) Ïðè êàêèõ öåëûõ n ÷èñëî 2n2 − 3n+ 1 äåëèòñÿ íà 3n− 2?

7. abc+ 1 äåëèòñÿ íà ab− b+1. Äîêàæèòå, ÷òî ac− a+1 è bc− c+1 �

òîæå.

8. Ïóñòü a > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n, m > 2 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè am − 1 äåëèòñÿ íà an − 1, òî m äåëèòñÿ íà n.

b) Äîêàæèòå, ÷òî 2n + 1 íå äåëèòñÿ íà 2m − 1.

) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè an + 1 äåëèòñÿ íà am + 1, òî n äåëèòñÿ íà m.

9. a) Äîêàæèòå, ÷òî a10 + a5 + 1 äåëèòñÿ íà a2 + a+ 1.

b) Íàéäèòå âñå öåëûå b òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì a ÷èñëî (a2+
1)100 + b− a äåëèòñÿ íà a2 + a + 1.

) Ïóñòü a � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî

(a2 + 1)3 + 2(a2 + 1)6 + . . .+ 2n(a2 + 1)6n

äåëèòñÿ íà a2−a+1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n äåëèòñÿ íà a2−a+1.

10. a, b, c, d � òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òî ac+ bd äåëèòñÿ íà a2+ b2.

Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÄ(a2 + b2, c2 + d2) 6= 1.
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7. abc+ 1 äåëèòñÿ íà ab− b+1. Äîêàæèòå, ÷òî ac− a+1 è bc− c+1 �
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