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Óìåíèå ðàáîòàòü ïî ìîäóëþ�2. 19 èþíÿ

Ïðèìåð. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî ab = cd. Äîêàæèòå,

÷òî a+ b+ c+ d � ñîñòàâíîå.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 1.

Ëåììà. Ïóñòü ab = cd. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå öåëûå ÷èñëà p, q, r, s

òàêèå, ÷òî a = pq, b = rs, c = pr, d = qs.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p = (a, c), a = pq, c = pr. Òîãäà ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî qb = rd, ïðè ýòîì (q, r) = 1, îòêóäà d .
.
.

q, ïóñòü d = qs. Ïîäñòàâëÿåì,

ïîëó÷àåì b = rs.

Òîãäà a + b + c + d = pq + rs + pr + qs = (p + s)(q + r) � ñîñòàâíîå

÷èñëî.

Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 2. Ïîäñòàâèì d = ab

c

, ïîëó÷èì

a + b+ c + d =
ac + bc+ c2 + ab

c
=

(c+ a)(c+ b)

c
.

Êàæäûé èç ìíîæèòåëåé (c+a) è (c+ b) áîëüøå c, ïîýòîìó ïðè ñîêðàùå-

íèè (êîòîðîå òî÷íî áóäåò: ìû âåäü çíàåì, ÷òî ýòà äðîáü ðàâíà öåëîìó

÷èñëó), îò êàæäîãî èç íèõ îñòàíåòñÿ ÷èñëî, áîëüøåå 1. Ìû ïðåäñòàâèëè

÷èñëî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1,

ïîýòîìó ýòî ÷èñëî ñîñòàâíîå.

Íåêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 1. Ïóñòü a+b+c+d = p � ïðîñòîå. Òîãäà

ïî ìîäóëþ p ìû çíàåì, ÷òî a + b ≡ (−c) + (−d), à ab ≡ cd. Ïî òåîðåìå

Âèåòà (åñòåñòâåííî äëÿ êâàäðàòíûõ òð¼õ÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ p) ïîëó÷àåì,

÷òî {a, b} è {−c,−d} ñîâïàäàþò êàê ìíîæåñòâà îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè

íà p. Ïîñêîëüêó p áîëüøå êàæäîãî èç íèõ òîãäà ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà

{a, b} è {p− c, p− d}, è ñóììà a+ b+ c+ d ðàâíà 2p, ïðîòèâîðå÷èå.

Íåêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 2. Ïóñòü a+b+c+d = p � ïðîñòîå. Òîãäà

ïî ìîäóëþ p ìû çíàåì, ÷òî a + b ≡ (−c) + (−d), à ab ≡ cd. Äîìíîæèì

ïåðâîå ñðàâíåíèå íà b (÷òîáû ïîëó÷èëîñü ab, êîòîðîå ìû ñìîæåì çà-

ìåíèòü íà cd), ïîëó÷èì ab+ b2 ≡ −bc− bd, îòêóäà 0 ≡ b2+ bc+ bd+ cd =
(b + d)(b + c). Îäíàêî êàæäîå èç ÷èñåë b + d è b + c ìåíüøå p, ïîýòîìó

íè îäíî èç íèõ íà p íå äåëèòñÿ.
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íè îäíî èç íèõ íà p íå äåëèòñÿ.



Êîììåíòàðèé. Íåêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 2 � ïî ñóòè ïåðåäîêàçûâàíèå

ñîâïàäåíèÿ êîðíåé. Âûðàæåíèå (b + d)(b + c) � ýòî íàø êâàäðàòíûé

òð¼õ÷ëåí (t − (−d))(t − (−c)), â êîòîðûé ïîäñòàâëåíî b. Ìû çàðàíåå

çíàëè, ÷òî ïðè òàêîé ïîäñòàíîâêå äîëæåí ïîëó÷èòñÿ 0.

Íåêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 3. Ïóñòü a + b + c + d = p � ïðîñòîå.

Òîãäà ïî ìîäóëþ p ìû çíàåì, ÷òî ab ≡ cd, îòêóäà d ≡ ab

c

(â ïðàâîé

÷àñòè äðîáü ïî ìîäóëþ, ïðî íèõ îòäåëüíî áóäåò ñëåäóþùèé ëèñòî÷åê; c

âçàèìíî ïðîñòî ñ p òàê êàê ìåíüøå åãî). Òîãäà

0 ≡ a + b+ c + d ≡
ac+ bc + c2 + ab

c
=

(c+ a)(c+ b)

c
.

Çíà÷èò, (c+ a)(c+ b) ≡ 0, äàëüøå ïîíÿòíî.

Êîììåíòàðèé. Íåêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 3 è êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå 2

î÷åíü ïîõîæè. Â íèõ ðàçëè÷íûå îêîí÷àíèÿ, ÷òî ïîíÿòíî: â íåêëàññè÷å-

ñêîì ðåøåíèè ìû äåéñòâîâàëè îò ïðîòèâíîãî, è íàì íàäî áûëî ïðèéòè

ê ïðîòèâîðå÷èþ.

1. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a > b è c > d. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a + b+
+ c+ d = ab− cd, òî ÷èñëî a+ c ñîñòàâíîå.

2. Ïóñòü a, b, c, d � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a2 + ab + b2 =
= c2 + cd+ d2. Äîêàæèòå, ÷òî a+ b+ c+ d � ñîñòàâíîå.

3. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d èçâåñòíî, ÷òî ad = b2 + bc + c2.

Äîêàæèòå, ÷òî a2 + b2 + c2 + d2 � ñîñòàâíîå.

4. a, b, c � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a2 − bc åñòü òî÷íûé êâàäðàò.

Äîêàæèòå, ÷òî 2a+ b+ c � ñîñòàâíîå.

5. Ïóñòü a, b, c, d, e, f � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî S = a + b +
+ c + d + e + f äåëèò îáà ÷èñëà ab + bc + ca − de− ef − fd è abc + def .

Äîêàæèòå, ÷òî S ñîñòàâíîå.

6. Ïóñòü a, b, c, d � ðàçëè÷íûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî a4+ b4 =
= c4 + d4 = e5. Äîêàæèòå, ÷òî ac+ bd � ñîñòàâíîå.

7. Ïóñòü a, b, c, d, e, f � íàòóðàëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî abc = def .

Äîêàæèòå, ÷òî a(b2 + c2) + d(e2 + f 2) ñîñòàâíîå.
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