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Äðîáè ïî ìîäóëþ. 20 èþíÿ

Âñ¼ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, áîëüøåãî 1.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷åòîì ïî ìîäóëþ m áóäåì íàçûâàòü âñå ÷èñëà, äà-

þùèå �èêñèðîâàííûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m. Âû÷åò, êîòîðîìó ïðè-

íàäëåæèò ÷èñëî a (âðåìåííî) îáîçíà÷èì [a].

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì [a] + [b] êàê [a+ b], à [a] · [b] êàê [ab].

Óòâåðæäåíèå. Ââåä¼ííûå îïåðàöèè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ò.å. åñëè

[a1] = [a2], [b1] = [b2], òî [a1 + b1] = [a2 + b2] è [a1b1] = [a2b2]. Äðóãèìè

ñëîâàìè, íå âàæíî, êàêîãî èìåííî ïðåäñòàâèòåëÿ íåêîòîðîãî âû÷åòà ìû

âîçüì¼ì, ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ.

Îñîçíàíèå. Ó íàñ áûëî óòâåðæäåíèå ¾åñëè a ≡ b (mod m), òî P (a) ≡
≡ P (b) (mod m)¿. ß ïðî íåãî ãîâîðèë, ÷òî îíî äîëæíî áûòü î÷åâèäíûì.

Ïî ñóòè òóò ñêàçàíî, ÷òî åñëè [a] = [b], òî [P (a)] = [P (b)] � ýòî ëåãêî

âèäåòü èç óòâåðæäåíèÿ âûøå.

Êîììåíòàðèé. Äàëüøå ìû áóäåì âåçäå îïóñêàòü êâàäðàòíûå ñêîáêè,

îáîçíà÷àÿ [a] ïðîñòî êàê a.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü s � âû÷åò ïî ìîäóëþ m, (s,m) = 1 (ïî÷åìó òàê

ìîæíî ïèñàòü?). Òîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî t, ÷òî st ≡ 1 (mod m).

Áîëåå òîãî, ëþáûå äâà òàêèõ t ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, ò.å. ïî ñóòè t �

âû÷åò.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷åò èç óòâåðæäåíèÿ âûøå íàçûâàþò âû÷åòîì, îá-

ðàòíûì ê s ïî ìîäóëþ m, è îáîçíà÷àþò s−1

.

Îáîçíà÷åíèå. ×åðåç

a

b

îáîçíà÷èì âû÷åò, ðàâíûé a · b−1

.

Óòâåðæäåíèå. Äðîáè ïî ìîäóëþ ìîæíî ñêëàäûâàòü è âû÷èòàòü,

óìíîæàòü è äåëèòü, ñîêðàùàòü. Áîëåå òîãî, åñëè

a

b

� öåëîå ÷èñëî è

(b,m) = 1, òî a

b
≡ a

b

.

Êîììåíòàðèé. ×èñëî

n(n+1)
2

âñåãäà öåëîå. Îäíàêî ñìîòðåòü íà íåãî

êàê íà äðîáü ïî ìîäóëþ 2 (èëè äðóãîå ÷¼òíîå ÷èñëî) íåëüçÿ. Ïîäñòàâüòå

n = 1 è n = 3 (êîòîðûå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 2) è ïîëó÷àòñÿ ðàçíûå ïî

ìîäóëþ 2 ÷èñëà.

Âîïðîñ. Íåëüçÿ, íî åñëè î÷åíü õî÷åòñÿ, òî ìîæíî. Ïî êàêîìó ìîäóëþ

äîëæíû áûòü ñðàâíèìû ÷èñëà n1 è n2, ÷òîáû ÷èñëà

n1(n1+1)
2

è

n2(n2+1)
2

áûëè ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 16?

Çàäà÷è íà äðóãîé ñòîðîíå!
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1. Äîêàæèòå, íàïðèìåð, ÷òî åñëè

a1

b1
≡

a2

b2
≡

a3

b3
(mod m), òî

a1

b1
≡

a1 + 2a2 + 3a3
b1 + 2b2 + 3b3

(mod m).

Åñòåñòâåííî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå äðîáè îïðåäåëåíû.

2. Ïîñìîòðèì íà âûðàæåíèå

1

1
+

1

2
+

1

3
+ · · ·+

1

p− 1
.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå ñëîæåíèÿ ÷èñëèòåëü ñóììû äåëèòñÿ íà p. Ïî

äåòñêè, áåç èñïîëüçîâàíèÿ äðîáåé ïî ìîäóëþ, à ðàçáèâàÿ íà ïàðû.

b) Ïîñìîòðèì íà ýòî âûðàæåíèå êàê íà äðîáè ïî ìîäóëþ. ×òî çäåñü

íàïèñàíî? Ïî÷åìó ïóíêò a) ñòàë î÷åâèäåí?

Êîììåíòàðèé. Ïîìèìî íåêîòîðîãî òåõíè÷åñêîãî óäîáñòâà, äðîáè ïî

ìîäóëþ äàþò íîâûå ñïîñîáû ¾åñòåñòâåííîãî¿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ âû÷åòîâ.

Íàïðèìåð,

1
1

,

1
2

, . . . ,

1
p−1

, èç çàäà÷è âûøå.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p 6= 3 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà

âèäà a2 + 9, òî p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàêîãî-òî ÷èñëà âèäà c2 + 1.

4. Ïóñòü a, b, x, y è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç

÷èñåë ax− 1, by − 1 è x + y − 1 äåëèòñÿ íà n. Äîêàæèòå, ÷òî ab − a− b

òàêæå äåëèòñÿ íà n.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæîãî ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå n

òàêîå, ÷òî 2n + 3n + 6n ≡ 1 (mod p).

6. Ïóñòü p � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà

(x1, x2, . . . , xp−1) ÷èñåë (1, 2, . . . , p− 1), ÷òî

x1x2 + x2x3 + . . .+ xp−2xp−1 ≡ 2 (mod p).

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p ÷èñëà îò 1 äî p − 1 ìîæ-

íî âûïèñàòü â ðÿä a1, a2, . . . , ap−1 òàê, ÷òî âñå ïðîèçâåäåíèÿ a1a2 . . . ak

ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ p.
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