
¾Ñïåêòð¿, 9 êëàññ Áàéòèê, àâãóñò 2021

1. Âñòóïèòåëüíûé ðàçíîáîé�1. 11 àâãóñòà

1. Ó êàæäîãî èç 30 ëþäåé áûëî ïî îäíîé øëÿïå. Îäíàæäû êàæäûé

ïåðåäàë øëÿïó êîìó-òî èç êîìïàíèè, íå ñàìîìó ñåáå. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéä¼òñÿ ãðóïïà èç 10 ÷åëîâåê, âíóòðè êîòîðîé øëÿïû íå ïåðåäàâàëèñü.

2. Ñóùåñòâóþò ëè òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë a1,

a2, a3, . . . è òàêîé íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x), ÷òî am + an = P (mn)

äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n?

3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî äå-

ëèòåëÿ d ÷èñëà n ÷èñëî n2+n+1 äåëèòñÿ íà ÷èñëî d2+d+1. Äîêàæèòå,

÷òî n � èëè ïðîñòîå ÷èñëî, èëè êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà.

4. ×åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü S ñ öåíòðîì O. Áèñ-

ñåêòðèñà óãëà ABD ïåðåñåêàåò ñòîðîíó AD è îêðóæíîñòü S â òî÷êàõ K

è M ñîîòâåòñòâåííî. Áèññåêòðèñà óãëà CBD ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD è

îêðóæíîñòü S â òî÷êàõ L è N ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðÿìûå KL

è MN ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíè-

êà MON ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà BD.

5. Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíû 2020 òî÷åê, èõ àáñöèññû ðàçëè÷íû, êàæäàÿ

èç òî÷åê îêðàøåíà ëèáî â êðàñíûé, ëèáî â ñèíèé öâåò. Ñêàæåì, ÷òî

ìíîãî÷ëåí P (x) ðàçäåëÿåò ýòè òî÷åê, åñëè ëèáî âûøå ãðà�èêà P (x) íåò

êðàñíûõ òî÷åê, à íèæå � íåò ñèíèõ, ëèáî íàîáîðîò; íà ñàìîì ãðà�èêå

ìîãóò ëåæàòü òî÷êè îáîèõ öâåòîâ. Îáÿçàòåëüíî ëè ìîæíî ïîñòðîèòü

ðàçäåëÿþùèé ìíîãî÷ëåí íå âûøå 2018-é ñòåïåíè?

6. Íàéäèòå âñå ïàðû öåëûõ ÷èñåë a è b òàêèå, ÷òî a2 + 4b è b2 + 4a �

îáà òî÷íûå êâàäðàòû.

7. Ïóñòü ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê; BHB, CHC � âûñîòû

òðåóãîëüíèêà; MB, MC � ñåðåäèíû ñòîðîí CA è AB; T � ïåðåñå÷åíèå

MBMC è HBHC ; O, H � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îðòîöåíòð.

Äîêàæèòå, ÷òî AT ⊥ OH .
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