
¾Ñïåêòð¿, 10 êëàññ �åãèíà, àâãóñò 2022

5. Ëåììà Øïåðíåðà. 10 àâãóñòà

1. Îòðåçîê ðàçáèò êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì òî÷åê íà ìàëûå îòðåçêè. Ëå-

âûé åãî êîíåö îòìå÷åí ÷èñëîì 0, ïðàâûé êîíåö � ÷èñëîì 1, è êàæäàÿ

òî÷êà äåëåíèÿ èìååò îòìåòêó 0 èëè 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå÷¼ò-

íîå ÷èñëî ìàëûõ îòðåçêîâ, êîíöû êîòîðûõ îòìå÷åíû ðàçíûìè ÷èñëàìè.

2. Èìååòñÿ äîì, â êîòîðîì íåñêîëüêî êîìíàò è äâåðåé. Èçâåñòíî, ÷òî

÷èñëî äâåðåé â êàæäîé êîìíàòå ðàâíî 0, 1 èëè 2. Êîìíàòó ñ îäíîé äâå-

ðüþ íàçîâ¼ì òóïèêîì. Äâåðü ìîæåò áûòü íàðóæíîé, âåäóùåé èç äîìà

íà óëèöó, è âíóòðåííåé, ñîåäèíÿþùåé äâå ñîñåäíèå êîìíàòû. Åñòåñòâåí-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî êîìíàòà ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíó íàðóæíóþ äâåðü, à

äâå ñîñåäíèå êîìíàòû � íå áîëåå îäíîé îáùåé äâåðè. Äîêàæèòå, ÷òî

÷èñëî òóïèêîâ è ÷èñëî íàðóæíûõ äâåðåé èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü.

3. Âûâåäèòå çàäà÷ó 1. èç çàäà÷è 2.

4 (ëåììà Øïåðíåðà). Äàí òðåóãîëüíèê, âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå-

÷åíû öè�ðàìè 1, 2 è 3, è åãî òðèàíãóëÿöèÿ. Âåðøèíû òðèàíãóëÿöèè

ïîìåòèëè òåìè æå çíà÷åíèÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëþáàÿ âåðøèíà

íà ñòîðîíå èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ïîìå÷åíà îäíîé èç ïîìåòîê âåðøèí

ýòîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíè÷êîâ ðàçáèåíèÿ, âåðøèíû êî-

òîðûõ íåñóò òðè ðàçëè÷íûå îòìåòêè, íå÷¼òíîå ÷èñëî.

5. Âåðøèíû âûïóêëîãî 2550-óãîëüíèêà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé

öâåòà òàê: ÷¼ðíàÿ, áåëàÿ, äâå ÷¼ðíûå, äâå áåëûå, òðè ÷¼ðíûå, òðè áå-

ëûå, . . . , 50 ÷¼ðíûõ, 50 áåëûõ. Äàíÿ ðàçðåçàë åãî íà ÷åòûð¼õóãîëüíèêè

äèàãîíàëÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéä¼òñÿ ÷åòûð¼õóãîëüíèê ðàçðåçàíèÿ, â êîòîðîì äâå ñîñåäíèå âåðøè-

íû ÷¼ðíûå, à äâå äðóãèå âåðøèíû � áåëûå

6. Äàí öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íûé 2n-óãîëüíèê, âíóòðè êîòîðîãî îòìå-

÷åíî íåñêîëüêî òî÷åê. �àññìîòðèì òðèàíãóëÿöèþ, âåðøèíàìè êîòîðîé

áóäóò âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà è îòìå÷åííûå òî÷êè. Ïóñòü âñå âåðøè-

íû òðèàíãóëÿöèè ïîìå÷åíû ÷èñëàìè 1, −1, 2, −2, ïðèòîì â ñèììåò-

ðè÷íûõ âåðøèíàõ èñõîäíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñòîÿò ïðîòèâîïîëîæíûå

÷èñëà. Äîêàæèòå,÷òî íàéä¼òñÿ îòðåçîê, íà êîíöàõ êîòîðîãî ñòîÿò ïðî-

òèâîïîëîæíûå ÷èñëà.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíè òðèàíãóëÿöèè òðåóãîëüíèêà ìîæíî ïðàâèëüíî

ïîêðàñèòü â äâà öâåòà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ âåðøèíû ìîæ-

íî ïîìåòèòü ÷èñëàìè 1, 2, 3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ êàæäîé ãðàíè å¼

âåðøèíû íåñóò îòìåòêè 1, 2, 3.
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