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7. Ëèíåéíîñòü è ñòåïåíü òî÷êè. 11 àâãóñòà

Îáîçíà÷åíèå. ×åðåç P (X,ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ñòåïåíü òî÷êè X îò-

íîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω (âîçìîæíî, íóëåâîãî ðàäèóñà).

Îñîçíàíèå. Ïóñòü ω1 è ω2 � äâå îêðóæíîñòè. Òîãäà

f(X) = P (X,ω1)− P (X,ω2)

ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé X .

Íàïîìèíàíèå. Åñëè òî÷êà X ëåæèò íà îòðåçêå AB, òî äëÿ ëþáîé

ëèíåéíîé �óíêöèè f âûïîëíåíî

1

f(X) =
BX

AB
f(A) +

AX

AB
f(B).

1. Îêðóæíîñòè ω, γ1, γ2 ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A, ïðè ýòîì îêðóæíîñòè

γ1 è γ2 âòîðè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå B, îêðóæíîñòè ω è γ1 � â òî÷êå P ,

à ω è γ2 � â òî÷êå Q. Îêàçàëîñü, ÷òî PB � êàñàòåëüíàÿ ê γ2, à QB �

êàñàòåëüíàÿ ê γ1. Ïðÿìûå PB è QB âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ

îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà PAQ â òî÷êàõ M è N . Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ

AB äåëèò îòðåçîê MN ïîïîëàì.

2. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè E è F íà ñòîðîíàõ AC è BC òàêîâû,

÷òî AE = BF . Îêðóæíîñòè (ACF ) è (BCE) ïåðåñåêàþòñÿ âòîðè÷íî â

òî÷êå D. Äîêàæèòå, ÷òî CD � áèññåêòðèñà óãëà ∠ACB.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êà D íà ñòîðîíå BC. Îïèñàííàÿ îêðóæ-

íîñòü òðåóãîëüíèêà ABD ïåðåñåêàåò AC â òî÷êå F , îïèñàííàÿ îêðóæ-

íîñòü òðåóãîëüíèêà ACD ïåðåñåêàåò AB â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè

èçìåíåíèè D îêðóæíîñòü AEF ïðîõîäèò ÷åðåç �èêñèðîâàííóþ òî÷êó,

ëåæàùóþ íà ìåäèàíå èç âåðøèíû A.

4. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, ω �

îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BOC. Ïðÿìàÿ AO ïåðåñåêàåò

îêðóæíîñòü ω â òî÷êå G. Ïóñòü M � ñåðåäèíà BC, ñåðåäèííûé ïåðå-

ïåíäèêóëÿð ê BC ïåðåñåêàåò ω â òî÷êàõ O è N . Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà

îòðåçêà AN ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòè OMG è îêðóæíîñòè

ñ äèàìåòðîì AO.

1
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5. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êè P , Q, R íà ñòîðîíàõ BC, CA, AB ñîîò-

âåòñòâåííî. Ïóñòü ωA, ωB, ωC � îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ

AQR, BRP , CPQ ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê AP ïåðåñåêàåò ωA, ωB, ωC â

òî÷êàõ X , Y , Z ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî XY/XZ = BP/CP .

6. Òðåóãîëüíèê ABC âïèñàí â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, M �

ñåðåäèíà BC, D � îñíîâàíèå âûñîòû èç A, OD è AM ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî P ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòè BOC

è îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC.

7. Äàí òðåóãîëüíèê. Íà âïèñàííîé îêðóæíîñòè îòìåòèëè òî÷êó X è èç

íå¼ ïðîâåëè òðè îòðåçêà êàñàòåëüíûõ êî âíåâïèñàííûì. Îêàçàëîñü, ÷òî

èç ýòèõ òð¼õ îòðåçêîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê.

Äîêàæèòå, ÷òî X ëåæèò íà ñðåäíåé ëèíèè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷è, ïðî êîòîðûå ÿ íå ïîíÿë, ñòîèò ëè èõ äîáàâèòü

8. Let ABCD be a onvex quadrilateral and let P and Q be variable points

inside this quadrilateral so that ∠APB = ∠CPD = ∠AQB = ∠CQD.

Prove that the lines PQ obtained in this way all pass through a �xed point,

or they are all parallel. �îâîðÿò, ìîæíî óãàäàòü òî÷êó è âñ¼ ïîëó÷èòñÿ.

9. Let A, B, C, D, E, F be six points, no three ollinear and no four

onyli. Let P , Q, R be the intersetion points of perpendiular bisetors

of pairs of segments (AD,BE), (BE,CF ), (CF,DA), and P0, Q0, R0 be the

intersetion points of perpendiular bisetors of pairs of segments (AE,BD),

(BF,CE), (CA,DF ). Show that P 6= P0, Q 6= Q0, R 6= R0 and prove that

PP0, QQ0, RR0 are onurrent or all parallel. ß ïðîñòî äàæå íå íà÷àë

ðåøàòü.

10. Ïóñòü I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà ABC, â êîòîðîì AB 6= AC. Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ω òðåóãîëüíèêà

ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA è AB â òî÷êàõ D, E è F ñîîòâåòñòâåí-

íî. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç D è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ EF , ïåðåñåêàåò

ω âòîðè÷íî â òî÷êå R. Ïðÿìàÿ AR ïåðåñåêàåò ω âòîðè÷íî â òî÷êå P .

Îêðóæíîñòè, îïèñàííûå îêîëî òðåóãîëüíèêîâ PCE è PBF , ïåðåñåêà-

þòñÿ âòîðè÷íî â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DI è PQ ïåðåñåêà-

þòñÿ íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç A è ïåðïåíäèêóëÿðíîé AI. Ñóäÿ ïî

èñòî÷íèêó, òóò åñëè è åñòü ðåøåíèå ïî òåìå, òî îíî î÷åíü æ¼ñòêîå.
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