
¾Ñïåêòð¿, 10 êëàññ �åãèíà, àâãóñò 2022

11. Èãðû Øïðàãà��ðàíäè. 14 àâãóñòà

01. Ñ�îðìóëèðóéòå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëåííûå ê èãðàì (îòñóòñòâèå

íè÷üåé, ñèììåòðè÷íîñòü, êîíå÷íîñòü, îãðàíè÷åííîñòü), íà ÿçûêå ãðà-

�îâ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîé îãðàíè÷åííîé ñèììåòðè÷íîé èãðå áåç íè÷üåé

ó îäíîãî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ.

2. Íà ñòîëå âûëîæåí íåêîòîðûé íàáîð èç ñëåäóþùèõ ìîíåò: 1, 2, 3, 5,

10, 15, 20, 50 êîïååê è 1 ðóáëü. Êàæäûé èãðîê çà îäèí õîä ìîæåò âçÿòü

ëþáóþ èç ìîíåò è ðàçìåíÿòü åå ìåíüøèìè ìîíåòàìè, íî íà òó æå ñóììó.

Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.

a) Èññëåäóéòå ñèòóàöèþ, â êîòîðîé íà äîñêå ëåæàò ðîâíî äâå îäèíàêî-

âûõ ìîíåòû.

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó êîãî-òî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ

â íåêîé êîí�èãóðàöèè A, òî ó ýòîãî æå èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðà-

òåãèÿ â êîí�èãóðàöèè ïîëó÷åííîé èç A äîáàâëåíèåì äâóõ ìîíåò îäíîãî

è òîãî æå äîñòîèíñòâà.

ñ) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó êîãî-òî èç èãðîêîâ åñòü âûèãðûøíàÿ ñòðàòå-

ãèÿ â íåêîé êîí�èãóðàöèè A, òî ó ýòîãî æå èãðîêà åñòü âûèãðûøíàÿ

ñòðàòåãèÿ â êîí�èãóðàöèè ïîëó÷åííîé èç ïðåäûäóùåé óäàëåíèåì äâóõ

ìîíåò îäíîãî è òîãî æå äîñòîèíñòâà.

d) Ñ ïîìîùüþ ïóíêòîâ b) è ) äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà äîñêå ñèòóàöèÿ 2,

3, 10, 15, òî âûèãðûâàåò ïåðâûé.

e) Àíàëîãè÷íî äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà äîñêå íåò 15 êîïååê, òî âòîðîé

âûèãðûâàåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëè÷åñòâî ìîíåò êàæäîãî äî-

ñòîèíñòâà � ÷åòíîå ÷èñëî.

f) Äîêàæèòå, ÷òî êîìáèíàöèÿ 2, 5, 10, 15 ïðîèãðûøíà äëÿ íà÷èíàþùåãî.

g) Äîêàæèòå, ÷òî äîáàâëåíèå íàáîðà 2, 5, 10, 15 íå ìåíÿåò ðåçóëüòàòà

èãðû.

h) Êàê îïðåäåëèòü êòî âûèãðûâàåò ïðè ïðîèçâîëüíîì íàáîðå ìîíåò?

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G è H ñèììåòðè÷íûå èãðû áåç íè÷üåé. Èõ ñóì-

ìîé (äàëåå G+H) íàçîâåì èãðó ñî ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè: çà îäèí õîä

ìîæíî ñäåëàòü õîä â ëþáîé èç èãð G èëè H (íî òîëüêî â îäíîé èç íèõ).

Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà çàêîí÷åíû îáå èãðû. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî

íå ìîæåò ñäåëàòü õîä.

02. Ïðîâåðüòå àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè ¾+¿.

4. Ñ�îðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ñóììû èãð ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðà�îâ.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü äâå èãðû A è B íåðàçëè÷èìûìè èëè

ýêâèâàëåíòíûìè ïî �ðàíäè è ïèñàòü A ≃ B, åñëè â èãðå A+B âûèãðû-

âàåò âòîðîé èãðîê.

5. Ïðîâåðüòå, ÷òî ≃ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

03. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðîèãðûøíûå èãðû îáðàçóþò êëàññ ýêâèâàëåíò-

íîñòè ïî îòíîøåíèþ ≃.

04. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A1 ≃ A2 è B1 ≃ B2, òî A1 +B1 ≃ A2 +B2.

Òàêèì îáðàçîì, íåðàçëè÷èìûå èãðû ìîæíî ñâîáîäíî çàìåíÿòü äðóã

íà äðóãà â ðàññóæäåíèÿõ åñëè ðå÷ü èäåò î ñëîæåíèè èãð.

6 (èãðà ÍÈÌ). Íà ñòîëå ëåæàò íåñêîëüêî êó÷åê êàìíåé. Çà îäèí õîä

èãðîê äîëæåí îäíó èç êó÷åê è âçÿòü èç íåå ëþáîå ÷èñëî êàìíåé. Êòî íå

ìîæåò ñäåëàòü õîä, òîò ïðîèãðàë.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç k̂ èãðó ÍÈÌ ñ îäíîé êó÷êîé èç k êàìíåé. Òîãäà èã-

ðà ÍÈÌ ñ n êó÷êàìè, ñîäåðæàùèìè a1, a2,. . . , an êàìíåé, ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñóììó èãð â1 + â2 + . . .+ â
n

.

a) Êòî âûèãðûâàåò êîãäà êó÷êè äâå?

b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè i 6= j, òî èãðû î è ĵ íå ýêâèâàëåíòíû ïî �ðàíäè.

) �àññìîòðèì èãðó n̂ + m̂ + k̂. Îáîçíà÷íèì ÷åðåç n ⊕ m ïîðàçðÿäíîå

ñëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Ïóñòü n ⊕m ⊕ k = 0. Äî-

êàæèòå, ÷òî âòîðîé âûèãðûâàåò.

d) Äîêàæèòå, ÷òî n̂+ m̂ ≃ ̂(n⊕m).

7 (îñíîâíàÿ òåîðåìà òåîðèè èãð). Åñëè A � èãðà íà êîíå÷íîì àöèê-

ëè÷åñêîì ãðà�å, òî A = n̂, äëÿ íåêîòîðîãî n ∈ N0 = N ∪ {0}.

a) Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà: èíäóêöèÿ ïî N . Ñ�îðìóëèðóéòå è ïðîâåðüòå

áàçó.

b) Ïåðåõîä: ðàññìîòðèì èãðó G, êîòîðàÿ êîí÷àåòñÿ ìàêñèìóì çà k + 1

õîä. Ñäåëàåì â íåé âñå âàðèàíòû ïåðâîãî õîäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî èãð: G1 ≃ î1, G2 ≃ î2, . . . , Gm
≃ î

m

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n ìè-

íèìàëüíîå ÷èñëî â ìíîæåñòâå N0 \ {i1, i2, . . . , im}. Äîêàæèòå, ÷òî G = n̂.

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîé, íî íåîãðàíè÷åííîé èãðû, íå ðàâíîé íè

îäíîìó n̂.
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