
¾Ñïåêòð¿, 10 êëàññ �åãèíà, àâãóñò 2022

12. Ñïðàâåäëèâûé äåë¼æ. 15 àâãóñòà

1. Êàê ÷åñòíî (ò.å. ÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë õîòÿ áû ïîëîâèíó) ïîäåëèòü

òîðò ìåæäó äâóìÿ ëþäüìè, åñëè ó êàæäîãî ñâîè ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì,

íàñêîëüêî öåíåí òîò èëè èíîé êóñîê? Êàæäûé ìîæåò îòðåçàòü îò òîðòà

êóñîê ëþáîé öåííîñòè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ n íåïðåðûâíûõ íåóáûâàþùèõ �óíêöèé

Fi : [0, 1] → [0, 1], ïðè÷¼ì Fi(0) = 0, Fi(1) = 1. Êàæäàÿ èç íèõ çàäà¼ò íà

îòðåçêå [0, 1] ìåðó1 µi ïî ïðàâèëó µi([a, b]) := Fi(b)− Fi(a).

�àçáèåíèå A1, A2, . . . , An îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçêè íàçîâ¼ì ñïðàâåä-

ëèâûì äåëåæ¼ì, åñëè äëÿ êàæäîãî i âûïîëíåíî µi(Ai) >
1

n

.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñïðàâåäëèâûé äåë¼æ. Óêàçàíèå: èíäóê-

öèÿ ïî n.

Îïðåäåëåíèå. �àçáèåíèå A1, A2, . . . , An îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçêè íàçî-

â¼ì äåëåæîì áåç çàâèñòè, åñëè äëÿ êàæäûõ i è j âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

µi(Aj) 6 µi(Ai).

Ïóñòü ε > 0. �àçáèåíèå A1, A2, . . . , An îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçêè íà-

çîâ¼ì ε-äåëåæîì áåç çàâèñòè, åñëè äëÿ êàæäûõ i è j âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî µi(Aj) 6 µi(Ai) + ε.

Îñîçíàíèå. Â çàäà÷å 1. ìû ïîëó÷èëè äåë¼æ áåç çàâèñòè.

Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!

1

åñëè ÷åñòíåå, òî âåðîñòíîñòíóþ ìåðó
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Óñëîâèå. Áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ èç Fi ñòðîãî ìîíîòîííà. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, êàæäûé ñ÷èòàåò, ÷òî ëó÷øå ïîëó÷èòü õîòü ÷òî-òî, ÷åì íå

ïîëó÷èòü íè÷åãî.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n = 3.

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë x1,

x2, x3, äëÿ êîòîðûõ x1+x2+x3 = 1, à xi > 0; îáîçíà÷èì ÷åðåç Bk îòðåçîê

[
∑k−1

i=1
xi,

∑k

i=1
xi]. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàæäîé òàêîé òðîéêå ñîîòâåòñòâóåò

íåêîòîðîå ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçêè.

Îñîçíàíèå. Îñîçíàéòå, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ òðîåê ýòî òðåóãîëüíèê.

3. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî η > 0 ìîæíî ðàçðåçàòü òðåóãîëüíèê

íà ìåíüøèå òðåóãîëüíèêè, âñå ñòîðîíû êîòîðûõ ìåíüøå η, âåðøèíû êî-

òîðûõ ìîæíî ïîêðàñèòü â òðè öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì (ò.å. ÷òîáû ó

êàæäîãî òðåóãîëüíèêà âñå âåðøèíû áûëè òð¼õ ðàçíûõ öâåòîâ).

b) Ïóñòü ìû ïîêðàñèëè âåðøèíû â öâåòà 1, 2 è 3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

âåðøèíà öâåòà i ïðèíàäëåæèò ÷åëîâåêó ñ íîìåðîì i. Ïóñòü v � íåêî-

òîðàÿ âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ ÷åëîâåêó i. Ïîêðàñèì å¼ â öâåò k, åñëè

µi(Bk) � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë µi(B1), µi(B2), µi(B3). Äîêàæèòå, ÷òî ïî-

ëó÷èâøàÿñÿ ðàñêðàñêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû Øïåðíåðà.

) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ε-äåë¼æ áåç çàâèñòè. Äëÿ

ýòîãî âàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X ⊂ R. Ôóíêöèÿ f : X → R íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíîé íà X , åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0: ∀x1, x2 ∈ X : |x1 − x2| < δ

âûïîëíåíî |f(x1)− f(x2)| < ε

4 (òåîðåìà Êàíòîðà). Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà ñå-

êâåíöèàëüíîì êîìïàêòå ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì.

5. Äîêàæèòå, ÷òî

2

ñóùåñòâóåò äåë¼æ áåç çàâèñòè.

Êîììåíòàðèé. Åñëè äîêàçàòü ïóíêò 3a). äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, òî ìû

äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå äåëåæà áåç çàâèñòè äëÿ n ÷åëîâåê.

2
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