
¾Ñïåêòð¿, 8 êëàññ �åãèíà, àâãóñò 2022

7. Àíòèïàðàëëåëüíîñòü. 22 àâãóñòà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êè B1 è C1 ëåæàò íà ïðÿìûõ AB è AC, ïðè-

÷¼ì A èëè âíóòðè îáîèõ îòðåçêîâ BB1 è CC1, èëè âíå îáîèõ. Áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìûå B1C1 è BC àíòèïàðàëëåëüíû îòíîñèòåëüíî ïàðû

ïðÿìûõ AB è AC (èëè îòíîñèòåëüíî óãëà BAC), åñëè ∠AC1B1 = ∠ABC.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðÿìûå BC è B1C1 àíòèïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà B1, C1, B è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. ×òî ïðîèñõîäèò

â ñëó÷àå, êîãäà C ≈ C1 èëè B ≈ B1?

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðÿìûå BC è B1C1 àíòèïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà B1C1 ïàðàëëåëüíà êàñàòåëüíîé ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè

òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êå A.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðÿìûå BC è B1C1 àíòèïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà òðåóãîëüíèêè ABC è AC1B1 ïîäîáíû. Èíà÷å ãîâîðÿ,

îäèí èç ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãîé, âûïîëíèâ ñèì-

ìåòðèþ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû óãëà A è çàòåì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì

â òî÷êå A.

1. Ïóñòü AA1 è BB1 � âûñîòû, à AA2 è BB2 � áèññåêòðèñû òðåóãîëü-

íèêà ABC. Èçâåñòíî, ÷òî A1B1 ‖ A2B2. Äîêàæèòå, ÷òî AC = BC.

2. Äàí ïðàâèëüíûé ñåìèóãîëüíèê A1A2A3A4A5A6A7. Ïðÿìûå A2A3 è

A5A6 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå X , à ïðÿìûå A3A5 è A1A6 � â òî÷êå Y .

Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå A1A2 è XY ïàðàëëåëüíû.

3. Ïóñòü ABCD � òðàïåöèÿ, AD ‖ BC. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííàÿ

îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABD êàñàåòñÿ ïðÿìîé CD òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BCD êàñàåòñÿ ïðÿ-

ìîé AB.

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòû AA1 è BB1.

Ïðÿìàÿ A1B1 ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü Ω òðåóãîëüíèêà ABC

â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî CP = CQ.

5. Âûñîòû AA1, CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H .HA �

òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî A. HAC1 ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ BC â

òî÷êå C2; àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êà A2. Äîêàæèòå, ÷òî A2C2 ‖ AC.

Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!
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Íå çàáóäüòå ïåðåâåðíóòü ëèñòî÷åê!



6. Èç îñíîâàíèÿ êàæäîé âûñîòû òðåóãîëüíèêà îïóùåíû ïåðïåíäèêó-

ëÿðû íà äâå åãî äðóãèå ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ âñåõ øåñòè

ïåðïåíäèêóëÿðîâ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

7. Äàí âûïóêëûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD, ëó÷è AD è BC ïåðåñåêà-

þòñÿ â òî÷êå K, ëó÷è BA è CD � â òî÷êå L. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê ABCD âïèñàííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áèññåêòðèñû

óãëîâ ALD è AKB ïåðïåíäèêóëÿðíû.

8. Ïóñòü BHb, CHc � âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìàÿ HbHc ïåðå-

ñåêàåò îïèñàííóþ îêðóæíîñòü Ω òðåóãîëüíèêà ABC â òî÷êàõ X è Y .

Òî÷êè P è Q ñèììåòðè÷íû X è Y îòíîñèòåëüíî AB è AC ñîîòâåòñòâåí-

íî. Äîêàæèòå, ÷òî PQ ‖ BC.

9. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD. Îêðóæíîñòü ω1 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû C

è D, à å¼ öåíòð ëåæèò íà áîêîâîé ñòîðîíå AB. Àíàëîãè÷íî, îêðóæíîñòü

ω2 ïðîõîäèò ÷åðåç A è B, à å¼ öåíòð ëåæèò íà ñòîðîíå CD. Ïóñòü K

è L � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé, à T � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

äèàãîíàëåé òðàïåöèè. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè K, L è T ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé.

10. Ïóñòü Ω � îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC, à

òî÷êà O � å¼ öåíòð. Îêðóæíîñòü Γ ñ öåíòðîì A ïåðåñåêàåò îòðåçîê BC

â òî÷êàõ D è E òàê, ÷òî òî÷êè B, D, E è C âñå ðàçëè÷íû è ëåæàò

íà ïðÿìîé BC â óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïóñòü F è G � òî÷êè ïåðåñå÷å-

íèÿ îêðóæíîñòåé Γ è Ω, ïðè ýòîì òî÷êè A, F , B, C è G ëåæàò íà Ω â

óêàçàííîì ïîðÿäêå. Ïóñòü K � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà BDF , è îòðåçêà AB. Ïóñòü L � âòîðàÿ

òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà CGE, è

îòðåçêà CA. Ïóñòü ïðÿìûå FK è GL ðàçëè÷íû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-

êå X . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà X ëåæèò íà ïðÿìîé AO.
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