Математический кружок 7 класс

Занятие №9



Деление с остатком.



        15.11.08

В музее старых денег стоит чудесный разменный автомат «старина MOD3», действующий следующим образом. Если в него опустить несколько монет, то в обмен он вам выдаст ту же сумму денег, но копеечными монетами старого образца: вначале он будет отсчитывать трехкопеечные монеты до тех пор, пока сумма, которую ему осталось выплатить, не станет меньше 3. После этого он выдаст сдачу – остаток. Ясно, что этим остатком может быть любое из трех чисел: 0, 1, 2 (т.е. если исходное число не делилось на три, то автомат выдаст вам помимо трехкопеечных монет еще одну копеечную или двухкопеечную монетку). 

1. Что выдаст автомат, если в него опустить монету 1 рубль? А если одновременно опустить две монеты: рублёвую и пятирублёвую?

Ответ: 33 трехкопеечные монеты и 1 копеечную монету, если опустить рубль и 200 трехкопеечных монет, если опустить 6 рублей.

Решение: В одном рубле 100 копеек. Если поделить 100 на 3, то получится 33, а остаток от деления будет равен 1. Значит, автомат выдаст 33 3-копеечные монеты и 1 копейку. В 6 рублях соответственно 600 копеек, 600 без остатка делится на 3, получится 200 монет по 3 копейки.
Замечание: В дальнейшем в решениях будет опущен переход от рубля к копейкам.
2. Вам повезло: вы попали в этот музей и у вас есть три пятирублёвые монеты. Удастся ли вам заполучить старинные монеты всех трех видов?

Ответ: Да.

Решение: Опустив одну пятирублевую монету, мы получим несколько трехкопеечных монет и одну двухкопеечную, так как остаток от деления 500 на 3 равен 2. Итак одну монету мы разменяли и у нас осталось две пятирублевые монеты и монеты достоинством в 2 и 3 копейки. Опустим сразу две пятирублевые монеты, то есть 10 рублей получим несколько трехкопеечных монет и одну копеечную, так как остаток от деления 1000 на 3 равен 1. Теперь у нас остались монеты достоинством 1, 2 и 3 копейки.
3. Вы опустили в чудо-автомат одновременно 22 пятирублёвые монеты и 33 рублёвые. Какую сдачу вы получите?

Ответ: Двухкопеечная монета.

Решение: С одной пятирублевой монеты сдача 2 копейки. С 21 пятирублевой монеты сдачи нет, так как 21*500 делится на 3. Значит, с 22 пятирублевых монет сдача 2 копейки. С 33 рублевых монет сдачи нет, так как 3300 делится на 3. Таким образом если мы все эти монеты опустим в автомат одновременно, то мы получим много трехкопеечных монет и одну двухкопеечную монету.

4. Рядом есть автомат «гуманоид MOD7». Он действует так же, как и «старина MOD3», но отсчитывает вначале 7-копеечные монеты, а потом выдает сдачу – остаток. Какую сдачу вы получите, опустив в него одновременно 22 рублёвые монеты и 33 пятирублёвые?

Ответ: Три копейки.
Решение: С рублевой монеты «гуманоид MOD7» выдаст сдачу 2 копейки, с 21 рублевых монет «гуманоид MOD7» сдачу не выдаст, так как 21 делится на 7, то есть с 22 рублевых монет автомат выдаст сдачу 2 копейки. С 28 пятирублевых монет сдачи не будет, значит с 33 пятирублевых монет сдача будет такая же, как и с 5 монет. 5 пятирублевых монет это 2500 копеек, 2500=357*7+1, значит с 5 пятирублевых монет сдача будет 1 копейка. Итого, опустив все наши монеты в автомат «гуманоид MOD7» мы получим много семикопеечных монет и одну трехкопеечную.
5. Какую сдачу можно получить, опустив в автомат «гуманоид MOD7» одновременно 7k+20 монет по 5 рублей?

Ответ: Четыре копейки.
Решение: С 7k+20 монет сдача будет такая же, как и с 6 монет, так как 7k+14 делится на 7. Шесть пятирублевых монет – это 3000 копеек. Так как 3000=428*7+4, то сдача будет 4 копейки. Значит и с 7k+20 монет «гуманоид MOD7» выдаст сдачу 4 копейки.
6. Какую сдачу можно получить, если опустить в «гуманоид MOD7» одновременно 7k+20 монет по 7t+5 рублей каждая?

Ответ: Четыре копейки.
Решение: С одной 7t+5 рублевой монеты «гуманоид MOD7» выдаст сдачу такую же, как и с пятирублевой монеты (3 копейки), так как 7t делится на 7. Таким образом, задача свелась к предыдущей, «Гуманоид MOD7» выдаст 4 копейки сдачи.
Замечание 1. Верен общий факт – произведение двух чисел дает такой же остаток при делении на 7, что и произведение остатков этих чисел. Например, в этой задаче (7k+20)(7t+5) дает такой же остаток при делении на 7 как и 6*5, то есть 2. Значит, сдача будет такая же как если бы мы опустили в автомат 2 рубля – а это 4 копейки.
Замечание 2. В общем факте из замечания1 число 7 может быть заменено на любое другое натуральное число.

7. Если опустить некоторую монету в автомат «MOD12», то он выдаст сдачу 6 коп. А какую сдачу выдаст автомат «MOD4», если опустить в него эту же монету?

Ответ: Две копейки.

Решение: Сдачу 6 копеек «MOD12» выдает с монет достоинством 12m+6 копеек. Число 12m+6 при делении на 4 дает остаток 2, так как 12m+4 делится на 4.
8. Если опустить некоторую монету в автомат «старина MOD3», то на сдачу он выдаст 2 коп. Если эту же монету опустить в автомат «MOD4», то сдачи не будет. Какую сдачу выдал бы автомат «MOD12», если бы эту монету опустили в него?

Ответ: Восемь копеек.

Решение: Обозначим сдачу которую нам выдаст «MOD12» за х. Тогда наша монета имеет номинал 12а+x, где 0(x<12. Так как 12а+x делится без остатка на 4, то x это 0,4 или 8. С другой стороны 12а+x при делении на 3 дает остаток 2. Так как 12а делится на 3 без остатка, то x при делении на 3 должен дать остаток 2. Таким образом, x=8.
Определение 1. Целое число a делится на целое число b, если существует такое целое число k, что a = bk.

Определение 2. Говорят, что a делится на b с остатком r, если a =  bk + r, где 0 ≤ r < b и все упомянутые числа целые. 

1. Какой остаток при делении на 8 дает число а, если а=24k+20?

Ответ: 4.

Решение: 24k+20 дает при делении на 8 остаток 4, так как 24k+16 делится на 8.

2. Число а при делении на 5 дает остаток 2. Какой остаток оно может давать при делении на 30?

Ответ: 2; 7; 12; 17; 22; 27.

Решение 1: Число а можно записать так: a=5k+2. Число 5k может делиться на 30 с остатками 5, 10, 15, 20, 25 или без остатка. Таким образом, остатки от деления а на 30 могут быть 2, 7, 12, 17, 22, 27.
Решение 2. Число при делении на 5 дает остаток 2 если, и только если число заканчивается на 2 или 7. Когда мы будем делить число на 30 с остатком – мы будем вычитать числа вида 30x, и при этом последняя цифра не будет меняться. Значит, последняя цифра остатка равно 2 или 7, то есть остаток может быть равен 2, 7, 12, 17, 22, 27.
3. Докажите, что из любых 8 целых чисел можно выбрать два, разность которых делится на 7.

Доказательство: Разность двух чисел делится на 7 тогда и только тогда, когда у этих чисел одинаковые остатки при делении на 7. Т.е. нам достаточно доказать, что среди любых 8 целых чисел найдутся два числа с одинаковыми остатками при делении на 7. При делении на 7 могут появиться следующие остатки: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6; всего 7 остатков. А так как у нас 8 чисел, то все они не могут иметь разные остатки. Т.е. найдутся хотя бы два числа, дающие одинаковый остаток при делении на 7. Разность двух таких чисел обязательно делится на 7.
Замечание 1. Доказать то, что разность двух чисел дающих одинаковый остаток при делении на 7, делится на 7 можно так: пусть оба числа дают остаток r, тогда они представляются в виде 7p+r и 7q+r, а значит их разность равна 7(p-q), то есть делится на 7.
Вообще, разность двух чисел делится на n если, и только если они дают одинаковые остатки при делении а n. Это важное утверждение часто используется в задачах.
Замечание 2. Верно общее утверждение: среди N+1 числа всегда можно выбрать два числа, разность которых делится на N. Для доказательства достаточно рассмотреть остатки, которые дают данные нам N+1 число при делении на N.
4. Доску (3k+2)×(3t+2) покрасили вдоль диагоналей в три цвета. Докажите, что клеток двух цветов будет поровну, а третьего цвета на одну клетку больше.

Доказательство: 
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Посмотрим на самый маленький случай ‑ пусть k и t равны 0. Тогда мы получим квадрат 2×2, видно, что в нем одного из цветов на одну клетку больше. Всегда ли так будет?


Будем отрезать от прямоугольника части, в которых всех цветов поровну. В прямоугольнике 3(1 есть клетки всех цветов, значит в любой полоске 3k(1 всех цветов поровну. Отрежем от прямоугольника кусок 3k((3t+2) – в этом куске всех цветов поровну. Остался прямоугольник 2((3t+2). Отрежем от него кусок 2(3t – в нем всех цветов поровну. 


Остался квадрат 2(2 – в нем клеток двух цветов поровну, а третьего цвета на 1 больше. Значит и в исходном прямоугольнике (3k+2)×(3t+2) клеток двух цветов будет поровну, а третьего цвета на одну клетку больше
5. Каждый год фея удваивает Васино число копеек. Вначале у Васи имелась 1 копейка. Деньги Вася никуда не тратит и каждый год прикидывает: а какую сдачу он получит, если засунет все свои сбережения в автомат «MOD3». Через 100 лет Вася наконец не выдержал и засунул таки все свои сбережения в этот автомат. Какую сдачу он получил?
Ответ: 1копейку.
Решение: Вначале у Васи 1 копейка, через год – 2 копейки, через 2 года – 4 копейки, дальше 8, 16, 32, 64, … Вася каждый год прикидывает: какую сдачу он получит от «MOD3» ‑ посмотрим, что у него получается. Вначале сдача 1, потом 2, потом сдача с 4 копеек опять 1, потом сдача с 8 копеек 2, сдача с 16 копеек 1 и так далее. Видно, что 1 и 2 чередуются. Теперь докажем это. 


Пусть однажды Вася прикинул, что он получит в сдачу 1 копейку. Тогда у него всего 3k+1 копейка. Через год у него будет 6k+2 копейки, что дает ему сдачу 2. Пусть наоборот ‑ Вася прикинул что он получит в сдачу 2 копейки. Тогда у него всего 3k+2 копейки. А через год у него будет 6k+4 копейки, что дает ему сдачу 1. Значит, в Васиных прикидках после 1 всегда идет 2, а после 2 – 1. То есть 1 и 2 чередуются. Значит, через 100 лет Вася получит такую же сдачу, как и вначале – то есть 1 копейку.
6. Прямоугольную доску покрасили вдоль диагоналей в три цвета. Может ли случиться так, что одного цвета будет на два меньше, чем какого-то другого?

Ответ: Нет.

Решение. Аналогично 4 задаче будем отрезать от прямоугольника куски, в которых одна из сторон делится на 3. Тогда у нас либо ничего не останется (и тогда в исходном прямоугольнике всех цветов было поровну), либо останется один из прямоугольников 1(1, 1(2, 2(2. Но во всех из этих случаях количество клеток разных цветов отличается не более чем на 1. Значит и в исходном прямоугольнике количество клеток разных цветов отличается не более чем на 1.
Задачи на дом

1. Может ли число при делении на 8 давать остаток 2, а при делении на 6 остаток 3?

Ответ: Нет.

Решение 1: Если число при делении на 8 дает остаток 2, то оно имеет вид 8a+2, и, значит, четное. Если же число при делении на 6 дает остаток 3, то оно имеет вид 6b+3 и, значит, нечетное. Следовательно, одно и тоже число не может при делении на 8 давать остаток 2, а при делении на 6 остаток 3.
Решение 2 (алгебраическое). Если число при делении на 8 дает остаток 2, то оно имеет вид 8a+2. Если же число при делении на 6 дает остаток 3, то оно имеет вид 6b+3. Предположим, что число как в условии есть, тогда 8a+2=6b+3. Значит, 8a-6b=1, то есть 2(4 a-3b)=1. Левая часть четная, а правая нечетная – противоречие.
2. Может ли число при делении на 8 давать остаток 5, а при делении на 12 – остаток 3?

Ответ: Нет.

Решение. Предположим, что число как в условии есть. Тогда аналогично предыдущему решению можно составить уравнение 8a+5=12b+3. Откуда 8a-12b=2, то есть 
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. Левая часть делится на 4, а правая – нет. Противоречие.
3. Число a при делении на 8 дает остаток 7, а при делении на 12 – остаток 3. Какие остатки оно может давать при делении а) на 24; б) на 6?

Ответ: а) 15; б)3.
Решение: а) Введем обозначения. Пусть при делении на 24 число a дает остаток r. Тогда a=24k+r, где 
[image: image2.wmf]024

r

£<

. Так как 24 делится на 12, то при делении на 12 дает такой же остаток, что и r. Значит, r дает остаток 3 при делении на 12, то есть r может равняться 3 или 15. Так как 24 делится на 8, то при делении на 8 a=24k+r дает такой же остаток, что и r. Значит, r дает остаток 7 при делении на 8. Значит, r=3 не подходит, а r=15 – подходит. То есть a=24k+15

б) Так как 24k+12 делится на 6, то число вида 24k+15 при делении на 6 дает остаток 3.
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