Математический кружок 7 класс



Решения занятия №10



Деление с остатком 2.


У остатков чисел при делении на любое натуральное число n есть два важных свойства.

· Сумма любых двух натуральных чисел и сумма их остатков имеют одинаковые остатки при делении на n.

· Произведение любых двух натуральных чисел и произведение их остатков имеют одинаковые остатки при делении на n.
Докажем например второе свойство. Пусть N1=(k1n+r1), N1=(k1n+r1). Тогда 
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Отсюда следует, что N1N2 дает такой же остаток при делении на n, что и r1r2.
1. Над африканской деревней сгустились тучи, и ровно в полдень полил дождь. После 3 суток непрерывного дождя племя спросило колдуна, когда все это кончится. Тот сказал: «Ровно через 300 часов после начала дождя тучи развеются, и выглянет солнце». Заслуживает ли колдун доверия? 
Ответ. Колдун не заслуживает доверия.

Решение. Дождь кончится, по словам колдуна, ровно через 300 часов после начала, то есть дождь должен был идти 12,5 суток. Так как дождь начался в полдень, то закончится, он должен в полночь. В полночь солнце из-за туч не выглянет.
2. Нечетное число при делении на 5 дает в остатке 4. Найдите его последнюю цифру.
Ответ: 9.

Решение: Нечетное число дает при делении на 5 остаток 4 – значит, его можно представить в виде 5а+4. Ясно, что число 5а одной четности, что и число 5а+4. Таким образом, число 5а – нечетное и делится на 5, следовательно, оканчивается пятеркой. Отсюда следует что, последняя цифра исходного числа 5+4=9.

3. Есть много монет достоинством 2, 20 и 50 копеек. Выбрали 17 монет. 

а) Какой остаток при делении на 6 даст их сумма?

б) Можно ли набрать 10 рублей ровно 100 монетами?

в) Петя должен был заплатить 16 рублей 66 коп. Он выложил 60 монет, и это оказалось больше, чем надо. Какую наименьшую сдачу он мог получить?
Ответ: а) 4. б) нельзя. г) 2 копейки.
Решение. а) Итак, посмотрим на остатки от деления на 6 номиналов монет. От 2 копеек остаток 2, от 20 копеек 2 и, наконец, от 50 копеек тоже 2. Если каждая монета дает остаток 2, то 17 монет дадут остаток такой же, как и 17*2=34. Так как 34 при делении на 6 дает остаток 4 то и сумма, набранная 17 монетами, при делении на 6 даст в остатке 4.
б) Воспользуемся тем, что номиналы монет при делении на 6 дают одинаковый остаток – 2. Аналогично предыдущему пункту любая сумма, набранная 100 монетами, при делении на 6 даст в остатке 2 (100*2=200, остаток от деления 200 на 6 равен 2). А с другой стороны 10 рублей или 1000 копеек дадут при делении на 6 остаток 4. Так как остатки не совпали, то из данных нам монет не получится 10 рублей 100 монетами.

в) Воспользуемся тем, что номиналы монет при делении на 6 дают одинаковый остаток. 60 делится на 6 без остатка, поэтому 60 монетами можно набрать только  кратное 60 число копеек, а 16 рублей 66 копеек, или 1666 копеек при делении на 6 дают остаток 4. Таким образом, минимальная сумма, которую может быть мог набрать Петя – 1668 копеек, так как это минимальное число, которое большее 1666 и делится на  6. В этом случае Петя получит сдачу 2 копейки.


Покажем теперь, что Петя действительно мог набрать 1668 копеек 60 монетами. Для этого приведем пример. 8 копеек – 4 монеты по 2 копейки. Если взять оставшиеся 56 монет 20 копеечными монетами, то в итоге получим 1128 копеек, что меньше необходимых нам 1668 на 540. Заменив монету 20 копеек на 50 копеек, заметим, что сумма увеличится на 30. Так как 540 : 30=18, то, заменив 18 из 56 20 копеечных монет на 50 копеечные, мы получим 4*2+18*50+38*20=1668 копеек 60 монетами. Значит, Петя мог получить сдачу в 2 копейки.
Замечание. Из того, что 1668 делится на 6 еще не следует, что 1668 копеек можно набрать 60 монетами. Например, 60 и 60000 тоже делятся на 6, но набрать такую сумму 60 монетами достоинством 2 или 20 или 50 копеек не получится (так как самая маленькая возможная сумма это 60*2=120, а самая большая 60*50=3000). Поэтому нам нужно было привести конкретный пример.
4. 100 натуральных чисел выписаны в ряд. Известно, что при делении на 5 сумма любых трех, идущих подряд чисел дает остаток 1, а любых четырех – 3. А какой остаток при делении на 5 дает сумма всех чисел? А каким может быть остаток при делении на 5 первого числа?
Ответ. Сумма всех чисел дает остаток 0. Первое число дает остаток 2. 
Решение. Сумма любых 4 чисел при делении на 5 дает остаток 3. Все 100 чисел можно разбить на 25 четверок, сумма чисел в каждой четверке дает остаток 3, значит, сумма всех чисел дает такой же, как и число25*3= 75, то есть остаток 0.


Сумма первых 4 чисел дает остаток 3. А сумма второго, третьего и четвертого ‑ 1, значит, остаток первого числа можно найти вычитанием 3-1=2.
Замечание. Можно доказать, что любое выписанное число дает при делении на 5 остаток 2.
5. В таблице 7×7 записаны 49 натуральных чисел. Известно, что сумма чисел в каждой строке четна. Может ли сумма чисел в каждом столбце быть нечетной?
Ответ: нет.
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Решение. Так как сумма чисел в каждой строке четна, то сумма чисел во всей таблице тоже четна. Если сумма чисел в каждом столбце нечетна, то сумма чисел во всей таблице должна быть нечетной, так как в таблице 7 столбцов.


Но, сумма всех чисел не может быть одновременно и четной и нечетной. Противоречие, следовательно, не может быть, что в каждом столбце сумма чисел нечетна.
6. а) Какие остатки может давать точный квадрат при делении на 5? 

б) Может ли число a2+b2+c2 делиться на 5, если ни одно из чисел a, b, c не делится на 5? 

Ответ. а) 0,1,4. б) не может.

Решение. а) Возьмем натуральное число a и посмотрим, какие остатки оно может давать при делении на 5.

· Если a при делении на 5 дает остаток 0, то и a2 при делении на 5 дает остаток 0. 
· Если a при делении на 5 дает остаток 1, то и a2  при делении на 5 дает остаток 1.

· Если a при делении на 5 дает остаток 2, то и a2 при делении на 5 дает остаток 4. 

· Если a при делении на 5 дает остаток 3, то и a2 при делении на 5 дает остаток такой же, как и число 3*3=9, то есть остаток 4. 
· Если a при делении на 5 дает остаток 4, то и a2 при делении на 5 дает остаток такой же, как и число 4*4=16, то есть остаток 1.

Итого получились возможные остатки 0,1,4.

б) Если ни одно из чисел a, b, c не делится на 5, то по пункту а) числа a2, b2, c2 при делении на 5 могут давать остатки 1 и 4.  Переберем остатки, которые могут давать эти три числа при делении на 5.

· Если все три числа a2, b2, c2 при делении на 5 дают остаток 1, то их сумма при делении на 5 дает остаток 3, то есть на 5 не делится. 
· Если два из них дают остаток 1, а еще одно дает остаток 4, то сумма дает остаток 1, то есть на 5 не делится.

· Если два из них дают остаток 4, а еще одно дает остаток 1, то сумма дает остаток 4, то есть на 5 не делится. 

· Если все три дают остаток 4, то их сумма дает остаток 2, то есть на 5 не делится.

Мы перебрали все варианты, и убедились, что во всех случаях a2+b2+c2 на 5 не делится.

Замечание. Ключевым моментов в решении этой задачи является сведение ее к перебору всех возможных остатков от деления на некоторое число. Этот метод часто применяется при решении различных задач. Например, в следующей задаче 7.
7. Докажите, что для любого целого числа A по крайней мере одно из чисел A3+A и 
A3–A делится на 10.

Решение. Необходимо перебрать все остатки числа 10, что долго, попробуем сократить перебор. Итак, 10 делится и на 2, и на 5. заметим, что если A – нечетное, то и A3+A, и A3–A четные (делятся на 2). Тем более если A – четное то и A3+A, и A3–A четные (делятся на 2). То есть числа A3+A и A3–A всегда делятся на 2, чтобы хотя бы одно делилось на десять достаточно рассмотреть случаи делимости на 5. Докажем это перебирая все остатки которые может давать число А при делении на 5. 

· Если А при делении на 5 дает остаток 0, то и A3 при делении на 5 дает остаток 0, значит A3+A делится на 5. 
· Если А при делении на 5 дает остаток 1, то и A3 при делении на 5 дает остаток 1, значит A3-A делится на 5. 
· Если А при делении на 5 дает остаток 2, то A3 при делении на 5 дает остаток 3 (так как 8 дает остаток 3), значит A3+A делится на 5. 
· Если А при делении на 5 дает остаток 3, то A3 при делении на 5 дает остаток 2 (так как 27 дает остаток 2), значит A3+A делится на 5. 
· Если А при делении на 5 дает остаток 4, то и A3 при делении на 5 дает остаток 4 (так как 64 дает остаток 4), значит A3-A делится на 5.
Замечание. В этой задаче можно было бы честно перебрать все остатки при делении на 10, их не так много. Но немного проще сделать как выше – сначала перебрать остатки при делении на 2, а потом остатки при делении на 10.
8. а) Оля выписала в ряд 13 чисел. Вася подсчитал, что сумма первых трех и сумма первых десяти чисел заканчивается на одну и ту же цифру. Докажите, что среди исходных 13 чисел можно выбрать несколько чисел подряд, так что сумма выбранных чисел делится на 10.

Решение. Сумма чисел от четвертого до десятого равна разности суммы первых десяти чисел и суммы первых трех чисел. Так как по условию эти две суммы заканчиваются на одинаковые цифры, то сумма чисел от четвертого до десятого заканчивается на 0, то есть делится на 10.

б) В ряд записаны 13 натуральных чисел. Докажите, что можно выбрать группу из одного или нескольких чисел, идущих подряд так, что их сумма делится на 10.
Решение.  Рассмотрим такие 11 сумм: S1 ‑ первое число, S2 ‑ сумма первых 2 чисел S3 ‑ сумма первых трех чисел, S4 ‑ сумма первых четырех, …, S11 ‑ сумма первых одиннадцати чисел. Так как сумм одиннадцать, а вариантов для последней цифры десять, то, по принципу Дирихле, какие-то две суммы заканчиваются на одну и ту же цифру. Пусть это суммы Sk и Sn, k<n. Тогда, аналогично пункту а) сумма чисел от (k+1)-го до n-го равна Sn-Sk, а, значит, делится на 10.
9. В 1000000-значном числе 371019112.... каждая цифра, начиная с 5-й, равна последней цифре суммы четырех предыдущих цифр. Найдется ли в этом числе такой кусок: ...0248...?
Ответ. Не найдется.
Решение 1. Посмотрим на четность написанных чисел. Будем писать Н вместо нечетной цифры и Ч вместо четной. Первые 4 цифры у нас НННЧ, значит, следующая цифра будет нечетной. Теперь у нас 4 последовательные цифры это ННЧН – значит, потом опять будет нечетная. Аналогично дальше у нас получатся еще две нечетные цифры. Получились 4 подряд нечетные цифры. Значит, дальше идет четная цифра. Заметим, что как и в начале получились четыре последовательные цифры НННЧ. Значит, дальше будет идти опять 4 нечетных, а потом четная, потом опять 4 нечетных и четная и так далее.… Значит, две четных подряд не встретятся никогда и на кусок 0248 в этом числе не найдется.
Решение 2. Предположим, что такой кусок нашелся. Тогда перед цифрами 0248 обязательно должна стоять 2, перед куском 20248 обязательно должна стоять цифра 0, перед куском 020248 обязательно должна стоять цифр 8 и так далее. Видно, что все получающиеся цифры четные. Докажем это.

Пусть у нас подряд стоят 4 четных цифры ЧЧЧЧ. Пусть перед этим куском стоит цифра a. Тогда если к a прибавить три четные цифры, то получится снова четная. Значит, a тоже четная, то есть перед 4 четными цифрами обязательно идет тоже четная. Тогда и перед этой цифрой тоже идет четная. И так далее. Значит, все цифры в числе четные. Но мы знаем, что это не так – начинается число с 371. Мы пришли к противоречию, следовательно, наше предположение неверное и в числе не встретится кусок 0248. 
http://www.mccme.ru/circles/mccme/2009/7klass/index.htm


_1289691647.unknown

