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Èíäóêöèÿ II

Ãîëîâîëîìêà �Õàíîéñêàÿ áàøíÿ�

Ãîëîâîëîìêà �Õàíîéñêàÿ áàøíÿ� ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî äèñêîâ, íàíèçàííûõ â

ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ íà îäèí èç òðåõ êîëûøêîâ. Òðåáóåòñÿ ïåðåìåñòèòü

âñþ áàøíþ ñ êîëûøêà A íà êîëûøåê C, ïåðåíîñÿ êàæäûé ðàç òîëüêî îäèí äèñê è íå

ïîìåùàÿ áîëüøèé äèñê íà ìåíüøèé.

Çàäà÷à 1. Ïðèäóìàéòå ðåøåíèå äëÿ Õàíîéñêîé áàøíè èç (a) òðåõ êîëåö; (b) 6 êîëåö.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà êîëåö ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.

Óòâåðæäåíèå: Âñåõ øêîëüíèêîâ çîâóò îäèíàêîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî (ïî èíäóêöèè):

Áàçà: Ïðè n = 1: Äëÿ ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî øêîëüíèêà, óòâåðæäåíèå, î÷å-

âèäíî, âûïîëíåíî.

Øàã: Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èç k øêîëüíèêîâ âåðíî, ÷òî âñåõ èõ çîâóò îäèíàêî-

âî. Òîãäà âîçüìåì êàêîå-òî ìíîæåñòâî èç k + 1 øêîëüíèêà. Åñëè óáðàòü èç íåãî îäíîãî

øêîëüíèêà, òî èõ îñòàíåòñÿ k. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ó íèõ îäèíàêîâûå èìåíà.

Òåïåðü âåðíåì íà ìåñòî çàáðàííîãî øêîëüíèêà è óáåðåì êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî. Øêîëü-

íèêîâ ñíîâà k, ò.å. âñåõ çîâóò îäèíàêîâî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Íî òîãäà è âñåõ

k + 1 øêîëüíèêîâ çîâóò îäèíàêîâî.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàäà÷à 3. Èç êâàäðàòà êëåò÷àòîé áóìàãè ðàçìåðîì 2n × 2n âûðåçàëè îäíó êëåòêó.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííóþ ôèãóðó ìîæíî ðàçðåçàòü íà �óãîëêè� èç òð¼õ êëåòîê;

Çàäà÷à 4. Èçâåñòíî, ÷òî x+ 1
x
� öåëîå ÷èñëî. (a) Äîêàæèòå, ÷òî xn + 1

xn � òàêæå öåëîå

ïðè ëþáîì öåëîì n. (b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêèõ x, íå ðàâíûõ ±1.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: 1 · 1! + 2 · 2! + ...+ n · n! = (n+ 1)!− 1.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n: (a) n3 + 5n äåëèòñÿ íà 6;

(b) 4n + 15n− 1 äåëèòñÿ íà 9.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 3n îäèíàêîâûõ öèôð, äåëèòñÿ íà 3n.
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