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Ââåäåíèå

Çà÷åì ýòà êíèãà?

Ìû ïðèâîäèì ïîäáîðêè çàäà÷ ïî êîìáèíàòîðíûì ðàçäåëàì ìà-

òåìàòèêè. Ýòè çàäà÷è ïîäîáðàíû òàê, ÷òî â ïðîöåññå èõ ðåøåíèÿ

÷èòàòåëü (òî÷íåå, ðåøàòåëü) îñâîèò îñíîâû âàæíûõ òåîðèé � êàê

êëàññè÷åñêèõ, òàê è ñîâðåìåííûõ. Ñð. [S06℄, [ZSS℄, [Ju℄. Êíèãà áóäåò

ïîëåçíà ó÷àñòíèêàì êðóæêîâ äëÿ ìëàäøåêóðñíèêîâ è ñòàðøåêëàññ-

íèêîâ (â ÷àñòíîñòè, îðèåíòèðîâàííûõ íà îëèìïèàäû), à òàêæå èõ

ðóêîâîäèòåëÿì. Íåêîòîðûå ïðèâîäèìûå êðàñèâûå çàäà÷è è âàæíûå

òåìû ìàëîèçâåñòíû â òðàäèöèè êðóæêîâ ïî ìàòåìàòèêå, íî ïîëåç-

íû êàê äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, òàê è äëÿ ïîäãîòîâêè ê

îëèìïèàäàì.

Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ (ò. å. èçó÷åíèå ñîîò-

âåòñòâóþùèõ òåîðèé) òàêæå ïîëåçíî âñåì, êòî õî÷åò ñòàòü ìàòå-

ìàòèêîì, ñïåöèàëèñòîì ïî 
omputer s
ien
e èëè ïðîãðàììèñòîì,

ðàáîòàþùèì â íàóêî¼ìêèõ îòðàñëÿõ èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé.

Èìåííî òàêèõ ñïåöèàëèñòîâ ìû ãîòîâèì íà �àêóëüòåòå èííîâàöèé

è âûñîêèõ òåõíîëîãèé (ÔÈÂÒ) Ìîñêîâñêîãî �èçèêî-òåõíè÷åñêîãî

èíñòèòóòà. Ïðèâåäåííûå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè êóðñîâ

äèñêðåòíûõ ñòðóêòóð è äèñêðåòíîãî àíàëèçà íà ýòîì �àêóëüòåòå.

Ýòè êóðñû ÷èòàþò À.Á. Äàéíÿê è À.Ì. �àéãîðîäñêèé, à îñòàëü-

íûå àâòîðû âåäóò ñåìèíàðû ïî ýòèì êóðñàì. Íåêîòîðûå ìàòåðèà-

ëû îñíîâàíû íà çàíÿòèÿõ, ïðîâåäåííûõ À.Á. Ñêîïåíêîâûì â Êèðîâ-

ñêîé ëåòíåé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëå (äî 2016), Ìîñêîâñêîé âûåçäíîé

îëèìïèàäíîé øêîëå (ñ 2004), à òàêæå íà êðóæêàõ ¾Ìàòåìàòè÷å-

ñêèé ñåìèíàð¿ (1994-2013) è ¾Îëèìïèàäû è ìàòåìàòèêà¿ (ñ 2003, â

øêîëå ¾Èíòåëëåêòóàë¿ ñ 2015).

Êîìáèíàòîðèêà � îäèí èç ñàìûõ êðàñèâûõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåí-

íîé ìàòåìàòèêè. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ýòîãî ðàçäåëà çà÷àñòóþ äîñòóï-

íû øêîëüíèêàì. À ðåçóëüòàòû, òåì íå ìåíåå, íîñÿò �óíäàìåíòàëü-

íûé õàðàêòåð è âàæíû êàê äëÿ ðàçâèòèÿ äðóãèõ ðàçäåëîâ ìàòåìà-

òèêè, òàê è äëÿ ïðèëîæåíèé â èí�îðìàòèêå, áèîëîãèè, ýêîíîìèêå

è äð. Ìû ïîñòàðàåìñÿ ðàññêàçàòü î òåõ ìîùíûõ ñîâðåìåííûõ ìåòî-

äàõ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì êîìáèíàòîðèêà ïðèîáðåòàåò íîâûé îáëèê,

ñòàíîâÿñü ñåðüåçíîé íàóêîé. Ñðåäè ýòèõ ìåòîäîâ, ïîìèìî áîëåå èëè

ìåíåå ñòàíäàðòíûõ, âåðîÿòíîñòíûé è ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìå-
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òîäû. Îíè ëåæàò â îñíîâå ñàìûõ ïðîäâèíóòûõ êîìáèíàòîðíûõ ðå-

çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ.

Ïàðàãðà�û âòîðîé ïîëîâèíû êíèãè ïîñâÿùåíû àêòèâíî ðàçâè-

âàþùèìñÿ îáëàñòÿì ìàòåìàòèêè. Õîòÿ çäåñü èçó÷àþòñÿ òîëüêî ñà-

ìûå ïðîñòûå ðåçóëüòàòû è ìåòîäû, îíè äàþò íåêîòîðîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå îá îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ îáëàñòÿõ. Ñ ýòîé æå öåëüþ ïðèâîäÿòñÿ çàìå÷àíèÿ, êîòî-

ðûå íå èñïîëüçóþòñÿ íè â �îðìóëèðîâêàõ, íè â ðåøåíèÿõ çàäà÷.

Âàæíûå �àêòû âûäåëåíû ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ èëè ¾ñëåäñòâèå¿.

Èñïîëüçóåìûé ìàòåðèàë.

Ôîðìóëèðîâêè áîëüøèíñòâà çàäà÷ äîñòóïíû ñòàðøåêëàññíèêàì,

èíòåðåñóþùèìñÿ ìàòåìàòèêîé;

1

ìû ïðèâîäèì âñå íåîáõîäèìûå îïðå-

äåëåíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû è íå âñåãäà

èçó÷àåìûå íà êðóæêàõ. Áåç íàïîìèíàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïðî-

ñòåéøèå îïðåäåëåíèÿ è ðåçóëüòàòû òåîðèè ÷èñåë [GIM, �8-�9℄, [Vi,

��1-3℄, [ZSS, ��2.1-2.6, 3.1 è 3.3℄. Åñëè â íåêîòîðîì ðàçäåëå äëÿ ïî-

íèìàíèÿ óñëîâèé èëè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íóæíû äîïîëíèòåëüíûå

ñâåäåíèÿ (èëè êîíñóëüòàöèÿ ñïåöèàëèñòà), òî â íà÷àëå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ðàçäåëà ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè.

Ïðè ýòîì ìíîãèå çàäà÷è òðóäíû: äëÿ èõ ðåøåíèÿ íóæíî ïðåä-

âàðèòåëüíî ïðîðåøàòü äðóãèå ïðèâåäåííûå çàäà÷è íà äàííóþ òåìó.

Êàê óñòðîåíà êíèãà.

Ýòó êíèãó íå îáÿçàòåëüíî ÷èòàòü (òî÷íåå, ïðîðåøèâàòü) ïîä-

ðÿä. Ïàðàãðà�û è ðàçäåëû êíèãè ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò

äðóãà (êðîìå ðàçäåëîâ â �3 è �4, êîòîðûå æåëàòåëüíî ïðîðåøèâàòü

ïîäðÿä). Åñëè â çàäà÷å îäíîãî èç ðàçäåëîâ âñå-òàêè èñïîëüçóåòñÿ

ìàòåðèàë äðóãîãî ðàçäåëà, òî ëèáî ýòó çàäà÷ó ìîæíî èãíîðèðîâàòü,

ëèáî ïîñìîòðåòü êîíêðåòíî óêàçàííûé ìàòåðèàë äðóãîãî ðàçäåëà.

Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â êîíöå ââåäåíèÿ. Îñíîâíûå ïî-

íÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ òåîðèè ãðà�îâ ââåäåíû â �2.1.

Ïðè ýòîì ïàðàãðà�û ðàñïîëîæåíû ïðèìåðíî â ïîðÿäêå âîçðàñ-

1

×àñòü ìàòåðèàëà (íàïðèìåð, �1.1) íà íåêîòîðûõ êðóæêàõ è ëåòíèõ øêîëàõ

èçó÷àåòñÿ äàæå øåñòèêëàññíèêàìè. Îäíàêî ïðèâîäèìûå ïîäñêàçêè, óêàçàíèÿ

è ðåøåíèÿ ðàññ÷èòàíû íà ÷èòàòåëåé ñ íåêîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðîé

(íåîáõîäèìîé äëÿ îñâîåíèÿ á�îëüøåé ÷àñòè êíèãè). �àçáèðàòü ýòè ðåøåíèÿ ñ

øåñòèêëàññíèêàìè íóæíî ïî-äðóãîìó, ñì., íàïðèìåð, [GIF℄.
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òàíèÿ ñëîæíîñòè ìàòåðèàëà.

Ê âàæíåéøèì çàäà÷àì ïðèâîäÿòñÿ ïîäñêàçêè, óêàçàíèÿ è ðåøå-

íèÿ. Ïîäñêàçêè è óêàçàíèÿ ðàñïîëîæåíû â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðà-

�à. Îäíàêî ê íèì ñòîèò îáðàùàòüñÿ ïîñëå ïðîðåøèâàíèÿ êàæäîé

çàäà÷è.

Îáùèå çàìå÷àíèÿ ê �îðìóëèðîâêàì çàäà÷.

Çàäà÷è îáîçíà÷àþòñÿ æèðíûìè öè�ðàìè. Åñëè â óñëîâèè çà-

äà÷è íàïèñàíî ¾íàéäèòå¿, òî íóæíî äàòü îòâåò áåç çíàêà ñóììû

è ìíîãîòî÷èÿ. Åñëè æå óñëîâèå çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé

óòâåðæäåíèÿ, òî â çàäà÷å òðåáóåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàòü. Êàê

ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì �îðìóëèðîâêó óòâåðæäåíèÿ ïåðåä åãî äî-

êàçàòåëüñòâîì.

2

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäå-

íèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è. Ýòî âñåãäà ÿâíî îãî-

âàðèâàåòñÿ â ïîäñêàçêàõ, à èíîãäà è ïðÿìî â òåêñòå. (Íà çàíÿòèè

çàäà÷à-ïîäñêàçêà âûäàåòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà øêîëüíèê èëè ñòó-

äåíò íåìíîãî ïîäóìàë íàä ñàìîé çàäà÷åé.)

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ íå îðèãèíàëüíû, íî óñòàíîâèòü ïåðâîèñòî÷-

íèê íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ìíîãèå çàäà÷è âçÿòû èç [IKRS℄,

[ZSS℄, [Lo℄ è èç íåîïóáëèêîâàííûõ ìàòåðèàëîâ êà�åäðû äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêè ÔÈÂÒ ÌÔÒÈ, íà êîòîðîé ðàáîòàþò àâòîðû.

Î ëèòåðàòóðå.

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ìû ïðèâîäèì òîëüêî òå ñòàíäàðòíûå ó÷åá-

íèêè ïî êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ãðà�îâ, êîòîðûå ïî òåì èëè èíûì

ïðè÷èíàì ÷àùå èñïîëüçóåì â ïðåïîäàâàíèè. Òàêæå ìû ïðèâîäèì

ññûëêè íà âñþ èçâåñòíóþ íàì áîëåå ñåðüåçíóþ ó÷åáíî-íàó÷íóþ ëè-

òåðàòóðó. Íî ýòîò ñïèñîê òîæå íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó, ïîñêîëüêó

ìû ìîæåì íå çíàòü î íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ.

Â ñïèñêå ëèòåðàòóðû [Ga, GKP, Har, Hal, KS, Mk, R15, R14,

R10, R08, S05, S13, VS88, 8℄ è [AM, Ig, JLR, Ju, KZP, CR, Pr, Vi,

R12, R13, S15℄ � áàçîâûå ó÷åáíèêè è ñòàòüè ïî òåìàì ýòîé êíèãè è

2

×àñòî ïðîèñõîäèò îáðàòíîå: �îðìóëèðîâêè êðàñèâûõ ðåçóëüòàòîâ è âàæ-

íûõ ïðîáëåì, ðàäè êîòîðûõ áûëà ïðèäóìàíà òåîðèÿ, ïðèâîäÿòñÿ òîëüêî ïîñëå

ïðîäîëæèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ ýòîé òåîðèè (èëè íå ïðèâîäÿòñÿ ñîâñåì). Ýòî ñïî-

ñîáñòâóåò ïîÿâëåíèþ ïðåäñòàâëåíèÿ î ìàòåìàòèêå êàê íàóêå, èçó÷àþùåé íåìî-

òèâèðîâàííûå ïîíÿòèÿ è òåîðèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèíèæàåò öåííîñòü ìà-

òåìàòèêè.
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ïî ñâÿçàííûì òåìàì, [AS, BF, Bo, Gr, Lo, S, S14, So℄ � áîëåå ïðî-

äâèíóòàÿ ëèòåðàòóðà. Îñòàëüíîå � èñòî÷íèêè çàìå÷àíèé, îñíîâíîå

ñîäåðæàíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü íå ñâÿçàíî ñ ýòîé êíèãîé, è îïóá-

ëèêîâàííûå ðàííèå âåðñèè îòäåëüíûõ ÷àñòåé êíèãè.

Áëàãîäàðíîñòè.

Ìû áëàãîäàðèì ñîàâòîðîâ ïåðâîãî èçäàíèÿ À. À. �ëèáè÷óêà, À.

Á. Äàéíÿêà è À. À. ×åðíîâà. Ìû áëàãîäàðèì çà ïîëåçíûå çàìå÷à-

íèÿ ðåäàêòîðîâ êíèãè À.Â. Øàïîâàëîâà è È.Ä. Øêðåäîâà, à òàêæå

È.À. Ìèòðî�àíîâà, Ä.Ì. Îâ÷èííèêîâó, À.À. Ïîëÿíñêîãî, Ì.Á. Ñêî-

ïåíêîâà, Å.À. Øëûêîâà, È.Í. Øíóðíèêîâà è ÷ëåíîâ ðåäêîëëåãèè

ñáîðíèêà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå¿. Ìû áëàãîäàðèì ñòóäåí-

òîâ çà êàâåðçíûå âîïðîñû è óêàçàíèÿ íà íåòî÷íîñòè. Ìû áëàãîäà-

ðèì À.Þ. Âåñíèíà çà ðàçðåøåíèå èñïîëüçîâàòü ðèñ. 9.

À.Á. Êóïàâñêèé ïîääåðæàí ãðàíòîì �ÔÔÈ 12-01-00683 è ãðàí-

òîì Ïðåçèäåíòà �Ô ÌÄ-6277.2013.1. À.Ì. �àéãîðîäñêèé ïîääåðæàí

ãðàíòîì �ÔÔÈ 12-01-00683, ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà �ÔÌÄ-6277.2013.1

è ãðàíòîì âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-2519.2012.1. À.Á. Ñêîïåíêîâ

÷àñòè÷íî ïîääåðæàí ãðàíòîì �îíäà Ñàéìîíñà.
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Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

• [x] � (íèæíÿÿ) öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

• d | n � ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî d (äëÿ öåëûõ d è n).

• [n] = Rn � ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n}.

• R, Q, Z � ìíîæåñòâà âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ, ðàöèîíàëüíûõ è

öåëûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî.

• Z2 � ìíîæåñòâî {0, 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2 ñ îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2.

• Zm � ìíîæåñòâî {0, 1, . . . ,m − 1} îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà m
ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ m.

•
(
n

k

)
� êîëè÷åñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà (äðóãîå îáîçíà÷åíèå: Ck
n).

•
(
X

k

)
� ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà X.

• |X| � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå X.

• A \ B = {x | x ∈ A è x /∈ B} � ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B (íå

ïóòàéòå ýòîò çíàê ñ /).

• A⊔B � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B. �åçóëüòàò
ýòîé îïåðàöèè ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B,
íî ïðè ýòîì ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî A ∩B = ∅.

• A ⊂ B � ¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B¿. (Â íåêî-

òîðûõ äðóãèõ êíèãàõ ýòî îáîçíà÷àþò A ⊆ B, à A ⊂ B îçíà÷àåò

¾ìíîæåñòâî A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B è íå ðàâíî B¿.)

• x := a îçíà÷àåò �ðàçó ¾îáîçíà÷èì x = a¿.
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1 Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

1.1 Ïîäñ÷¼ò è êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà

1.1.1. (a)

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
. (b) Íàéäèòå ñóììó

(
n

0

)
+ . . .+

(
n

n

)
.

1.1.2. (a) Ïðàâèëî Ïàñêàëÿ.

(
n+ 1

k + 1

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)
, åñëè 0 6

k 6 n− 1. (Ïîäñêàçêà ïðèâåäåíà ïîñëå çàäà÷è 1.1.4.a.)

(b)

{
n+ 1
k + 1

}
= (k + 1)

{
n

k + 1

}
+

{
n
k

}
. Çäåñü

{
n
k

}
� êîëè÷åñòâî

ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k ÷àñòåé (ò. å. íåïóñòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ); ðàçáèåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûìè, ò. å. ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà {1, 2, 3} íà ÷àñòè {1, 2} è {3} è ðàçáèåíèå òîãî æå ìíî-

æåñòâà íà ÷àñòè {3} è {1, 2} ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè. Ñð. ñ çàäà÷åé
1.4.7.e.

Çàìå÷àíèå. ×èñëà

{
n
k

}
íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà âòî-

ðîãî ðîäà; ïîäðîáíåå î íèõ ñì., íàïðèìåð, [GKP, ñ. 287℄.

1.1.3. (a) Âî ñêîëüêèõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà R11 íå íàéä¼òñÿ

äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë?

(b) Òî æå äëÿ òð¼õ ïîäðÿä èäóùèõ ÷èñåë.

1.1.4. (a)

(
n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

(b) Áèíîì Íüþòîíà. (a+ b)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
ajbn−j

.

Êàê ðåøàòü çàäà÷è ýòîãî ðàçäåëà? Ïðèìåíÿéòå ÿâíî îáùèå

ïðàâèëà êîìáèíàòîðèêè, êîòîðûå Âû ÿâíî ñ�îðìóëèðîâàëè. Âîò

ïðèìåðû.

Ïðàâèëî ñóììû. Äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A,B âû-

ïîëíåíî |A ⊔B| = |A|+ |B|.
Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ.Äëÿ ëþáûõ äâóõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A,B

âûïîëíåíî |A×B| = |A| · |B|.
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Ïðàâèëî áèåêöèè (1 : 1-îòîáðàæåíèÿ). Åñëè f : A → B � áè-

åêöèÿ (ò.å. âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå) ìåæäó êîíå÷íûìè

ìíîæåñòâàìè, òî |A| = |B|.
Ïðàâèëî s : 1-îòîáðàæåíèÿ. Åñëè n ∈ Z, f : A→ B � îòîáðàæå-

íèå ìåæäó êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, è äëÿ ëþáîãî x ∈ B âûïîëíåíî

|f−1(x)| = s, òî |A| = s|B|.
Ïðàâèëî îòîáðàæåíèÿ. Åñëè f : A → B � îòîáðàæåíèå ìåæäó

êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè, òî |A| =∑x∈B |f−1(x)|.
Ïðè ïðèìåíåíèè ÿâíî óêàçûâàéòå òå ìíîæåñòâà A,B è îòîáðà-

æåíèå f , ê êîòîðûì ïðèìåíÿåòå ïðàâèëî.

Ìû ïðåäëàãàåì ðàçíûå ñïîñîáû, êîòîðûå ïðîäåìîíñòðèðóåì íà

ïðèìåðå òðåõ äîêàçàòåëüñòâ ïðàâèëà Ïàñêàëÿ 1.1.2.a è ïîäñêàçêè ê

äîêàçàòåëüñòâó �îðìóëû 1.1.4.a.

3

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî: ïðàâèëî ñóììû. Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ,

èäåÿ â ñëåäóþùåì: ÷òîáû âûáðàòü k + 1 �óòáîëèñòîâ, íóæíî ëèáî
âûáðàòü k+1 ïîëåâûõ, ëèáî âðàòàðÿ è k ïîëåâûõ. Ïðèâåäåì ñòðîãîå

èçëîæåíèå ýòîé èäåè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñåìåéñòâî (k + 1)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

ìíîæåñòâà [n + 1], ñîäåðæàùèõ ÷èñëî n + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
ñåìåéñòâî (k + 1)-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [n + 1], íå
ñîäåðæàùèõ ÷èñëî n+ 1. Òîãäà

• |A| =
(n
k

)
, òàê êàê ïðè óäàëåíèè ÷èñëà n+ 1 èç ïîäìíîæåñòâà

X ∈ A ïîëó÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî â [n];

• |B| =
( n
k+1

)
, òàê êàê äëÿ ïîäìíîæåñòâà X ∈ B èìååì B ⊂ [n].

Ïîýòîìó è ïî ïðàâèëó ñóììû

(n+1
k+1

)
= |A|+ |B| =

( n
k+1

)
+
(n
k

)
.

Äðóãàÿ çàïèñü ýòîãî ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

f :

(
[n+ 1]

k + 1

)
→
(

[n]

k + 1

)
⊔
(
[n]

k

)
�îðìóëîé f(A) := A− {n+ 1}.

Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ýòî � áèåêöèÿ (íàïðèìåð, îïðåäåëèâ ÿâíîé

�îðìóëîé îáðàòíîå îòîáðàæåíèå).

3

Ìíîãèå çàäà÷è ýòîãî ðàçäåëà ðåøàþòñÿ íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç òðåõ

ïðåäëîæåííûõ. Íî, êîíå÷íî, íå êàæäûé ñïîñîá ïðèìåíèì ê êàæäîé çàäà÷å.

Îáû÷íî â óêàçàíèÿõ äëÿ êðàòêîñòè ïðèâîäèòñÿ òîëüêî îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ.

Ñì. òàêæå ñíîñêó 1.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî: èñïîëüçîâàíèå ÿâíîé �îðìóëû 1.1.4.a.

Èìååì

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)
=

n!

(n− k − 1)!(k + 1)!
+

n!

(n− k)!k!
=

=
n!

(n− k − 1)!k!

(
1

k + 1
+

1

n− k

)
=

n!

(n− k − 1)!k!
· n+ 1

(k + 1)(n − k)
=

=
(n+ 1)!

(n− k)!(k + 1)!
=

(
n+ 1

k + 1

)
.

Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî: èñïîëüçîâàíèå áèíîìà Íüþòîíà 1.1.4.b.

×èñëî

(n+1
k+1

)
ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðè xk+1

â ìíîãî÷ëåíå

(1 + x)n+1 = (1 + x)n(1 + x) = x(1 + x)n + (1 + x)n.

Ïîýòîìó ÷èñëî

(n+1
k+1

)
ðàâíî ñóììå êîý��èöèåíòîâ ïðè ñòåïåíÿõ xk

è xk+1
ó ìíîãî÷ëåíà (1+x)n. Îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Ïîäñêàçêà ê äîêàçàòåëüñòâó �îðìóëû 1.1.4.a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ak
[n] ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ äëèíû k èç ýëåìåíòîâ ìíî-

æåñòâà [n], ñîñòîÿùèõ èç ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : Ak

[n] → Ak−1
[n] �îðìóëîé f(a1, . . . , ak) =

(a1, . . . , ak−1). Òîãäà ïî ïðàâèëó s : 1-îòîáðàæåíèÿ

|Ak
[n]| = (n− k + 1)|Ak−1

[n] |

(äîêàæèòå!). Ïîýòîìó

|Ak
[n]| = n(n− 1) . . . (n− k + 1).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g : Ak
[n] →

([n]
k

)
�îðìóëîé g(a1, . . . , ak) =

{a1, . . . , ak}. Òîãäà ïî ïðàâèëó s : 1-îòîáðàæåíèÿ |Ak
[n]| = k!

(
n
k

)
(äî-

êàæèòå!).

1.1.5. Íàéäèòå ñóììû: (a)

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+ . . . + (−1)n

(
n

n

)
;

(b)

(
n

0

)
+

1

2

(
n

1

)
+

1

3

(
n

2

)
+ . . . +

1

n+ 1

(
n

n

)
;
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2 Îñíîâû òåîðèè ãðà�îâ

2.1 Glossary of Graph Theory

Âåðîÿòíî, ââîäèìûå çäåñü ïîíÿòèÿ çíàêîìû ÷èòàòåëþ, íî ìû

ïðèâîäèì ÷åòêèå îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû �èêñèðîâàòü òåðìèíîëîãèþ

(êîòîðàÿ áûâàåò äðóãîé â äðóãèõ êíèãàõ).

�ðà�îì G = (V,E) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V = V (G)

âìåñòå ñ ñåìåéñòâîì E = E(G) ⊂
(
V

2

)
åãî äâóõýëåìåíòíûõ ïîä-

ìíîæåñòâ (ò. å. íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ). (Áîëåå

òî÷íûé òåðìèí äëÿ ïîíÿòèÿ ãðà�à, äàííîãî çäåñü, � ãðà� áåç ïå-

òåëü è êðàòíûõ ðåáåð èëè ïðîñòîé ãðà�.) Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà V
íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E íàçûâàþòñÿ ðåá-

ðàìè. Õîòÿ ðåáðà � íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû, â òåîðèè ãðà�îâ èõ

òðàäèöèîííî îáîçíà÷àþò êðóãëûìè ñêîáêàìè. Âåðøèíû a è b íà-
çûâàþòñÿ êîíöàìè èëè âåðøèíàìè ðåáðà (a, b). Åñëè âåðøèíû a è
b ñîåäèíåíû ðåáðîì, îíè íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè èëè ñìåæíûìè, à

ñàìî ðåáðî (a, b) íàçûâàåòñÿ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç âåðøèíó a è âåðøè-
íó b, èëè èíöèäåíòíûì âåðøèíå a è âåðøèíå b.

Ïðè ðàáîòå ñ ãðà�àìè óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ èõ èçîáðàæåíèÿìè

� íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàíñòâå (èëè, âûðàæàÿñü íà-

ó÷íî, îòîáðàæåíèÿìè èõ òåë â ïëîñêîñòü èëè â ïðîñòðàíñòâî). Ñì.

ðèñ. 4, 5, 3, 8, 9 è 18 íèæå. Âåðøèíû èçîáðàæàþòñÿ òî÷êàìè. Êàæ-

äîå ðåáðî èçîáðàæàåòñÿ ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé åãî êîíöû. (Ïðè

ýòîì òîëüêî êîíöû êàæäîé ëîìàíîé èçîáðàæàþò âåðøèíû ãðà�à.)

Ëîìàíûå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, íî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (êðîìå îáùèõ

êîíöîâ ëîìàíûõ) íå ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè. Âàæíî, ÷òî ãðà� è åãî

èçîáðàæåíèå � íå îäíî è òî æå. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 5 (â öåíòðå è

ñïðàâà), 4 ïðèâåäåíû ðàçíûå èçîáðàæåíèÿ íà ïëîñêîñòè îäèíàêî-

âûõ ãðà�îâ (òî÷íåå, èçîìîð�íûõ ãðà�îâ, ñì. ï. 2.3).

Ïóòåì Pn íàçûâàåòñÿ ãðà� ñ âåðøèíàìè 1, 2, . . . , n è ðåáðàìè

(i, i+1), i = 1, 2, . . . , n−1. Öèêëîì Cn íàçûâàåòñÿ ãðà� ñ âåðøèíàìè

1, 2, . . . , n è ðåáðàìè (1, n) è (i, i + 1), i = 1, 2, . . . , n − 1. (Íå ïóòàé-
òå ýòè ãðà�û ñ ïóòåì â ãðà�å è öèêëîì â ãðà�å, îïðåäåëåííûìè

íèæå.)

�ðà� ñ n âåðøèíàìè, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû ðåáðîì,



50 Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì è îáîçíà÷àåòñÿ Kn. Åñëè âåðøèíû ãðà�à ìîæ-

íî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè òàê, ÷òî íåò ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåð-

øèíû èç îäíîé è òîé æå ÷àñòè, òî ãðà� íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì,

à ÷àñòè íàçûâàþòñÿ äîëÿìè. ×åðåç Km,n îáîçíà÷àåòñÿ äâóäîëüíûé

ãðà� ñ äîëÿìè èçm è èç n âåðøèí, â êîòîðîì èìåþòñÿ âñåmn ðåáåð
ìåæäó âåðøèíàìè ðàçíûõ äîëåé. Ñì. ðèñ. 5.

2.1.1. Â ëþáîì ãðà�å åñòü äâóäîëüíûé ïîäãðà�, ñîäåðæàùèé íå

ìåíåå ïîëîâèíû ðåáåð ãðà�à.

k-êëèêîé â ãðà�å íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðà� ñ k âåðøèíàìè, ÿâ-

ëÿþùèéñÿ ïîëíûì. Íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì èëè àíòèêëèêîé â

ãðà�å íàçûâàåòñÿ íàáîð åãî âåðøèí, ìåæäó êîòîðûìè íåò ð¼áåð.

Ñòåïåíüþ deg v âåðøèíû v ãðà�à íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âûõîäÿùèõ
èç íåå ð¼áåð. Èçîëèðîâàííîé âåðøèíîé íàçûâàåòñÿ âåðøèíà, èç êî-

òîðîé íå âûõîäèò íè îäíîãî ðåáðà.

�ðóáî ãîâîðÿ, ïîäãðà� äàííîãî ãðà�à� ýòî åãî ÷àñòü. Ôîðìàëü-

íî ãîâîðÿ, ãðà� G íàçûâàåòñÿ ïîäãðà�îì ãðà�à H, åñëè êàæäàÿ

âåðøèíà ãðà�à G ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ãðà�à H è êàæäîå ðåáðî ãðà-

�à G ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì ãðà�à H. Ïðè ýòîì äâå âåðøèíû ïîäãðà-

�à, ñîåäèíåííûå ðåáðîì â ãðà�å, íå îáÿçàòåëüíî ñîåäèíåíû ðåáðîì

â ïîäãðà�å.

Ïóòåì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v1e1v2e2 . . . en−1vn,
â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî i ðåáðî ei ñîåäèíÿåò âåðøèíû vi è vi+1. (�åá-

ðà e1, e2, . . . , en−1 íå îáÿçàòåëüíî ïîïàðíî ðàçëè÷íû.) ×èñëî n − 1
íàçûâàåòñÿ äëèíîé ïóòè. Öèêëîì â ãðà�å íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü v1e1v2e2 . . . en−1vnen, â êîòîðîé äëÿ ëþáîãî i < n ðåáðî

ei ñîåäèíÿåò âåðøèíû vi è vi+1, à ðåáðî en ñîåäèíÿåò âåðøèíû vn
è v1. Öèêëû ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ öèêëè-

÷åñêèì ñäâèãîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî n íàçûâàåòñÿ äëèíîé

öèêëà. Íåñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ íàçûâàåòñÿ öèêë, äëÿ êîòîðîãî âåð-

øèíû v1, v2, . . . , vn ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñòàíäàðòíûé òåðìèí (ìåíåå
óäîáíûé äëÿ íà÷èíàþùåãî) � ïðîñòîé öèêë.

2.1.2. (a) Ëþáîé öèêë, íå ïðîõîäÿùèé íè ïî îäíîìó ðåáðó äâàæäû,

ñîäåðæèò íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë.

(b) Ëþáîé öèêë íå÷¼òíîé äëèíû ñîäåðæèò íåñàìîïåðåñåêàþ-

ùèéñÿ öèêë íå÷¼òíîé äëèíû.
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(
) Ñïðàâåäëèâî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ öèêëîâ ÷¼ò-

íîé äëèíû, íå ïðîõîäÿùèõ íè ïî îäíîìó ðåáðó äâàæäû?

(d) Â ãðà�å åñòü íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷å-

ðåç ð¼áðà a è b, à òàêæå åñòü íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë, ïðîõî-

äÿùèé ÷åðåç ð¼áðà b è c. Òîãäà åñòü íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë,

ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ð¼áðà a è c.

�ðà� íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ìîæíî

ñîåäèíèòü ïóò¼ì, è íåñâÿçíûì èíà÷å.

2.1.3. Åñëè ñòåïåíü êàæäîé èç n âåðøèí ãðà�à áîëüøå

n
2 − 1,

òî ãðà� ñâÿçåí.

ßñíî, ÷òî ¾ñîåäèí¼ííîñòü íåêîòîðûì ïóò¼ì¿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøå-

íèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðà�à. Ñâÿçíîé êîì-

ïîíåíòîé ãðà�à íàçûâàåòñÿ ëþáîé êëàññ ýòîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíîñòè.

�èñ. 2: Óäàëåíèå ðåáðà G − e, ñòÿãèâàíèå ðåáðà G/e è óäàëåíèå

âåðøèíû G− x

Îïðåäåëåíèå îïåðàöèé óäàëåíèÿ ðåáðà è óäàëåíèÿ âåðøèíû ÿñ-

íî èç ðèñ. 2. Ôîðìàëüíî, ïîäãðà� G− v ãðà�à G èìååò ìíîæåñòâî

VF = VG − {v} è ìíîæåñòâî ðåáåð {(x, y) ∈ EG : x 6= v, y 6= v}.
Îïåðàöèÿ ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà (ðèñ. 2) óäàëÿåò èç ãðà�à ýòî ðåáðî è
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çàìåíÿåò âåðøèíû A è B ýòîãî ðåáðà íà îäíó âåðøèíó D, à âñå ð¼á-
ðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí A è B â íåêîòîðûå âåðøèíû, çàìåíÿåò

íà ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû D â òå æå âåðøèíû. (Â îòëè÷èå

îò ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà â ìóëüòèãðà�å, ñì. �2.5 è çàäà÷ó 2.2.6.e, êàæ-

äîå ïîëó÷èâøååñÿ ðåáðî êðàòíîñòè áîëüøå 1 çàìåíÿåòñÿ íà ðåáðî

êðàòíîñòè 1.) Íàïðèìåð, åñëè ãðà� � öèêë ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíà-

ìè, òî ïðè ñòÿãèâàíèè ëþáîãî åãî ðåáðà ïîëó÷èòñÿ öèêë ñ òðåìÿ

âåðøèíàìè.

Îðèåíòèðîâàííûì ãðà�îì (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð) G =
(V,E) íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V = V (G), íåêîòîðûå óïîðÿ-
äî÷åííûå ïàðû íåñîâïàäàþùèõ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî âûäåëåíû. Ìíî-

æåñòâî âûäåëåííûõ ïàð îáîçíà÷àåòñÿ E = E(G). Òàêèì îáðàçîì,

E ⊂ {(x, y) ∈ V × V | x 6= y}. Åñëè âûäåëåíû è ïàðà (a, b), è ïàðà

(b, a), òî ýòî ðåáðî íå íàçûâàåòñÿ êðàòíûì.

Îðèåíòèðîâàííûé ïóòü â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å � òàêàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, ÷òî â êàæäóþ ñëåäóþùóþ âåðøèíó âå-

äåò îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî èç ïðåäûäóùåé. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.

2.1.4. Ïóñòü äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� G, ó êîòîðîãî íà êàæäîì
ðåáðå u íàïèñàí âåñ f(u). (Ýòîò âåñ ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðàáîòó,

êîòîðóþ íóæíî çàòðàòèòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîéòè ïî ðåáðó îò íà-

÷àëà äî êîíöà.) Ôóíêöèÿ p : V (G) → R (¾ïîòåíöèàë¿) òàêàÿ, ÷òî

f(x, y) = p(x)− p(y) äëÿ ëþáîãî ðåáðà u = (x, y), ñóùåñòâóåò òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà âåñîâ ð¼áåð ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî

öèêëà ðàâíà íóëþ (ïðè ïðîõîæäåíèè ðåáðà ïî öèêëó â íàïðàâëå-

íèè, ïðîòèâîïîëîæíîì îðèåíòàöèè, âåñ â ñóììó áåð¼òñÿ ñî çíàêîì

¾ìèíóñ¿).

Òóðíèðîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðà�, ëþáûå äâå âåð-

øèíû êîòîðîãî ñîåäèíåíû ðåáðîì. (Ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí

v,w òóðíèðà ñðåäè åãî ðåáåð åñòü (v,w) èëè (w, v), íî íå îáà ðåá-

ðà ñðàçó.) Íàïðèìåð, åñëè ïðîâåäåí ÷åìïèîíàò ïî âîëåéáîëó ñðåäè

íåñêîëüêèõ êîìàíä, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé

è íåò íè÷üèõ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Âåðøèíû ãðà�à îáîçíà÷àþò êîìàíäû, ðåáðà îáî-

çíà÷àþò ìàò÷è, è ñòðåëêè íàïðàâëåíû îò ïîáåäèâøåé êîìàíäû ê

ïîáåæäåííîé. Ïîëó÷åííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðà� áóäåò òóðíèðîì.
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2.3.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîð�íûõ ãðà�îâ, èìåþ-

ùèõ 8 âåðøèí è 25 ð¼áåð?

2.3.5. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ èçîìîð�èçìà äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè

(ò. å. êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ ñ n íåçàíóìåðîâàííûìè âåð-

øèíàìè) ìåíüøå 4n.

2.3.6. (a) Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçìîâ K5 → K5? À K3,3 →
K3,3?

(b) Èçîìîð�íû ëè ãðà�û G2 è G3, âåðøèíû êàæäîãî èç êîòî-

ðûõ çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 7, âåðøèíû ãðà�à Gk ñîåäèíåíû

ðåáðîì, åñëè ëèáî i− j ≡ 1 mod 7, ëèáî i− j ≡ k mod 7.

(
) Ïîñòðîéòå ãðà� ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì n > 1 âåðøèí òàêîé,

÷òî íèêàêàÿ íå òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà åãî âåðøèí íå ÿâëÿåòñÿ

èçîìîð�èçìîì.

2.3.7. Ñèììåòðè÷íûå ãðà�û. Ýòà çàäà÷à äëÿ èñëåäîâàíèÿ ïðåäëî-

æåíà È.Í. Øíóðíèêîâûì. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñî ñâÿçíûìè îðèåí-

òèðîâàííûìè ìóëüòèãðà�àìè, èç êàæäîé âåðøèíû ãðà�à âûõîäÿò

äâà ðåáðà è â êàæäóþ âõîäÿò äâà ðåáðà. Òàêîé îðèåíòèðîâàííûé

ìóëüòèãðà� íàçîâåì ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçë÷-

íûõ ðåáåð a, b ñóùåñòâóåò åãî èçîìîð�èçì íà ñåáÿ ïðè êîòîðîì

ðåáðî a ïåðåõîäèò â ðåáðî b è íèêàêîå ðåáðî íå îñòàåòñÿ íà ìåñòå.

(a) Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ïðèäóìàéòå äâà (íåèçîìîð�-

íûõ) ñèììåòðè÷íûõ ìóëüòèãðà�à ñ n âåðøèíàìè êàæäûé.

(b) Ïðèäóìàéòå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û ñ 6, 12 è 30 âåð-

øèíàìè, íå èçîìîð�íûå ìóëüòèãðà�àì èç (a).

(
) Íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û, êîòîðûå èìåþò

õîòÿ áû îäíó ïåòëþ èëè õîòÿ áû îäíî êðàòíîå ðåáðî.

(d) Íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û ñ p-âåðøèíàìè äëÿ
ïðîñòîãî p.

(e) Íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û ñ íå áîëåå ÷åì 8

âåðøèíàìè.

(f) Íàéäèòå âñå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û, êîòîðûå ìîæíî

íàðèñîâàòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé

âåðøèíû âõîäÿùèå ðåáðà ÷åðåäóþòñÿ ñ âûõîäÿùèìè.

(g)* Íàéäèòå âñå ïëîñêèå ñèììåòðè÷íûå ìóëüòèãðà�û.
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2.3.8. Ó Âàñè åñòü íåñâÿçíûé ãðà�. Îí âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáà-

ìè óäàëèë èç ýòîãî ãðà�à ïî îäíîé âåðøèíå è êàæäûé èç ïîëó÷åí-

íûõ ãðà�îâ íàðèñîâàë íà îòäåëüíîì ëèñòî÷êå áóìàãå, ïîñëå ÷åãî

âñå ëèñòî÷êè îòäàë Êîëå. Äîêàæèòå, ÷òî Êîëÿ ìîæåò âîññòàíîâèòü

èñõîäíûé ãðà�.

2.3.9. * Íåðåøåííûå çàäà÷è î âåðøèííîé è ðåáåðíîé ðåêîíñòðóè-

ðóåìîñòè.

(a) Ïóñòü G è G̃ � ñâÿçíûå ãðà�û áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð ñ

n > 3 âåðøèíàìè {1, . . . , n}. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , n} ãðà�û
G− k è G̃− k èçîìîð�íû. Âåðíî ëè, ÷òî ãðà�û G è G̃ èçîìîð�íû?

(b) Ïóñòü G è G̃ � ãðà�û ñ e > 5 çàíóìåðîâàííûìè ðåáðàìè.

Äëÿ êàæäîãî k ∈ {1, . . . , e} ðàññìîòðèì ãðà�û Gk è G̃k, ïîëó÷åííûå

èç ãðà�îâ G è G̃ ñîîòâåòñòâåííî ïóòåì óäàëåíèÿ â êàæäîì èç íèõ

ðåáðà ñ íîìåðîì k. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , e} ãðà�û Gk è G̃k

èçîìîð�íû. Âåðíî ëè, ÷òî ãðà�û G è G̃ èçîìîð�íû?

Ìåòîäè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Íà÷àòü çíàêîìñòâî ñ òåîðèåé ãðà�îâ

ïîëåçíî áåç ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ ãðà�à, ñì. ñíîñêó 1. Äëÿ òàêîãî

çíàêîìñòâà íå íóæíî ðàçëè÷àòü ãðà� è êëàññ èçîìîð�èçìà ãðà�îâ.

Îäíàêî ïðè ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ ãðà�îâ óæå âàæíî ðàç-

ëè÷àòü ýòè ïîíÿòèÿ (ñì. óòâåðæäåíèÿ 2.2.3.a è 2.3.5). À äëÿ ýòîãî

íóæíû ÷åòêèå îïðåäåëåíèÿ. Óâû, îíè íå âñåãäà äàþòñÿ. Ïðèâåäåì

õàðàêòåðíûé ïðèìåð.

Èíòåðåñíûé öèêë çàäà÷ [BKK℄ ïîñâÿùåí ïîäñ÷åòó äåðåâüåâ. Â

[BKK, âòîðîé àáçàö �1℄

6

ïîíÿòèå ãðà�à èñïîëüçóåòñÿ áåç ÷åòêîãî

îïðåäåëåíèÿ. Êàê ïîÿñíèë Ê. Êîõàñü, ïîä ãðà�îì (äåðåâîì) â [BKK,

�1℄ ïîíèìàåòñÿ êëàññ èçîìîð�èçìà ãðà�îâ (äåðåâüåâ), è ÷òîáû íå

ñäåëàòü òåêñò íåÿñíûì èç-çà ¾èçëèøíåé¿ �îðìàëüíîñòè, íå ïðèâî-

äèòñÿ íè ÷åòêîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ïîíÿòèÿ, íè ñðàâíåíèÿ èñïîëü-

çóåìîé òåðìèíîëîãèè ñî ñòàíäàðòíîé. Ââèäó ýòîãî â îïðåäåëåíèè

ïîìå÷åííîãî äåðåâà ñëîâà ¾âåðøèíà äåðåâà [ò.å. êëàññà èçîìîð�èç-

ìà äåðåâüåâ℄¿ íå èìåþò ñìûñëà.

7

×èòàòåëü, óâåðåííî ðàáîòàþùèé

6

Á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ ìåòîäè÷åñêèõ çàìå÷àíèé áûëà âûñêàçàíà àâòîðàì

[BKK℄ ïåðåä Êîí�åðåíöèåé è èíòåðíåò-ïóáëèêàöèåé.

7

Àíàëîãè÷íî, â îïðåäåëåíèè ðåáåðíî ïîìå÷åííîãî äåðåâà [BKK, çàäà÷à 1.4℄

ñëîâà ¾ðåáðà äåðåâà [ò.å. êëàññà èçîìîð�èçìà äåðåâüåâ℄¿ íå èìåþò ñìûñëà.
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ñ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè, ëåãêî ïðèäàñò ñìûñë ýòîìó îïðåäå-

ëåíèþ. Íî äëÿ ýòîãî íóæíû è ãîðàçäî áîëüøåå âëàäåíèå �îðìà-

ëèçìîì, ÷åì äëÿ ïîíèìàíèÿ îïðåäåëåíèÿ ãðà�à (â îáùåïðèíÿòîì

ñìûñëå, ñì. �2.1), è ñàìî îïðåäåëåíèå ãðà�à (â îáùåïðèíÿòîì ñìûñ-

ëå).

Íåâíèìàíèå ê ñîîòâåòñòâèþ ìåæäó óðîâíåì ñòðîãîñòè è ñëîæ-

íîñòüþ èçëàãàåìîãî ìàòåðèàëà ÷àñòî ïðèâîäèò ê ïàðàäîêñàëüíî-

ìó ðåçóëüòàòó: îòñóòñòâèå íóæíûõ ÷åòêèõ îïðåäåëåíèé ñî÷åòàåò-

ñÿ ñ ïîïûòêàìè äàòü íåíóæíûå (èíîãäà íåóäà÷íûìè). Íàïðèìåð,

îïðåäåëåíèå èçîìîð�èçìà ãðà�îâ íå íóæíî äëÿ [BKK℄ (êðîìå çà-

äà÷è 1.2, íå èñïîëüçóåìîé â îñòàëüíîì òåêñòå). Îíî áîëåå ñëîæíî,

÷åì îïðåäåëåíèå ãðà�à (â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå), ïðîïóùåííîå èç-

çà ¾èçëèøíåé¿ �îðìàëüíîñòè. Îäíàêî èçîìîð�èçì îïðåäåëÿåòñÿ

â [BKK, òðåòèé àáçàö �1℄. Â ýòîì îïðåäåëåíèè ñëîâà ¾âåðøèíà è

ðåáðà íåïîìå÷åííîãî ãðà�à [ò.å. êëàññà èçîìîð�èçìà ãðà�îâ℄¿ íå

èìåþò ñìûñëà. Â [BKK, ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå òðåòüåãî àáçàöà �1℄

èñïîëüçóåòñÿ íå îïðåäåëåííîå â òåêñòå ïîíÿòèå èçîìîð�èçìà ïîìå-

÷åííûõ ãðà�îâ è äåëàåòñÿ âûâîä îá îòñóòñòâèè èõ íåòîæäåñòâåí-

íûõ èçîìîð�èçìîâ.

2.4 �ðà�û è ðàñêðàñêè êàðò íà ïëîñêîñòè

Â ýòîì ïóíêòå ìû äîêàæåì ïðîñòåéøèå ðåçóëüòàòû î ãðà�àõ

è ðàñêðàñêàõ êàðò íà ïëîñêîñòè � óòâåðæäåíèÿ 2.4.1.ab è 2.4.3.

Íà ïðèìåðå ýòèõ äîêàçàòåëüñòâ ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèÿ

�îðìóëû Ýéëåðà 2.4.4.
. (Ñòàëî áûòü, ðåøåíèå çàäà÷ 2.4.1 è 2.4.3

íóæíî îòëîæèòü äî çíàêîìñòâà ñ ýòîé �îðìóëîé.)

2.4.1. (a) Òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà êîíå÷íîå ÷èñëî âûïóêëûõ ìíîãî-

óãîëüíèêîâ. Èõ ìîæíî òàê ðàñêðàñèòü â 6 öâåòîâ, ÷òî ëþáûå äâà

ìíîãîóãîëüíèêà, èìåþùèå îáùèé ãðàíè÷íûé îòðåçîê, îêðàøåíû â

ðàçíûå öâåòà.

(b)* Òî æå äëÿ 5 öâåòîâ.

(Çíàìåíèòàÿ ãèïîòåçà ÷åòûðåõ êðàñîê óòâåðæäàåò, ÷òî è 4 öâå-
òîâ õâàòèò, íî åå äîêàçàòåëüñòâî ãîðàçäî áîëåå ñëîæíî.)

(ñ) ¾...Èòàê, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî íàíîáè�óðêàòîðà îñòà-

åòñÿ âçÿòü óêàçàííûé â ïðåçåíòàöèè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ó êî-
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òîðîãî 30 ïÿòèóãîëüíûõ ãðàíåé, 10 âîñüìèóãîëüíûõ ãðàíåé è íåò

äðóãèõ ãðàíåé,¿ � çàêîí÷èë äîêëàä÷èê. Ïóáëèêà ðóêîïëåùåò. À

Âû?

(Áîëåå àêêóðàòíî, ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ òà-

êèìè ñâîéñòâàìè?)

(d)* Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå

åãî ãðàíè � ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì ñòî-

ðîí è èç ðàçíûõ âåðøèí âûõîäèò îäèíàêîâîå ÷èñëî ðåáåð. Äîêàæè-

òå, ÷òî âûïóêëûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðîâíî 5, ñ òî÷íîñòüþ

äî èçîìîð�èçìà èõ ãðà�îâ.

(Íå çàáóäüòå äîêàçàòü, ÷òî ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ íå ìå-

íåå 5, ò.å. ïðèâåñòè èõ êîíñòðóêöèè.)

(e) Íà ïëîñêîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. �àçðåøàåòñÿ ñîåäèíÿòü íåêî-
òîðûå äâå èç íèõ ëîìàíîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äðóãèå òî÷êè. Äâà

èãðîêà ïî î÷åðåäè ñîåäèíÿþò ëîìàíîé êàêèå-òî äâå åùå íå ñîåäè-

íåííûå òî÷êè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ëþáûå äâå èç ýòèõ ëîìà-

íûõ ïåðåñåêàëèñü òîëüêî ïî èõ îáùèì êîíöàì, åñëè òàêèå êîíöû

åñòü. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ìîæåò ñäåëàòü õîä. Äëÿ êàêèõ n ïðè

ïðàâèëüíîé èãðå âûèãðûâàåò òîò, êòî õîäèò ïåðâûì?

Ïëîñêèì ãðà�îì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûé íàáîð íåñàìîïåðåñåêà-

þùèõñÿ ëîìàíûõ íà ïëîñêîñòè, ëþáûå äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ

òîëüêî ïî èõ îáùèì êîíöàì (â ÷àñòíîñòè, åñëè îáùèõ êîíöîâ íåò,

òî íå ïåðåñåêàþòñÿ). Êîíöû ëîìàíûõ íàçûâàþòñÿ åãî âåðøèíàìè,

à ñàìè ëîìàíûå � ðåáðàìè. Èòàê, ïëîñêîìó ãðà�ó ñîîòâåòñòâóåò

ãðà� (â ñìûñëå ï. 2.1), èçîáðàæåíèåì êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ ïëîñ-

êèé ãðà�. Èíîãäà ïëîñêèé ãðà� íàçûâàþò ïðîñòî ãðà�îì, íî ýòî

íåòî÷íî, ïîñêîëüêó îäèí è òîò æå ãðà� ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñ-

êîñòè (åñëè ìîæíî) ðàçíûìè ñïîñîáàìè, ñì. ðèñ. 4.

�èñ. 4: �àçëè÷íûå èçîáðàæåíèÿ ãðà�à íà ïëîñêîñòè

�ðà� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì (èëè âëîæèìûì â ïëîñêîñòü èëè

ðåàëèçóåìûì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè), åñëè åãî ìîæíî
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èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè. Áîëåå ñòðîãî, ãðà�

íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè íåêîòîðûé ïëîñêèé ãðà� ÿâëÿåòñÿ

åãî èçîáðàæåíèåì.

2.4.2. Ñëåäóþùèå ãðà�û ïëàíàðíû:

(a) ãðà� K5 áåç îäíîãî èç ðåáåð (ðèñ. 15); (b) ëþáîå äåðåâî;

(
) ãðà� ëþáîãî âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà.

Ïðîáëåìà âëîæèìîñòè ãðà�îâ (èëè ãðà�îâ ñ äîïîëíèòåëüíîé

ñòðóêòóðîé) â ïëîñêîñòü, òîð, ëåíòó Ìåáèóñà è äðóãèå ïîâåðõíî-

ñòè (ñì. êîíåö ýòîãî ïóíêòà) � îäíà èç îñíîâíûõ â òîïîëîãè÷åñêîé

òåîðèè ãðà�îâ [MT01℄.

�èñ. 5: Íåïëàíàðíûå ãðà�û K5 è K3,3

2.4.3. (a) �ðà� K5 íå ïëàíàðåí. (b) �ðà� K3,3 íå ïëàíàðåí.

(
) Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ñ V âåðøèíàìè è E > 1
ðåáðàìè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî E 6 3V − 6.

(d) Â ëþáîì ïëîñêîì ãðà�å åñòü âåðøèíà, èç êîòîðîé âûõîäèò

íå áîëåå 5 ðåáåð.

Ïëîñêèé ãðà� äåëèò ïëîñêîñòü íà ÷àñòè, íàçûâàåìûå ãðàíÿìè

ãðà�à. Ïðèâåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå

åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü ëîìàíîé, ëåæàùåé â ýòîì ïîäìíîæå-

ñòâå. (Îñòîðîæíî, äëÿ áîëåå îáùèõ ïîäìíîæåñòâ, ÷åì ðàññìàòðè-

âàåìûå çäåñü, îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè äðóãîå!)

�ðàíüþ ïëîñêîãî ãðà�à G íàçûâàåòñÿ êàæäàÿ èç ñâÿçíûõ ÷à-

ñòåé, íà êîòîðûå ðàñïàäàåòñÿ ïëîñêîñòü R2
ïðè ðàçðåçàíèè ïî âñåì

ëîìàíûì (=ðåáðàì) ïëîñêîãî ãðà�à G, ò.å. ëþáîå ìàêñèìàëüíîå

ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî â R2−G. Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç òàêèõ ÷àñòåé
áóäåò ¾áåñêîíå÷íîé¿.
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2.4.4. (a) Íàðèñóéòå ïëîñêèé ãðà�, â ãðàíèöå íåêîòîðîé ãðàíè êî-

òîðîãî èìååòñÿ òðè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëà.

(b) Äëÿ ëþáîãî ïëîñêîãî ãðà�à ñ E > 1 ðåáðàìè è F ãðàíÿìè

âåðíî íåðàâåíñòâî 3F 6 2E.

(
)*Ôîðìóëà Ýéëåðà.Äëÿ ëþáîãî ñâÿçíîãî ïëîñêîãî ãðà�à ñ V
âåðøèíàìè, E ðåáðàìè è F ãðàíÿìè âåðíî ðàâåíñòâî V −E+F = 2.

(d) Íàéäèòå àíàëîã �îðìóëû Ýéëåðà äëÿ ïëîñêîãî ãðà�à ñ s
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè.

Äëÿ ï. (b) ïîäóìàéòå, 
êîëüêèì ãðàíÿì ïðèíàäëåæèò ðåáðî è

êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðåáåð ìîæåò îãðàíè÷èâàòü ãðàíü.

Â ýòîé êíèãå èñïîëüçóéòå �îðìóëó Ýéëåðà áåç äîêàçàòåëüñòâà.

Îíî ïðèâåäåíî, íàïðèìåð, â [S15, ï. 1.4 ¾Äîêàçàòåëüñòâî �îðìóëû

Ýéëåðà¿℄.

2.4.5. (a) Â ëþáîì ïëîñêîì ãðà�å åñòü ãðàíü, èìåþùàÿ íå áîëåå 5
ñîñåäíèõ ãðàíåé. (Ýòî àíàëîã óòâåðæäåíèÿ 2.4.3.d äëÿ ãðàíåé.)

(b) Åñëè êàæäàÿ âåðøèíà ïëîñêîãî ñâÿçíîãî ãðà�à 
 E ðåáðàìè

èìååò ñòåïåíü d, ãðàíèöà êàæäîé ãðàíè ñîñòîèò èç ðîâíî k > 3
ðåáåð, è

(*) ê êàæäîìó ðåáðó ñ äâóõ ðàçíûõ ñòîðîí ïðèìûêàþò äâå

ðàçíûå ãðàíè,

òî

1

d
+

1

k
=

1

2
+

1

E
.

(
)* Âåðåí ëè àíàëîã ï. (b) áåç ïðåäïîëîæåíèÿ (*)?

(d) Ïåðå÷èñëèòå âñå ñâÿçíûå ïëîñêèå ãðà�û (ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîð�èçìà, ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 2.3), ó êîòîðûõ ñòåïåíè âñåõ

âåðøèí ðàâíû, ¾ñòåïåíè¿ âñåõ ãðàíåé ðàâíû (ò. å. ãðàíèöà êàæäîé

ãðàíè ñîñòîèò èç îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà ðåáåð) âûïîëíåíî ïðåäïî-

ëîæåíèå (*).

Ïðåäîñòåðåæåíèå: íå çàáóäüòå äîêàçàòü èçîìîð�íîñòü ãðà�îâ ñ

îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè âåðøèí è ãðàíåé.

�èñ. 6: Ïîäðàçäåëåíèå ðåáðà
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2.9 Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî ïðèâåäåíà â ï. 2.4. Ïðè-

âîäèìîå â ýòîì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâî â îñíîâíîì ïðèíàäëåæèò Þ.

Ìàêàðû÷åâó (îí ïðèäóìàë ñâîå äîêàçàòåëüñòâî, åùå áóäó÷è øêîëü-

íèêîì!) [Ma℄, ñð. [Th, �5℄. Íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ ñäåëàíû À. Çà-

ñëàâñêèì, Â. Ïðàñîëîâûì, À. Ñêîïåíêîâûì è À. Òåëèøåâûì. Ïî-

âèäèìîìó, ýòî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì.

Íåîáõîäèìîñòü â òåîðåìå Êóðàòîâñêîãî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ

2.4.5.a. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè. Åå äîñòàòî÷íî äî-

êàçàòü äëÿ ãðà�îâ áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Ïîýòîìó áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ãðà�û. Ïîä ñòÿãèâàíèåì ðåáðà áóäåì ïî-

íèìàòü ñòÿãèâàíèå ðåáðà âìåñòå ñ çàìåíîé êàæäîãî ïîëó÷èâøåãîñÿ

ðåáðà êðàòíîñòè áîëüøå 1 íà ðåáðî êðàòíîñòè 1.

2.9.1. Óòâåðæäåíèå. Åñëè ñâÿçíûé ãðà� G íå èçîìîð�åí íè K5,

íè K3,3, è äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ãðà�à G îáà ãðà�à G − e è G/e ïëà-
íàðíû, òî G ïëàíàðåí.

x
y

x y x y

�èñ. 10: ¾�àñòÿãèâàíèå ðåáðà¿ â ãðà�àõ Êóðàòîâñêîãî

Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè â òåîðåìå Êóðàòîâñêîãî ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì Óòâåðæäåíèÿ. Èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó

ðåáåð â ãðà�å. Ñâîéñòâî ¾ãðà� G ñîäåðæèò ïîäãðà�, ãîìåîìîð�-

íûé ãðà�ó H¿ áóäåì ñîêðàùåííî çàïèñûâàòü â âèäå ¾G ⊃ H¿. Øàã
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èíäóêöèè ñëåäóåò èç Óòâåðæäåíèÿ, ïîñêîëüêó åñëè äëÿ íåêîòîðîãî

ðåáðà e ãðà�à G

• G− e ⊃ K5, òî G ⊃ K5.

• G− e ⊃ K3,3, òî òî G ⊃ K3,3.

• G/e ⊃ K3,3, òî G ⊃ K3,3.

• G/e ⊃ K5, òî G ⊃ K5 èëè G ⊃ K3,3 (ðèñ. 10).

Íàçîâåì θ-ïîäãðà�îì ïîäãðà�, ãîìåîìîð�íûé K3,2.

2.9.2. Ëåììà î ãðà�àõ Êóðàòîâñêîãî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðà�à

K ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:

(1) Äëÿ ëþáîãî ðåáðà xy ãðà�à K ãðà� K − x − y íå ñîäåðæèò

θ-ïîäãðà�à, è èç êàæäîé âåðøèíû ãðà�à K−x−y âûõîäèò íå ìåíåå

äâóõ ðåáåð.

(2) Äëÿ ëþáîãî ðåáðà xy ãðà�à K ãðà� K−x−y ÿâëÿåòñÿ öèêëîì
(ñîäåðæàùèì n > 3 âåðøèí).

(3) K èçîìîð�åí K5 èëè K3,3.

Èìïëèêàöèè (3) ⇒ (2) ⇒ (1) â ëåììå î ãðà�àõ Êóðàòîâñêîãî

î÷åâèäíû è íå èñïîëüçóþòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êóðàòîâ-

ñêîãî.

�èñ. 11: ¾Äåðåâî¿ èç öèêëîâ

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè (1) ⇒ (2) â ëåììå î ãðà�àõ Êóðà-

òîâñêîãî. Äâà öèêëà, èìåþùèõ îáùåå ðåáðî, ñîäåðæàò θ-ïîäãðà�.
Ïîýòîìó ââèäó (1) â ãðà�åK−x−y ñóùåñòâóåò ¾âèñÿ÷èé¿ öèêë, ò.å.
öèêë C, èìåþùèé ñ îñòàëüíûì ãðà�îì òîëüêî îäíó îáùóþ âåðøèíó

v (èáî ãðà� K − x− y ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èëè íåñêîëüêî ¾äå-
ðåâüåâ¿, ¾âåðøèíàìè¿ êîòîðûõ ñëóæàò öèêëû, ðèñ. 11; �îðìàëüíî

ãîâîðÿ, êàæäûì áëîêîì ãðà�à K − x − y ÿâëÿåòñÿ öèêë). Â ýòîì
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öèêëå C åñòü åùå ïî êðàéíåé ìåðå äâå âåðøèíû p è q. Òàê êàê

â ãðà�å K íåò âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäèò ìåíåå òðåõ ðåáåð, òî

êàæäàÿ èç ýòèõ âåðøèí p è q ñîåäèíåíà ëèáî ñ x, ëèáî ñ y. Ïîýòîìó
â îáúåäèíåíèè öèêëà C è ðåáåð ãðà�à K, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû

x, y, p, q, ìîæíî âûäåëèòü θ-ïîäãðà�. Çíà÷èò, ïî (1) êàæäîå ðåáðî
ãðà�à K − x − y èìååò êîíåö íà öèêëå C. Ïîñêîëüêó ïî (1) ãðà�

K − x− y íå ñîäåðæèò âèñÿ÷èõ âåðøèí, òî K − x− y = C.

Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè (2) ⇒ (3) â ëåììå î ãðà�àõ Êóðà-

òîâñêîãî. Ïðè n = 3 äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí b è c öèêëà K −x− y
ãðà�K−b−c ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, ïîýòîìó îñòàâøàÿñÿ âåðøèíà öèêëà
K − x− y ñîåäèíåíà (ðåáðîì) â K è ñ x, è ñ y. Ïîýòîìó K = K5.

Ïðè n > 4 âîçüìåì ëþáûå ÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå âåðøèíû

a, b, c, d öèêëà K−x−y. Ïîñêîëüêó ãðà� K−b−c ÿâëÿåòñÿ öèêëîì,
òî â K îäíà èç âåðøèí a è d ñîåäèíåíà ñ x (è íå ñîåäèíåíà ñ y),
äðóãàÿ ñîåäèíåíà ñ y (è íå ñîåäèíåíà ñ x), à îòëè÷íûå îò a, b, c, d
âåðøèíû öèêëà K−x− y (êîòîðûõ íåò ïðè n = 4) íå ñîåäèíåíû íè

ñ x, íè ñ y. Ïðè n > 5 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè n = 4 ïîëó÷àåì,
÷òî ÷åòûðå âåðøèíû öèêëà K−x−y ñîåäèíåíû ñ x è y ïîïåðåìåííî,
îòêóäà K = K3,3.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Òàê êàê G íå èçîìîð�åí íè K5,

íè K3,3, òî ïî ëåììå î ãðà�àõ Êóðàòîâñêîãî ñóùåñòâóåò ðåáðî e =
(xy) ãðà�à G, äëÿ êîòîðîãî â ãðà�å G−x−y íàéäåòñÿ ëèáî âåðøèíà
ñòåïåíè ìåíüøå 2 (â G− x− y), ëèáî θ-ïîäãðà�.

Åñëè â ãðà�å G èç íåêîòîðîé âåðøèíû âûõîäèò îäíî èëè äâà

åãî ðåáðà, è ïðè ñòÿãèâàíèè îäíîãî èç íèõ ïîëó÷àåòñÿ ïëàíàðíûé

ãðà�, òî è ãðà� G ïëàíàðåí. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èç

êàæäîé âåðøèíû ãðà�à G âûõîäèò íå ìåíåå òðåõ åãî ðåáåð.

Ïîýòîìó â ãðà�å G − x − y íåò èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, è åñëè

åñòü âèñÿ÷àÿ âåðøèíà p, òî îíà ñîåäèíåíà è ñ x, è ñ y â ãðà�å G.
Íàðèñóåì ãðà� G − (xy) íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Òàê

êàê â ãðà�å G èç p âûõîäèò òðè ðåáðà, òî ¾ñ îäíîé ñòîðîíû¿ îò

ïóòè xpy èç p íå âûõîäèò ðåáåð. ¾Ïîäðèñóåì¿ ðåáðî xy âäîëü ïóòè
xpy ¾ñ ýòîé ñòîðîíû¿ îò ïóòè. Ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ãðà�à G íà

ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà â ãðà�å G − x − y íàéäåòñÿ

θ-ïîäãðà�.
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xy

x y

�èñ. 12: Èçîáðàæåíèå íà ïëîñêîñòè ãðà�îâ G/xy è G

Íàðèñóåì áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè ãðà� G/xy (ðèñ. 12
ñëåâà). Îòîæäåñòâèì ãðà�û G − x − y è G/xy − xy. Èçîáðàæåíèå
ãðà�à G − x − y íà ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñòèðàíèåì ðåáåð ãðà�à

G/xy, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû xy. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ãðàíèöó òîé

ãðàíè èçîáðàæåíèÿ ãðà�à G−x− y, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåðøèíó xy
ãðà�à G/xy. (Îïðåäåëåíèå ãðàíè ïðèâåäåíî â ï. 2.4.)

Â ñëåäóþùåì àáçàöå ìû äîêàæåì, ÷òî ãðàíèöà ãðàíè íå ìîæåò

ñîäåðæàòü θ-ïîäãðà�à.

Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî âûâåñòè èç ëåììû î ÷åòíîñòè èëè òåî-

ðåìû Æîðäàíà [S, ï. 1.3 ¾×èñëî ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ ëîìàíûõ íà ïëîñ-

êîñòè¿℄. Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ îò ïðîòèâíîãî: åñëè ãðà-

íèöà ãðàíè ñîäåðæèò θ-ïîäãðà�, òî âîçüìåì òî÷êó âíóòðè ýòîé ãðà-

íè è ñîåäèíèì åå òðåìÿ ðåáðàìè ñ òðåìÿ òî÷êàìè íà òðåõ ¾äóãàõ¿

θ-ïîäãðà�à. Ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ãðà�à K3,3 íà ïëîñêîñòè áåç ñà-

ìîïåðåñå÷åíèé. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó G − x − y 6= C. Òîãäà ðåáðà ãðà�à G − x − y − C 8

íàõîäÿòñÿ â ãðàíè èçîáðàæåíèÿ ãðà�à G − x − y, íå ñîäåðæàùåé
âåðøèíû xy. Çíà÷èò, ãðà� C ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü. Ïîýòîìó íàé-

äåòñÿ öèêë C ⊂ C, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âåðøèíà xy ëåæèò, íå

óìåíüøàÿ îáùíîñòè, âíóòðè, à íåêîòîðîå ðåáðî ãðà�à G−x−y−C
� âíå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R ïîäãðà� â G − x − y = G/xy − xy, îáðàçî-

8

Óäàëåíèå ïîäãðà�à � óäàëåíèå âñåõ åãî ðåáåð è âñåõ âåðøèí, èç êîòîðûõ

âûõîäÿò òîëüêî ðåáðà ýòîãî ïîäãðà�à. Çàìåòèì, ÷òî óäàëåíèå âåðøèíû � íå

òî æå ñàìîå, ÷òî óäàëåíèå ïîäãðà�à èç ýòîé âåðøèíû.
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âàííûé âñåìè ðåáðàìè ãðà�à G/xy, ëåæàùèìè âíå öèêëà C. (Âîç-
ìîæíî, R 6= G− x− y−C.) Òàê êàê R � ïîäãðà� â G− x− y, òî R
� ïîäãðà� â G.

�ðà�G−R ìîæíî íàðèñîâàòü íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé

(ñïëîøíûå ëèíèè íà ðèñ. 12 ñïðàâà). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðà

ãðà�à G, âûõîäÿùèå èç x èëè y, íà èçîáðàæåíèè ãðà�à G−R ëåæàò

âíóòðè öèêëà C.

Â ñëåäóþùåì àáçàöå ìû äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-

íîñòè ãðà�à G − x − y − R − C ïåðåñåêàåòñÿ ñ C íå áîëåå ÷åì ïî

îäíîé òî÷êå.

Åñëè ýòî íå òàê, òî â G−x− y−R−C åñòü ïóòü, ñîåäèíÿþùèé

äâå òî÷êè íà C. Íà èçîáðàæåíèè ãðà�àG/xy ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü
ëåæèò âíóòðè öèêëà C. Çíà÷èò, ýòîò ïóòü ðàçáèâàåò âíóòðåííþþ

÷àñòü öèêëà C íà äâå ÷àñòè, îäíà èç êîòîðûõ ñîäåðæèò xy, a äðóãàÿ
íå ëåæèò â ãðàíè, îãðàíè÷åííîé C. Ïîýòîìó C 6⊂ C � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåêèíóòü âíóòðü öèêëà C êàæäóþ êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè ãðà�à G − x − y − R − C (ñì. ñòðåëî÷êó íà ðèñ. 12

ñïðàâà). Çíà÷èò, ãðà� G − R − C ìîæíî íàðèñîâàòü âíóòðè öèêëà

C. Íàðèñóåì R âíå C, êàê äëÿ èçîáðàæåíèÿ ãðà�à G/xy (ðèñ. 12

ñëåâà). Ïîëó÷èì èçîáðàæåíèå ãðà�à G íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðå-

ñå÷åíèé.

Çàïðåùåííûå ïîäñèñòåìû

Çàâåðøèì ýòîò ïóíêò �îðìóëèðîâêàìè íåêîòîðûõ âåðñèé òåî-

ðåìû Êóðàòîâñêîãî.

Íà÷íåì ñ íå�îðìàëüíîãî èçëîæåíèÿ èäåè. Åñëè íåêîòîðàÿ ïîä-

ñèñòåìà ñèñòåìû N íå ðåàëèçóåìà â äðóãîé ñèñòåìå M , òî è N íå

ðåàëèçóåìà â M . Åñòåñòâåííàÿ èäåÿ � ïîïûòàòüñÿ íàéòè ñïèñîê

¾çàïðåùåííûõ¿ ñèñòåì, íå ðåàëèçóåìûõ â M , ñî ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì: äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà N áûëà ðåàëèçóåìà â M íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû N íå ñîäåðæàë íè îäíîé èç ýòèõ

¾çàïðåùåííûõ¿ ïîäñèñòåì.

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð òåîðåìû òàêîãî ðîäà � òåîðåìà Êóðà-

òîâñêîãî. Àíàëîãè÷íî îïèñàíèå ãðà�îâ, âëîæèìûõ â äàííóþ ïî-

âåðõíîñòü [RS90℄, à òàêæå äðóãèõ êëàññîâ ãðà�îâ èëè áîëåå îáùèõ

îáüåêòîâ [Cl℄ (íàïðèìåð, ãðà�û è äàæå ïåàíîâñêèå êîíòèíóóìû,
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áàçèñíî âëîæèìûå â ïëîñêîñòü [S95, Ku℄).

9

Ïðèâåäåì �îðìóëèðîâ-

êè íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ðîäà (äîêàçàòåëüñòâà îñòàâëÿåì

÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå çàäà÷).

2.9.3. Òåîðåìà Øàðòðàíà-Õàðàðè. �ðà� G ìîæíî íàðèñîâàòü

íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé òàê, ÷òîáû îí áûë ãðàíèöåé

íåêîòîðîé îäíîé ãðàíè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G íå ñîäåð-

æèò θ-ïîäãðà�à.

Íàçîâåì íåñàìîïåðåñåêàþùèéñÿ öèêë C â ñâÿçíîì ãðà�å G ãðà-

íè÷íûì, åñëè ñóùåñòâóåò èçîáðàæåíèå áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé ãðà�à

G íà ïëîñêîñòè, ïðè êîòîðîì öèêë C èçîáðàæàåòñÿ ãðàíèöåé íåêî-

òîðîé ãðàíè.

C C

�èñ. 13: Öèêë C íå ìîæåò áûòü ãðàíèöåé âíåøíåé ãðàíè

2.9.4. Îòíîñèòåëüíàÿ âåðñèÿ òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî. Öèêë C
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðà� G ïëàíàðåí

è öèêë C íå ñîäåðæèòñÿ â ïîäãðà�å ãðà�à G, êàê íà ðèñ. 13.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî âûâåñòè èç òåîðåìû Êóðàòîâñêîãî.

2.9.5. Òåîðåìà î 8 è θ. �ðà� G ñ çàäàííûìè (îðèåíòèðîâàííûìè)

öèêëè÷åñêèìè ïîðÿäêàìè ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êàæäîé âåðøèíû,

9

Çàìåòèì, ÷òî ñïèñîê çàïðåùåííûõ ïîäãðà�îâ äëÿ âëîæèìîñòè ãðà�à â ëèñò

Ìåáèóñà ñîäåðæèò öåëûõ 103 ãðà�à [GHW℄. Äàæå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êî-

íå÷íîãî ñïèñêà äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîâåðõíîñòè äîêàçûâåòñÿ ñëîæíî [AH, RS90℄.

Ñïèñîê çàïðåùåííûõ ïîëèýäðîâ áåñêîíå÷åí äëÿ âëîæèìîñòè äâóìåðíûõ ïîëè-

ýäðîâ â R3
èëè n-ìåðíûõ ïîëèýäðîâ â R2n

, ãäå n > 2 [Sa℄. Ïîýòîìó èíòåðåñíû

äðóãèå ïðåïÿòñòâèÿ ê âëîæèìîñòè. Îäíî èç ñàìûõ ïîëåçíûõ ïðåïÿòñòâèé ñòðî-

èòñÿ ñ ïîìîùüþ êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷-

íûõ òî÷åê äàííîãî ïðîñòðàíñòâà [S08, �5℄.
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�èñ. 14: �ðà�û ñ öèêëè÷åñêèìè ïîðÿäêàìè, íå ðåàëèçóåìûå íà

ïëîñêîñòè

ìîæíî òàê èçîáðàçèòü áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè, ÷òîáû

óêàçàííûå öèêëè÷åñêèå ïîðÿäêè ïîëó÷àëèñü áû ïðè îáõîäàõ ïî ÷à-

ñîâîé ñòðåëêå âîêðóã âåðøèí, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G íå

ñîäåðæèò ¾âîñüìåðêè¿ èëè ¾áóêâû θ¿ ñ öèêëè÷åñêèìè ïîðÿäêàìè,
èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 14.

À ýòîò ðåçóëüòàò ïðîùå äîêàçàòü, íå èñïîëüçóÿ òåîðåìó Êóðà-

òîâñêîãî (ïîäðîáíåå ñì. [S15, �2℄).

2.10 Ìåòîä ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà. À.ß. Êàíåëü

Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìå-

òîä ìèíèìàëüíîãî êîíòðïðèìåðà (ðàçíîâèäíîñòü ïðèíöèïà êðàé-

íåãî èëè ìåòîäà ñïóñêà). Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü íà-

äî äîêàçàòü, ÷òî îáúåêòà, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðûì ñâîéñòâàì,

íå ñóùåñòâóåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå � òîãäà íàéäåòñÿ (â íåêî-

òîðîì ñìûñëå) ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð. Ïîñëå ÷åãî ñòðîÿò åùå

¾ìåíüøèé¿ êîíòðïðèìåð è ïîëó÷àþò ïðîòèâîðå÷èå. Ïîíÿòèå ¾ìåíü-

øå¿ ïîäáèðàåòñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà.

Îñîáåííî ðàñïðîñòðàíåí òàêîé ìåòîä ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ íà ãðà-

�û. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû � äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì Ýéëåðà 2.4.4.


î ïëîñêèõ ãðà�àõ [S15, �1℄, Êóðàòîâñêîãî (ï. 2.4 è 2.9) è Ìåíãåðà

(ï. 2.8). Áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð � ñëåäóþùàÿ çíàìåíèòàÿ

òåîðåìà Äèëóîðñà î ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ.

2.10.1. Ìíîæåñòâî A ñ îòíîøåíèåì ≺ íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿ-

äî÷åííûì, åñëè îòíîøåíèå ≺ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

(1) a 6≺ a,
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(2) a 6≺ b ëèáî b 6≺ a,

(3) åñëè a ≺ b è b ≺ c, òî a ≺ c.

Åñëè a ≺ b èëè b ≺ a, òî ýëåìåíòû a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíè-

ìûìè. Åñëè æå a 6≺ b è b 6≺ a, òî îíè íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè.

Öåïüþ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïîïàðíî ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, à àí-

òèöåïüþ � ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ. Äèàìåòðîì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-

÷åííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð àíòèöåïè.

(a) Êîëè÷åñòâî öåïåé, íà êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü ÷àñòè÷íî óïî-

ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, íå ìåíüøå åãî äèàìåòðà.

(b) Òåîðåìà Äèëóîðñà. Êîëè÷åñòâî öåïåé, íà êîòîðûå ìîæíî ðàç-

áèòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ðàâíî åãî äèàìåòðó.

2.10.2. Â êàæäûé ãîðîä âåäåò 3 äîðîãè: êðàñíàÿ, ñèíÿÿ è áåëàÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò öâåòîâ âõîäÿùèõ äîðîã, ñ÷èòàÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåë-

êå, ãîðîäà ðàçäåëÿþòñÿ íà äâà òèïà ÊÑÁ è ÊÁÑ. Äîêàæèòå, ÷òî

ðàçíîñòü êîëè÷åñòâ ãîðîäîâ ðàçíûõ òèïîâ äåëèòñÿ íà 4.

2.10.3. (a) Ñ ãðà�îì ðàçðåøàåòñÿ ïðîèçâîäèòü ñëåäóþùóþ îïåðà-

öèþ: âûáðàòü ïðîèçâîëüíûé öèêë äëèíû 4 è âûáðîñèòü èç íåãî ïðî-

èçâîëüíîå ðåáðî. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð ìîæíî îñòàâèòü

ñ ïîìîùüþ ýòîé îïåðàöèè èç ïîëíîãî ãðà�à ñ n âåðøèíàìè?

(b) Åñëè â ãðà�å ëþáûå äâå 3-êëèêè èìåþò îáùóþ âåðøèíó è

íåò 5-êëèê, òî ñóùåñòâóþò äâå âåðøèíû, óäàëåíèå êîòîðûõ ðàçðó-

øàåò âñå 3-êëèêè.

2.10.4. Äëÿ ëþáûõ m < n ëþáîé ãðà� ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò

m+1 âåðøèí, ñòåïåíè êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ íå áîëüøå ÷åì íà m−1.

2.11 Ñòåïåíí�ûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ì.Í. Âÿëûé è

À.Á. Ñêîïåíêîâ

2.11.1. (a) Ïðè êàêèõ e è n ñóùåñòâóåò ãðà� ñ n âåðøèíàìè è e
ðåáðàìè, êàæäàÿ âåðøèíà êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü 3? (Òàêèå ãðà�û

íàçûâàþò êóáè÷åñêèìè èëè ïðàâèëüíûìè ñòåïåíè 3.)

(b) Ïðè êàêèõ n è d ñóùåñòâóåò ãðà� ñ n âåðøèíàìè, êàæäàÿ

âåðøèíà êîòîðîãî èìååò ñòåïåíü d?
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2.11.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåò-
ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñòåïåíåé âåðøèí íåêîòîðîãî äåðåâà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà å¼ ÷ëåíîâ ðàâíà 2n− 2.

2.11.3. Äàíû öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà n, d1, . . . , dn. Ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò

(a) ìóëüòèãðà� (âîçìîæíî, èìåþùèé ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà)

(b) ìóëüòèãðà� áåç ïåòåëü

(ñ)* ãðà�

ñ n âåðøèíàìè ñòåïåíåé d1, . . . , dn, ñîîòâåòñòâåííî?

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ

ñòåïåííîé (ãðà�è÷åñêîé), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

ñòåïåíåé âåðøèí íåêîòîðîãî ãðà�à. Îñíîâíîé âîïðîñ: êàêèå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè? Ýòî çàäà÷à 2.11.3.
; íåîòðè-

öàòåëüíîñòü ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà èíäóêòèâíûõ ïîñòðîåíèé. Çäåñü

ìû ïîäâåäåì ÷èòàòåëÿ ê îòâåòó è äîêàçàòåëüñòâó, êîòîðûå ïðèâî-

äÿòñÿ â ï. 2.12.

2.11.4. ßâëÿåòñÿ ëè ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(a) (43, 16), (b) (64, 23), (
) (53, 33),
(d) (1810, 123, 68), (e) (158, 106, 34)?

(Ìû èñïîëüçóåì ¾ýêñïîíåíöèàëüíóþ¿ çàïèñü íåâîçðàñòàþùèõ

öåëî÷èñëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé: ak îçíà÷àåò, ÷òî k ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíû a.)

2.11.5. Äëÿ ëþáîé ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d1, . . . , dn
(a) di 6 n− 1;

(b)

k∑

i=1

di 6 k(k − 1) +

n∑

i=k+1

min(k, di) äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n− 1.

2.11.6. (a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷èñëà n è íå ñòåïåííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè èç n ÷èñåë, ëåæàùèõ â ïðîìåæóòêå [1000, n/1000], ñóììà
êîòîðûõ ÷åòíà.

(b) Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ÷èñåë, ìåíüøèõ
√
n/2, ñóììà

êîòîðûõ ÷åòíà � ñòåïåííàÿ.
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2.11.7. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñòå-

ïåííàÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç íåå êàæäûì èç ñëå-

äóþùèõ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé � ñòåïåííàÿ.

(a) Âûêèíåì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî d è îòíèìåì ïî åäèíèöå îò

ñëåäóþùèõ ïî âîçðàñòàíèþ d ÷èñåë.
(b) Îòíèìåì ïî åäèíèöå îò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî èç ÷è-

ñåë.

Êàæäûé èç äâóõ ïóíêòîâ ýòîé çàäà÷è (âìåñòå ñ î÷åâèäíûì îá-

ðàòíûì óòâåðæäåíèåì) äàåò àëãîðèòì ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåííîé. Èìååòñÿ è ¾ÿâíûé¿

îòâåò, ñì. ï. 2.12.

2.11.8. Ïóñòü a, b, c, d � ðàçëè÷íûå âåðøèíû ãðà�à, ïðè÷åì (ab),
(cd) � ðåáðà, à (ac), (bd) � íå ðåáðà. Íàçîâåì îáìåíîì ïðåîáðàçî-

âàíèå ãðà�à, ñîñòîÿùåå â óäàëåíèè ðåáåð (ab), (cd) è äîáàâëåíèè

ðåáåð (ac), (bd).
Ïóñòü G1, G2 � äâà ãðà�à ñ îäèíàêîâûìè (óïîðÿäî÷åííûìè ïî

íåóáûâàíèþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè ñòåïåíåé âåðøèí. Äîêàæèòå,

÷òî îáìåíàìè ìîæíî ïåðåâåñòè ãðà� G1 â ãðà� G2.

2.11.9. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d1 > . . . > dn > 0 (íå îáÿçà-
òåëüíî ñòåïåííîé) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà èç çàäà÷è 2.11.5.b.

(a) Òîãäà d1 6 n− 1.
(b) Ïåðåñòàâèì ïî íåâîçðàñòàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åí-

íóþ ïðåîáðàçîâàíèåì èç çàäà÷è 2.11.7.a. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà èç

çàäà÷è 2.11.5.b ñ çàìåíîé d íà ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c:

k∑

i=1

ci 6 k(k − 1) +
n∑

i=k+1

min{k, ci} äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n− 1.

Ñäåëàéòå ýòî äëÿ

(b1) k > d1; (b2) òàêèõ k, ÷òî ci = di+1 − 1 ïðè ëþáîì i 6 k;
(b3) îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ.

2.11.10. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè d1 > . . . > dn > 0 (íå îáÿ-
çàòåëüíî ñòåïåííîé) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà èç çàäà÷è 2.11.5.b. Ïå-

ðåñòàâèì â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ
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ïðåîáðàçîâàíèåì èç çàäà÷è 2.11.7.b. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà èç çà-

äà÷è 2.11.5.b ñ çàìåíîé d íà ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c ïðè

(a) k > t := min{i : di > di+1}; (b) dk 6 k − 1 6 t− 2;

(
) dk = k 6 t− 1; (d) dk > k + 1 6 t.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì íåñêîëüêî çàäà÷ äëÿ èññëåäîâàíèÿ.

2.11.11. (a,b,
) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 2.11.3, äëÿ ñâÿçíûõ ãðà�îâ.

(a',b',
') Ñ�îðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîã çàäà÷è 2.11.3 äëÿ îðè-

åíòèðîâàííûõ ãðà�îâ.

(a�,b�,
�) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 2.11.3 äëÿ ïëàíàðíûõ ãðà�îâ.

(a� ',b� ',
� '*) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 2.11.3, äëÿ ãðà�îâ, ðåàëèçóåìûõ

íà òîðå (ðèñ. 7).

(a� �,b� �,
� �*) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 2.11.3, äëÿ ãðà�îâ, ðåàëèçóå-

ìûõ íà ëåíòå Ìåáèóñà (ðèñ. 7).

Íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â ï. 2.4. Äëÿ òîðà è

ëåíòû Ìåáèóñà áóäåò ïîëåçíî íåðàâåíñòâî Ýéëåðà [S15, �2℄.

Çàäà÷è 2.11.11.(a�,b�,
�) ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè äâîéñòâåííî-

ãî ãðà�à ñâÿçàíû ñî ñëåäóþùèìè çàäà÷àìè. Äàíû öåëûå ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà n, d1, . . . , dn. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò

(a) ìóëüòèãðà� (âîçìîæíî, èìåþùèé ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà)

(b) ìóëüòèãðà� áåç ïåòåëü

(
)* ãðà�

íàðèñîâàííûé áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè, èìåþùèé n
ãðàíåé, â ãðàíèöå êîòîðûõ d1, . . . , dn ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî?

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåàëèçóåìîñòè íà òîðå

è íà ëåíòå Ìåáèóñà. Âñå ýòè çàäà÷è èíòåðåñíî îáîáùèòü íà ñ�åðó

ñ g ðó÷êàìè è íà äèñê ñ m ëèñòàìè Ìåáèóñà [S15, �2℄.

2.11.12. * (a) Ìîæíî ëè îïóñòèòü êàêèå-íèáóäü íåðàâåíñòâà èç çà-

äà÷è 2.11.5.b òàê, ÷òîáû äîñòàòî÷íîñòü (ò.å. òåîðåìà èç ï. 2.12.ñ)

îñòàëàñü âåðíîé? Åñëè äà, òî ïîïðîáóéòå íàéòè ìèíèìàëüíûé íà-

áîð íåðàâåíñòâ.

(b) Åñëè ñëèòü äâå ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî ïîëó÷èòñÿ

ñòåïåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. À êàêèå ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè íåëüçÿ ðàçáèòü íà äâå ñòåïåííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè?
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2.12 Òåîðåìà î ñòåïåíí�ûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ. Â.À.

Âîëêîâ è À.Á. Ñêîïåíêîâ

Òåîðåìà. Íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñòå-

ïåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóììà åå ÷ëåíîâ ÷åòíà è âû-

ïîëíåíû íåðàâåíñòâà çàäà÷è 2.11.5.b.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñ.À. ×îóäàìà. Èíäóêöèÿ ïî

∑
di. Ñëó÷àé, êî-

ãäà âñå di ðàâíû, ðàññìîòðåí â çàäà÷å 2.11.1.b. Ïóñòü òåïåðü íå âñå

di ðàâíû. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî dn > 0.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c, êàê â çàäà÷å 2.11.10. Áîëåå

�îðìàëüíî, îáîçíà÷èì t = min{i : di > di+1} è îïðåäåëèì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü

c = (c1, c2, . . . , cn) �îðìóëîé ci :=

{
di, i 6= t, n,
di − 1, i = t, n.

Îáîçíà÷èì Sk =
k∑

i=1
di, S′

k =
k∑

i=1
ci. Ïî çàäà÷å 2.11.7.b äîñòàòî÷-

íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

(∗) S′
k 6 k(k − 1) +

n∑

i=k+1

min{k, ci}.

Ïðè k > t

S′
k = Sk−1 6 k(k−1)+

n∑

i=k+1

min{k, di}−1 6 k(k−1)+

n∑

i=k+1

min{k, ci}.

Ïóñòü òåïåðü k 6 t− 1. Òîãäà S′
k = Sk = kdk.

Äëÿ dk 6 k − 1 íåðàâåíñòâî (*) òðèâèàëüíî.
Äëÿ dk = k

S′
k − k(k − 1) = k2 − k(k − 1) = k

(3)
= dk+1

(4)

6

6 dk+1 +

(
n∑

i=k+2

di − 2

)
(5)
=

n∑

i=k+1

min{k, ci}, ãäå

• ðàâåíñòâî (3) âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó k 6 t− 1;
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• íåðàâåíñòâî (4) î÷åâèäíî, åñëè k+2 < n; åñëè æå k+2 = n, òî
d = ((n−2)(n−1), dn) è dn > 2 â ñèëó ÷åòíîñòè ñóììû d1+d2+· · ·+dn.

• ðàâåíñòâî (5) âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó min{k, ci} = ci ïðè i >
k + 1.

Ñëó÷àé dk > k+1. Åñëè dn > k+1, òî min{k, di} = min{k, ci} = k
ïðè i > k + 1 è íåðàâåíñòâî (*) ñëåäóåò èç àíàëîãè÷íîãî äëÿ Sk.

Ïóñòü òåïåðü dn 6 k. Èìååì

min{k, ci} =

{
min{k, di} k + 1 6 i < n

min{k, dn} − 1 i = n
.

Â íàøåì ñëó÷àå S′
k = Sk, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

(∗∗) Sk 6 k(k−1)+

n∑

i=k+1

min{k, ci} = k(k−1)+

n∑

i=k+1

min{k, di}−1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî dk+1 = dk > k + 1, ïîëó÷àåì

Sk+1 = (k+1)dk =
k + 1

k
Sk

(3)

6 (k+1)(k−1)+
k + 1

k

n∑

i=k+1

min{k, di} =

= (k + 1)(k − 1) + (k + 1) +
k + 1

k

n∑

i=k+2

min{k, di}
(5)
>

> (k + 1)k +
n∑

i=k+2

min{k + 1, di} > Sk+1.

Íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíåíî, òàê êàê ïðè âñåõ k + 2 6 i < n èìååì

íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî è ïðè i = n ñòðîãîå. Çíà÷èò, â (3) íåðàâåíñòâî
ñòðîãîå. Îòñþäà âûòåêàåò (**).

Íàáðîñîê äðóãîãî äîêàçàòåëüñòâà. Ïåðâûé àáçàö òàêîé æå, êàê â

ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c, êàê
â çàäà÷å 2.11.9. Ïî çàäà÷å 2.11.7.a äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâà

èç çàäà÷è 2.11.5.b äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c.
Âûïîëíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ íåñëîæíî ïðîâåðèòü äëÿ k > d1.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâà äëÿ òåõ k, äëÿ êîòîðûõ ci = di+1 − 1 ïðè

ëþáîì i 6 k.
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(�àññìîòðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëó÷àé îñòàëüíûõ k.)

Îáîçíà÷èì S :=
∑n−1

j=k+1min(k, cj).

Ñëó÷àé 1. Ñðåäè ÷èñåë dk+2, dk+3, . . . , dn áîëåå d1−k ÷èñåë, áîëü-
øèõ k. Òîãäà

k∑

i=1

ci 6 kd1 = k(k − 1) + k(d1 − k + 1) 6 k(k − 1) + S.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå â ïåðâîé

ñóììå íå áîëüøå d1. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òàê êàê ñðå-
äè ÷èñåë ck+1, ck+2, . . . , cn−1 áîëåå d1 − k ÷èñåë, íå ìåíüøèõ k.

Ñëó÷àé 2. Ñðåäè ÷èñåë dk+2, dk+3, . . . , dn íå áîëåå d1 − k ÷èñåë,

áîëüøèõ k. Òîãäà

k∑

i=1

ci = −d1 − k +

k+1∑

i=1

di 6 k(k + 1)− d1 − k +

n∑

j=k+2

min(k + 1, dj) 6

6 k2 − d1 + S + d1 − k = k(k − 1) + S.

Ïåðâîå è ÷åòâåðòîå ðàâåíñòâà î÷åâèäíû. Âòîðîå íåðàâåíñòâî � èç-

âåñòíîå äëÿ ñòàðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîêàæåì òðåòüå íåðàâåí-

ñòâî. Ñðåäè ÷èñåë dk+2, dk+3, . . . , dn ðîâíî d1 − k ÷èñåë áûëî óìåíü-
øåíî íà 1 ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó â

ñóììå

∑n
j=k+2min(k + 1, dj) ïðè ïåðåõîäå ê S ïåðâûå d1 − k ñëàãà-

åìûõ óìåíüøèëèñü íà 1, à îñòàëüíûå íå èçìåíèëèñü.

2.13 Îáîáùåííàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü: çàäà÷è äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ. À.Þ. Âåñíèí è À.Á. Ñêîïåíêîâ

Ïóñòü H � ãðà�. �ðà� X íàçûâàåòñÿ H-ãàìèëüòîíîâûì, åñ-

ëè â X ñóùåñòâóåò ïîäãðà�, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû ãðà�à X è

ãîìåîìîð�íûé ãðà�ó H.

Íàïðèìåð, ãàìèëüòîíîâîñòü ðàâíîñèëüíà K3-ãàìèëüòîíîâîñòè.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (êðîìå (g)) ïðîñòà è ïðèâîäèòñÿ äëÿ òîãî,

÷òîáû ïîìî÷ü ðåøàòåëþ âîéòè â êóðñ äåëà. Çàäà÷è, îòìå÷åííûå

çâåçäî÷êîé, ÿâëÿþòñÿ íåðåøåííûìè. Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè ñëîæíîé

çàäà÷è ïîëåçíî ðàññìîòðåòü ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü
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áëèçêèå çàäà÷è. Ýòî ïîçâîëÿåò çàìåòèòü çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå

ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ãèïîòåç è çàòåì äîêàçàòü. Ìû íå

áóäåì ïîäñêàçûâàòü ýòè ãèïîòåçû, à ïðåäëàãàåì âàì ñàìèì èññëå-

äîâàòü íåðåøåííûå çàäà÷è è âûñêàçûâàòü âàøè ïðåäïîëîæåíèÿ.

Îáîçíà÷èì θ := K3,2.

2.13.1. (a) Ëþáîé ãàìèëüòîíîâ ãðà�, îòëè÷íûé îò öèêëà, ÿâëÿåòñÿ

θ-ãàìèëüòîíîâûì.
(b) Ñóùåñòâóåò θ-ãàìèëüòîíîâ ãðà�, íå ÿâëÿþùèéñÿ ãàìèëüòî-

íîâûì.

(
) Ñóùåñòâóåò ëè ãàìèëüòîíîâ ãðà�, îòëè÷íûé îò öèêëà, íå

ãîìåîìîð�íûé ãðà�ó θ è íå ÿâëÿþùèéñÿ K4-ãàìèëüòîíîâûì?

(d) Ñóùåñòâóåò ëè K4-ãàìèëüòîíîâ ãðà�, íå ÿâëÿþùèéñÿ θ-ãà-
ìèëüòîíîâûì?

(e) Äëÿ ëþáîãî ëè ãðà�à G ñóùåñòâóåò ãðà�, íå ÿâëÿþùèéñÿ

G-ãàìèëüòîíîâûì?
(f) Äëÿ ëþáûõ ëè ãðà�îâ G è H ñóùåñòâóåò G-ãàìèëüòîíîâ

ãðà�, íå ÿâëÿþùèéñÿ H-ãàìèëüòîíîâûì?

(g)* Îïèøèòå ¾èåðàðõèþ¿ ãðà�îâ ïî èõ ãàìèëüòîíîâîñòè: êîãäà

H-ãàìèëüòîíîâ ãðà� ÿâëÿåòñÿ G-ãàìèëüòîíîâûì?

2.13.2. (a) Ïîñòðîéòå íå ãàìèëüòîíîâ ãðà� ìíîãîãðàííèêà.

(b,
*,d*,e*,f*,g*) Òî æå, ÷òî â çàäà÷å 2.13.1, äëÿ ãðà�îâ ìíîãî-

ãðàííèêîâ.

�ðà� Ïîãîðåëîâà � ãðà� âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà â òðåõìåð-

íîì ïðîñòðàíñòâå,

(1) èç êàæäîé âåðøèíû êîòîðîãî èñõîäèò òðè ðåáðà,

(2) êàæäàÿ çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ íà ïî-

âåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, ðàçäåëÿþùàÿ êàêèå-ëèáî äâå åãî ãðàíè,

ïåðåñåêàåò ïî êðàéíåé ìåðå ïÿòü ðåáåð ìíîãîãðàííèêà.

Èç (2) âûòåêàåò, ÷òî â ãðàíèöå êàæäîé ãðàíè íå ìåíåå ïÿòè

ðåáåð.

2.13.3. (a) Ïðàâèëüíûé äîäåêàýäð ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Ïîãîðåëîâà.

(b) �ðà� ñ ðèñ. 9 ÿâëÿåòñÿ ãðà�îì Ïîãîðåëîâà.

(
)* Îõàðàêòåðèçóéòå ãðà�û Ïîãîðåëîâà â òåîðåòèêî-ãðà�îâûõ

òåðìèíàõ (ïîäîáíî õàðàêòåðèçàöèè Øòåéíèöà ãðà�îâ ìíîãîãðàí-

íèêîâ).
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2.11.2. Èíäóêöèÿ ñ îòêèäûâàíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû.

2.11.3. Îáîçíà÷èì e := (d1 + · · · + dn)/2.
Îòâåòû: (a) e öåëîå. (b) e öåëîå è di 6 e äëÿ ëþáîãî i.
(
) Ñì. ï. 2.12.

2.11.5. (b) Îöåíèòå ñâåðõó êîëè÷åñòâî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ïåð-

âûõ k âåðøèí (è ñíèçó êîëè÷åñòâî ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç ïîñëåäíèõ
n− k âåðøèí).

2.11.7. Èñïîëüçóéòå îáìåíû (îïðåäåëåííûå â çàäà÷å 2.11.8).

(b) Óäàëèì ðåáðî ìåæäó âåðøèíîé íàèáîëüøåé ñòåïåíè è âåð-

øèíîé íàèìåíüøåé ñòåïåíè, åñëè ýòî âîçìîæíî.

2.11.8. Ïåðâûé ñïîñîá. �àññìîòðèòå âåðøèíó íàèáîëüøåé ñòå-

ïåíè è ðåáðà (â ãðà�àõ G1 è G2), âûõîäÿùèå èç íåå.

Âòîðîé ñïîñîá. �àññìîòðèì ãðà� ñ òåìè æå âåðøèíàìè. Åãî

êðàñíûå ðåáðà � òå, êîòîðûå åñòü â G1, íî íå â G2. Åãî ñèíèå ðåáðà

� òå, êîòîðûå åñòü â G2, íî íå â G1. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü

öâåòî÷åðåäóþùèéñÿ öèêë.

2.11.11. (a',b',
') Ñì., íàïðèìåð, [Ru℄.

(a�,b�,
�) Èñïîëüçóéòå �îðìóëó Ýéëåðà 2.4.4.
.

(a�,b�), (a� ' ,b� '), (a� �, b� �) Ñëåäóþùèå îòâåòû äëÿ ñ�åðû ñ g
ðó÷êàìè (èëè äèñêà ñ m ëèñòàìè Ìåáèóñà) ïîëó÷åíû â [Mo℄. Çäåñü

g,m äàíû âìåñòå ñ n è d1, . . . , dn.
(a) e öåëîå è e > n− 1 + 2g (èëè e > n− 1 +m).
(b) e öåëîå, e > max di è e > n− 1 + 2g (èëè e > n− 1 +m).

2.13.2. (a) Ñì. ðèñ. 9.

2.15 Óêàçàíèÿ

2.4.1. (a) Ýòîò �àêò âûâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè èç óòâåðæäåíèÿ

2.4.5.a. Èëè, èíà÷å, ïðè ïîìîùè êîíñòðóêöèè äâîéñòâåííîãî ãðà�à

îí ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íîìó �àêòó î ðàñêðàñêå âåðøèí ïëîñêîãî

ãðà�à. Ýòîò �àêò ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 2.4.3.d.

Äðóãîé ñïîñîá � äîêàçàòü �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ ãðà�à, ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ðàçáèåíèþ òðåóãîëüíèêà íà âûïóêëûå ìíîãîóãîëüíèêè,

ïðè ïîìîùè ïîäñ÷åòà ñóìì óãëîâ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

(b) Äîêàæåì àíàëîãè÷íûé �àêò î ðàñêðàñêå âåðøèí ïëîñêîãî

ãðà�à. Ïîêàæåì, êàê ðàñêðàñèòü ãðà� ñ n âåðøèíàìè â 5 öâåòîâ,
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â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëÿ ãðà�îâ ñ n − 1 è n − 2 âåðøèíàìè ýòî

âîçìîæíî. Ïî óòâåðæäåíèþ 2.4.3.d ñóùåñòâóåò âåðøèíà a ñòåïåíè

íå áîëüøå 5.

Åñëè deg a 6 4, òî óäàëèì âåðøèíó a, ïîêðàñèì îñòàëüíûå, äî-

áàâèì âåðøèíó a è ïîêðàñèì åå â ¾îñòàâøèéñÿ¿ öâåò.

Åñëè deg a = 5, òî ñðåäè ñîñåäåé âåðøèíû a íàéäóòñÿ äâå âåðøè-
íû b, c, íå ñîåäèí¼ííûå ðåáðîì (èíà÷å ãðà� ñîäåðæèò K5). Óäàëèì

a è ñêëåèì b è c. Ïîêðàñèì ïîëó÷åííûé ãðà�. Ïîòîì ðàçäåëèì âåð-

øèíû b è c è äîáàâèì a.
Ñð. [CR℄, ðàçáîð äâóõ ñëó÷àåâ íà ñ. 291 è ðàññóæäåíèå â íà÷àëå

ñ. 290.

(e) Ïðè n > 3 â êîíöå èãðû âñå ãðàíè òðåóãîëüíûå. Ïîýòîìó

n− E + 2E
3 = 2, îòêóäà E = 3(n − 2).

Îòâåò: ïåðâûé âûèãðûâàåò ïðè n = 2 èëè íå÷¼òíîì n > 3, âòî-
ðîé � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

2.4.2. (a) Ñì. ðèñ. 15.

�èñ. 15: �ðà� K5 áåç îäíîãî èç ð¼áåð

2.4.3. (a) Ïóñòü ãðà� K5 íàðèñîâàí áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà

ïëîñêîñòè. Òîãäà ïî �îðìóëå Ýéëåðà 5−10+F = 2. Çíà÷èò, F = 7.
Âîñïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 2.4.4.b, ïîëó÷àåì 21 = 3F 6 20.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Ïîëåçíî ðàçîáðàòü ýòî ðåøåíèå, íå ññûëàÿñü íà óòâåð-

æäåíèå 2.4.4.b, à äîêàçàâ åãî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ.

Ïîñëå ðàçáîðà ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî îíî áëèçêî

ê ïîðî÷íîìó êðóãó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äîêàçàòåëüñòâå �îðìóëû

Ýéëåðà èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå, áëèçêîå ê íåïëàíàðíîñòè ãðà�à

K5 ([S15, ëåììà î ïåðåñå÷åíèè 1.4.5℄). Äîêàçàòåëüñòâî íåïëàíàð-

íîñòè ãðà�à K5, íå ñîäåðæàùåå ¾ïîðî÷íîãî êðóãà¿, ïîëó÷àåòñÿ èç

ýòîé ëåììû èëè àíàëîãè÷íî, ñì. [S, òåîðåìà 1.4.1℄. Ýòó ëåììó ìîæ-

íî è âûâåñòè èç íåïëàíàðíîñòè ãðà�à K5.



96 Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

(b) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïóíêòó (a). Òàê êàê ãðà�K3,3 íå

ñîäåðæèò öèêëîâ äëèíû òðè, òî â ãðàíèöå êàæäîé ãðàíè íå ìåíåå

÷åòûðåõ ñòðåëîê.

(
) Ïî �îðìóëå Ýéëåðà è íåðàâåíñòâó 2.4.4.b èìååì

6 = 3(V − E + F ) 6 3V − E. Ñëåäîâàòåëüíî, E 6 3V − 6.

(d) Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ãðà� ñâÿçåí è E > 1. Åñëè ñòåïåíü

êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå 6, òî 2E > 6V . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ï.

(
).

2.4.4. (b) Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. �ðàíèöà êàæäîé ãðàíè ñîñòîèò

íå ìåíåå ÷åì èç òð¼õ ð¼áåð. Ñëåäîâàòåëüíî,

• 3 6 êîëè÷åñòâà ð¼áåð, îãðàíè÷èâàþùèõ ïåðâóþ ãðàíü;

• 3 6 êîëè÷åñòâà ð¼áåð, îãðàíè÷èâàþùèõ âòîðóþ ãðàíü;

. . .

• 3 6 êîëè÷åñòâà ð¼áåð, îãðàíè÷èâàþùèõ F -þ ãðàíü.

Ïðîñóììèðóåì çíà÷åíèÿ â êîëîíêàõ. Ñóììà çíà÷åíèé ëåâîé êî-

ëîíêè ðàâíà 3F . Â ñóììå çíà÷åíèé èç ïðàâîé êîëîíêè êàæäîå ðåáðî

ïîñ÷èòàíî íå áîëåå äâóõ ðàç, òàê êàê îíî ïðèíàäëåæèò äâóì ãðà-

íÿì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà íå ïðåâîñõîäèò 2E.

�èñ. 16: Ê êîíòðïðèìåðó è åãî èñïðàâëåíèþ

Çàìå÷àíèå. Ýòî ðàññóæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì, èáî

• êàæäîå èç óêàçàííûõ íåðàâåíñòâ íåâåðíî, íàïðèìåð, äëÿ ãðà-
�à, óêàçàííîãî íà ðèñ. 16 ñëåâà, è

• ñëîâà ¾ïîñ÷èòàíî¿, ¾ãðàíèöà ãðàíè ñîñòîèò¿, ¾êîëè÷åñòâî ð¼-

áåð, îãðàíè÷èâàþùèõ ãðàíü¿ íå èìåþò ñòðîãîãî ñìûñëà.

Îäíàêî ýòî ðàññóæäåíèå �îðìàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì ìåòîäîì

ïîäñ÷¼òà äâóìÿ ñïîñîáàìè, ñì. ï. 1.5.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòàâèì îêîëî êàæäîãî ðåáðà ïëîñêîãî ãðà-

�à äâå ñòðåëêè â ãðàíè, ïðèìûêàþùèå ê ðåáðó (äàæå åñëè ýòè

ãðàíè ñîâïàäàþò, ñòðåëîê äâå). Òîãäà ÷èñëî ñòðåëîê (èíûìè ñëî-

âàìè, ¾ãðàíåð¼áåð¿) ðàâíî 2E. Â ãðàíèöå êàæäîé ãðàíè íå ìåíåå

òðåõ ñòðåëîê (ýòîò �àêò ìû íå äîêàçûâàåì àêêóðàòíî). Ïîýòîìó
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óäàëåíî ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå èç âåðøèí x, y, z, òî â ìóëüòèãðà�å
Ga ìåíüøå ð¼áåð, ÷åì â G. Çíà÷èò, â Ga åñòü òðîéêà a− b′ ïóòåé.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ìóëüòèãðà� Gb è íàõîäèì â í¼ì òðîéêó

a′ − b ïóòåé. Ïîñòðîåííûå øåñòü ïóòåé äàþò òðîéêó a − b ïóòåé â

G.

2.8.6 . Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî �àêòà.

Óòâåðæäåíèå. Âåðøèíû A è B ãðà�à íàçîâåì ýêâèâàëåíòíû-

ìè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå âåðøèíû A = A0, A1, . . . , An = B, ÷òî
ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû Ai è Ai+1 ìîæíî ñîåäèíèòü k ïóòÿ-

ìè, íå èìåþùèìè îáùèõ ð¼áåð. Ëþáûå äâå ýêâèâàëåíòíûå âåðøèíû

ìîæíî ñîåäèíèòü k ïóòÿìè, íå èìåþùèìè îáùèõ ð¼áåð.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Åñëè óäàëèòü ëþáûå k − 1 ð¼-

áåð, òî äëÿ ëþáîãî i âåðøèíû Ai è Ai+1 îêàæóòñÿ â îäíîé êîìïî-

íåíòå ñâÿçíîñòè. Çíà÷èò, âåðøèíû A0 è An òàêæå îêàæóòñÿ â îäíîé

êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü ð¼áåðíóþ òåîðåìó Ìåí-

ãåðà.

2.10.1. (a) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî öåïü è àíòèöåïü ìîãóò ïåðåñå-

êàòüñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó.

2.11.1. (a) Îòâåò: òàêîé ãðà� ñóùåñòâóåò ïðè (V,E) = (2k, 3k)
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî k > 1.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êóáè÷åñêèé ãðà�: êàæäàÿ åãî âåðøè-

íà èìååò ñòåïåíü 3. Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí åñòü 2E. Ïîýòîìó
3V = 2E. Òîãäà ïàðû ÷èñåë (V,E) èìåþò âèä (2k, 3k) äëÿ íåêîòî-

ðîãî íàòóðàëüíîãî k. Òàê êàê íåò ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, òî k = 1
íåâîçìîæíî.

Ïðè k > 1 óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, 2k-óãîëüíèê ñ

ïðîâåäåííûìè â íåì äèàãîíàëÿìè, ñîåäèíÿþùèìè i-òûå è (i + k)-
òûå âåðøèíû.

(b) Îòâåò: òàêîé ãðà� ñóùåñòâóåò ïðè d ∈ {0, 1, . . . , n − 1} è

dn ÷åòíîì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ðàñïîëîæèì âåðøèíû ãðà�à

â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà. Ñîåäèíèì ðåáðàìè âåðøèíû,

ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ïî îêðóæíîñòè íå ïðåâîñõîäèò d/2.
Äëÿ ÷åòíîãî d ïîñòðîåíèå ãðà�à çàêîí÷åíî. Äëÿ íå÷åòíîãî d ÷èñëî
n ÷åòíî, ïîýòîìó ìîæíî è íóæíî äîáàâèòü áîëüøèå äèàãîíàëè.
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2.11.3. (b) Äîêàçàòåëüñòâî (íàïèñàíî À. �óõîâè÷åì). Íåîáõî-

äèìîñòü öåëî÷èñëåííîñòè e âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî e ðàâíî ÷èñëó

ðåáåð â ãðà�å. Âòîðîå óñëîâèå íåîáõîäèìî, ïîñêîëüêó â ãðà�å íåò

ïåòåëü, à çíà÷èò ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå áîëüøå ñóììû ñòåïå-

íåé îñòàëüíûõ âåðøèí.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü èíäóêöèåé ïî e. Áàçà èíäóêöèè: óòâåð-
æäåíèå äëÿ e = 0 î÷åâèäíî. Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Ïóñòü óòâåð-

æäåíèå äëÿ e < k. Äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ e = k > 1. Èç
k > 1 è óñëîâèÿ di 6 e ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâå âåðøèíû

íåíóëåâîé ñòåïåíè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d1 > d2 > ... > dn. �àñ-
ñìîòðèì íàáîð d1 − 1, d2 − 1, d3, ..., dn. Óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ íåãî

âûïîëíåíû, ïîñêîëüêó ñóììà ñòåïåíåé âåðøèí óìåíüøèëàñü íà 2,

à ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ïîíèçèëàñü íå áîëåå, ÷åì íà 1. Ïîýòî-

ìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè: ñóùåñòâóåò

ãðà� äëÿ íàáîðà d1−1, d2−1, d3, ..., dn. Â ýòîì ãðà�å ñîåäèíèì ðåá-

ðîì âåðøèíû 1 è 2. Ïîñêîëüêó ýòè âåðøèíû ðàçëè÷íû, òî ïåòåëü íå

ïîÿâèëîñü. Ñëåäîâàòåëüíî, íîâûé ãðà� íå ñîäåðæèò ïåòåëü. ßñíî,

÷òî íàáîð ñòåïåíåé åãî âåðøèí � d1, d2, d3, ..., dn.

2.11.4. Îòâåòû: (a,
) äà. (b,d,e) íåò.

2.11.7. (b) Âîçüìåì ãðà�, ðåàëèçóþùèé èñõîäíóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü. Åñëè â íåì âåðøèíà M íàèáîëüøåé ñòåïåíè è âåðøè-

íà O íàèìåíüøåé ñòåïåíè ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî óäàëèì ýòî ðåáðî.

Èíà÷å èìååòñÿ ðåáðî OX ñ X 6=M .

Ïóñòü X íå ñîåäèíåíà ñ M . Òîãäà ñðåäè âåðøèí, ñîåäèíåííûõ


 M , åñòü âåðøèíà N , íå ñîåäèíåííàÿ ñ X. Äîáàâèì ðåáðî NX è

óäàëèì ðåáðà MN è OX.

�àññìîòðèòå ñàìîñòîÿòåëüíî ñëó÷àé, êîãäà X ñîåäèíåíà ñ M .

2.11.9 è 2.11.10. Ñì. ï. 2.12.

2.11.11. (a,b) Îòâåòû: òî æå, ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóíêòàõ

çàäà÷è 2.11.3, ñ äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ n− 1 6 e.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. (b) (ïðåäëîæåíî À. �óõîâè÷åì). Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç e êîëè÷åñòâî ðåáåð â

ãðà�å. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (1), (2) è (3) (ò.å. ÷åòíîñòè, óñëîâèÿ

íà ñòåïåíü è íà ÷èñëî ðåáåð) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ðàññìîòðèì ãðà�, ïîëó÷åí-
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íûé ïî îòâåòó ê çàäà÷å 2.11.3.b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè ýòîãî ãðà�à.

Äîêàæåì, ÷òî åñëè c > 1, òî ìîæíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî êîì-
ïîíåíò ñâÿçíîñòè, íå ìåíÿÿ ñòåïåíåé âåðøèí. Èç óñëîâèÿ (3) ïî-

ëó÷àåì e > n − 1 > n − c. Ïîýòîìó õîòÿ áû â îäíîé êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòè åñòü öèêë. Òîãäà ìîæíî âçÿòü ðåáðî a1a2 ýòîãî öèêëà

è ðåáðî b1b2 èç äðóãîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Óäàëèì ýòè ðåáðà,

è âìåñòî íèõ äîáàâèì ðåáðà a1b1 è a2b2 (ñð. ñ çàäà÷åé 2.11.8). Òî-

ãäà ñòåïåíè âåðøèí ñîõðàíÿòñÿ, à êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè

óìåíüøèòñÿ íà 1.

Òàêèìè îïåðàöèÿìè ìîæíî ïîíèçèòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè äî 1. Ïîëó÷èòñÿ ñâÿçíûé ãðà� áåç ïåòåëü ñ çàäàííûìè ñòå-

ïåíÿìè âåðøèí.
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4 Îñíîâû òåîðèè �àìñåÿ

4.1 Äâóõöâåòíûå ÷èñëà �àìñåÿ

4.1.1. (33') Ñðåäè ïÿòè ÷åëîâåê ìîæåò íå íàéòèñü íè òð¼õ ïîïàðíî

çíàêîìûõ, íè òð¼õ ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(33) Ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê íàéä¼òñÿ ëèáî òðîå ïîïàðíî

çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(43) Ñðåäè ëþáûõ äåñÿòè ÷åëîâåê íàéä¼òñÿ ëèáî ÷åòâåðî ïîïàð-

íî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(439) Ñðåäè ëþáûõ äåâÿòè ÷åëîâåê íàéä¼òñÿ ëèáî ÷åòâåðî ïî-

ïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(43') Ñðåäè âîñüìè ÷åëîâåê ìîæåò íå íàéòèñü íè òð¼õ ïîïàðíî

çíàêîìûõ, íè ÷åòâåðûõ ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(44) Ñðåäè ëþáûõ 18 ÷åëîâåê íàéä¼òñÿ ëèáî 4 ïîïàðíî çíàêî-

ìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

(35) Ñðåäè ëþáûõ 14 ÷åëîâåê íàéä¼òñÿ ëèáî 5 ïîïàðíî çíàêî-

ìûõ, ëèáî 3 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Ïàðà (m,n) íàçûâàåòñÿ ðàìñååâñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò öåëîå ïî-

ëîæèòåëüíîå ÷èñëî x òàêîå, ÷òî â ëþáîì ãðà�å ñ x âåðøèíàìè íàé-
ä¼òñÿ ëèáîm-êëèêà, ëèáî n-àíòèêëèêà. Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî òî-
ìó, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ð¼áåð ãðà�à Kx â ñèíèé è êðàñíûé

öâåòà íàéä¼òñÿ ëèáî ñèíÿÿ m-êëèêà, ëèáî êðàñíàÿ n-êëèêà. Äëÿ
ðàìñååâñêîé ïàðû (m,n) ÷èñëîì �àìñåÿ R(m,n) íàçûâàåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîå ÷èñëî x èç îïðåäåëåíèÿ ðàìñååâîñòè ïàðû (m,n).

Äàëåå óòâåðæäåíèå ¾ïàðà (m,n) ðàìñååâñêàÿ è R(m,n) 6 a¿
ñîêðàùàåòñÿ äî ¾R(m,n) 6 a¿. Äàëåå àíàëîãè÷íûå áîëåå ñëîæíûå
ïîíÿòèÿ ðàìñååâîñòè ïðîïóñêàþòñÿ, à ïðîáëåìû ñ ñóùåñòâîâàíèåì

áîëåå ñëîæíûõ ÷èñåë �àìñåÿ ðàçðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî R(1, n) = 1 è R(2, n) = n äëÿ ëþáîãî

n. Â çàäà÷å 4.1.1 äîêàçàíî, ÷òî R(3, 3) = 6, R(3, 4) = 9, R(4, 4) 6 18
è R(3, 5) 6 14. Íî íå î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ïàðà (m,n) ðàìñååâ-

ñêàÿ. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ðî èíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäå-

íèÿ 4.1.2.a.

4.1.2. (a) Åñëè ïàðû (m − 1, n) è (m,n − 1) ðàìñååâñêèå, òî ïàðà

(m,n) ðàìñååâñêàÿ è R(m,n) 6 R(m− 1, n) +R(m,n− 1).
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Ýòî óòâåðæäåíèå îáû÷íî êîðîòêî çàïèñûâàþò â âèäå

¾R(m,n) 6 R(m − 1, n) + R(m,n − 1)¿. Äàëåå àíàëîãè÷íûå óòâåð-
æäåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ òîëüêî â êðàòêîì âèäå.

(b) R(m,n) 6
(
m+ n− 2

m− 1

)
.

(
) R(m,n) 6 R(m−1, n)+R(m,n−1)−1, åñëè ÷èñëà R(m−1, n)
è R(m,n− 1) ÷¼òíû.

(d) R(5, 5) 6 62.

4.1.3. (a) Åñëè â ãðà�å ñ 13 âåðøèíàìè íåò íè òðåóãîëüíèêà, íè

5-àíòèêëèêè, òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 4.

(b) Åñëè â ãðà�å ñ 18 âåðøèíàìè íåò íè òðåóãîëüíèêà, íè 6-

àíòèêëèêè, òî ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ðàâíà 5.

(Âî èçáåæàíèå ïîðî÷íîãî êðóãà, ïðè ðåøåíèè ýòîé è äðóãèõ çà-

äà÷ íå èñïîëüçóéòå áåç äîêàçàòåëüñòâà íè ðàâåíñòâà R(3, 6) = 18,
íè äðóãèõ �àêòîâ, êîòîðûå íå óìååòå äîêàçûâàòü.)

4.1.4. (a) R(n, n) > (n− 1)2. (b) R(4, 4) > 18. (
) R(3, 5) > 14.

4.1.5. (a) Åñëè

(
r

n

)
< 2(n

2−n−2)/2
, òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ðåáåð

ãðà�à Kr â äâà öâåòà, äëÿ êîòîðîé íåò îäíîöâåòíîé n-êëèêè. (Ò.å.
R(n, n) > r.)

(b) R(n, n) > 2(n−2)/2
.

(
) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðà�à Kr â äâà öâåòà, ÷òî

÷èñëî îäíîöâåòíûõ n-êëèê íå áîëüøå

(
r

n

)
2(2+n−n2)/2

.

4.1.6. (a) Åñëè

(
r

n

)
< s2(n

2−n−2)/2
, òî R(n, n) > r − s.

(b) R(n, n) > r −
(
r

n

)
2(2+n−n2)/2 − 1 äëÿ ëþáîãî r.

(
) Òåîðåìà Ýðäåøà. R(n, n) > n2(n−4)/2
, íà÷èíàÿ ñ íåêîòî-

ðîãî n. (Áîëåå òî÷íî, òåîðåìà Ýðäåøà óòâåðæäàåò, ÷òî R(n, n) &
n2n/2/e. Çíàê & îïðåäåëåí â ï. 6.1.)

4.1.7. (a) Êàæäûé ìàëü÷èê ïîñûëàåò êàæäîé äåâî÷êå ëèáî ñòèõè,

ëèáî ðèñóíêè. Åñëè äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî, òî ñðå-

äè íèõ íàéäåòñÿ êîìïàíèÿ èç 10 ìàëü÷èêîâ è 10 äåâî÷åê, â êîòîðîé
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ìàëü÷èêè ïîñûëàþò äåâî÷êàì îäèí è òîò æå âèä òâîð÷åñòâà (ò.å. ëè-

áî êàæäûé ìàëü÷èê ïîñûëàåò êàæäîé äåâî÷êå ñòèõè, ëèáî êàæäûé

ìàëü÷èê ïîñûëàåò êàæäîé äåâî÷êå ðèñóíêè).

(b) Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàñêðàñêà ðåáåð ãðà�à Kr,s â äâà öâåòà,

÷òî ÷èñëî îäíîöâåòíûõ ïîäãðà�îâ Km,n, â êîòîðûõ m âåðøèí èç

ïåðâîé äîëè è n èç âòîðîé, íå ìåíüøå

(
r

m

)(
s

n

)
21−mn

.

4.2 Ìíîãîöâåòíûå ÷èñëà �àìñåÿ

4.2.1. (a) Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè 17 òî÷åê è ñîåäèíèëè êàæäûå 2

èç íèõ öâåòíûì îòðåçêîì: êðàñíûì, æåëòûì èëè çåëåíûì. Òîãäà

åñòü îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê.

(b) Ïðèäóìàéòå 9 òî÷åê íà ïëîñêîñòè è ðàñêðàñêó â 3 öâåòà âñåõ

ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêîâ, äëÿ êîòîðîé íåò îäíîöâåòíîãî òðåóãîëü-

íèêà.

(
) Òî æå, ÷òî â ï. (b), äëÿ 16 òî÷åê.

×èñëîì �àìñåÿ R(m1, . . . ,mk) íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå èç òà-

êèõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ð¼-

áåð ãðà�à Kx â k öâåòîâ äëÿ íåêîòîðîãî i íàéä¼òñÿ mi-êëèêà i-îãî
öâåòà (ò.å. mi âåðøèí, ïîïàðíî ñîåäèí¼ííûõ ð¼áðàìè öâåòà i).

Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî R(1,m, n) = 1 è R(2,m, n) = R(m,n)
äëÿ ëþáûõ m,n. Â çàäà÷å 4.2.1 äîêàçàíî, ÷òî R(3, 3, 3) = 17.

4.2.2. (a) ×èñëî R(m1, . . . ,mk) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ m1, . . . ,mk.

(b) R(m,n, p) 6 R(R(m,n), p).
(
) R(m1,m2,m3) 6
6 R(m1 − 1,m2,m3) +R(m1,m2 − 1,m3) +R(m1,m2,m3 − 1).
(d) Íàéäèòå îöåíêó íà R(m1,m2, . . . ,mk) ÷åðåç ïîëèíîìèàëüíûå

êîý��èöèåíòû.

4.2.3. Åñëè ð¼áðà ãðà�àK31 ðàñêðàøåíû â ñèíèé, áåëûé è êðàñíûé

öâåòà òàê, ÷òî íåò íè ñèíåé 4-êëèêè, íè áåëîé 3-êëèêè, íè êðàñíîé

3-êëèêè, òî èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò 14, 15 èëè 16 ñèíèõ ð¼áåð.

4.2.4. Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî m > 0 ñóùåñòâóåò òàêîåM >
0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > M ñðàâíåíèå xm + ym ≡ zm

(mod p) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå.
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Ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ 4.2.5.b.

4.2.5. Ñðàâíåíèå x3 + y3 ≡ z3 (mod p) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

äëÿ (a) p = 191; (b) p = 193.

4.2.6. Òåîðåìà Øóðà. Äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè íàòóðàëüíîãî ðÿäà â

êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ íàéä¼òñÿ îäíîöâåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x+ y = z.

Áîëåå òî÷íî, äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå

r > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ïåðâûõ r íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â k
öâåòîâ íàéä¼òñÿ îäíîöâåòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x+ y = z.

4.2.7. (a,b,
) Íàéäèòå íèæíèå îöåíêè íà R(n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
k

), àíàëîãè÷íûå

óòâåðæäåíèÿì 4.1.4.a, 4.1.5.b è 4.1.6.
.

4.2.8. Èìååòñÿ N àëüïèíèñòîâ, êîòîðûå õîäÿò ïàðàìè â ãîðû. Êàæ-

äûå äâà àëüïèíèñòà îäíàæäû âìåñòå ïîñåòèëè ëèáî Êàâêàç, ëèáî

Àëüïû, ëèáî �èìàëàè. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ 20 àëüïèíèñòîâ

íàéäóòñÿ äâîå, êîòîðûå âìåñòå ïîñåòèëè Êàâêàç èëè Àëüïû, à ñðå-

äè ëþáûõ 30 íàéäóòñÿ äâîå, êîòîðûå âìåñòå ïîñåòèëè Êàâêàç èëè

�èìàëàè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N íàéäåòñÿ 1000

àëüïèíèñòîâ, êàæäàÿ ïàðà èç êîòîðûõ ïîñåòèëà Êàâêàç. [PT℄

4.3 ×èñëà �àìñåÿ äëÿ ãèïåðãðà�îâ

4.3.1. Ñðåäè ëþáûõ ÷åòûð¼õ èç 8000 ñòóäåíòîâ èìååòñÿ ñëàæåííàÿ

òðîéêà (ò. å. òðîéêà, ñîñòàâëÿþùàÿ ñëàæåííóþ êîìàíäó íà îëèìïè-

àäó ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ). Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü 5 ñòó-

äåíòîâ, ëþáàÿ òðîéêà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñëàæåííîé.

4.3.2. (a) Äëÿ ëþáûõ 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàéäóòñÿ äâà ïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêà ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ, íå èìåþùèå îáùèõ

âåðøèí.

Ò.å. ñðåäè ëþáûõ 5 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè íàé-

ä¼òñÿ âûïóêëûé 4-óãîëüíèê.

(b) Íàéä¼òñÿ 8 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè, ñðåäè

êîòîðûõ íåò âûïóêëîãî 5-óãîëüíèêà.
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(
) Ñðåäè ëþáûõ 9 òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè íàé-

ä¼òñÿ âûïóêëûé 5-óãîëüíèê.

(d) Òåîðåìà Ýðäåøà-Ñåêåðåøà. Äëÿ íåêîòîðîãî n ñðåäè ëþ-

áûõ n òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ïëîñêîñòè íàéä¼òñÿ âûïóêëûé

10-óãîëüíèê. (Ñð. ñ çàäà÷åé 4.4.4.)

×èñëîì �àìñåÿ äëÿ ãèïåðãðà�îâ Rl(m1, . . . ,mk), m1, . . . ,mk > l,
íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå èç òàêèõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x,
÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè âñåõ l-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ x-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà â k öâåòîâ íàéäóòñÿ i è ïîäìíîæåñòâî ðàçìåðà mi, ó êî-

òîðîãî âñå l-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà ïîêðàøåíû â i-é öâåò. (¾×èñ-
ëî �àìñåÿ äëÿ ãèïåðãðà�îâ¿ � åäèíûé òåðìèí, îïðåäåë¼ííûé âû-

øå; çíàíèå òåðìèíà ¾ãèïåðãðà�¿ íå íóæíî äëÿ åãî ïîíèìàíèÿ.)

Íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî R2(m1, . . . ,mk) = R(m1, . . . ,mk) è R3(3, n) =
n. Â çàäà÷å 4.3.1 òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî R3(5, 4) 6 8000. À ïðè ðå-

øåíèè çàäà÷è 4.3.2.d òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òîR3(10, 10) èëè R4(5, 10)
ñóùåñòâóåò.

4.3.3. (a) ×èñëî Rl(m1, . . . ,mk) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ m1, . . . ,mk.

(b) Rl(m,n, p) 6 Rl(Rl(m,n), p).

(
) Rl(m,n) 6 Rl−1(Rl(m− 1, n), Rl(m,n− 1)) + 1.

(d) Rl(m,n, p) 6
6 Rl−1(Rl(m− 1, n, p), Rl(m,n− 1, p), Rl(m,n, p − 1)) + 1.

4.3.4. (a) Íàéäèòå íèæíþþ îöåíêó íà Rl(n; k) := Rl(n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
k

), àíà-

ëîãè÷íóþ óòâåðæäåíèþ 4.1.4.a.

(b) Åñëè

(
r

n

)
< 2(

n
3)−1

, òî R3(n, n) = R3(n; 2) > r.

(
) Íàéä¼òñÿ òàêîå ÷èñëî c > 0, ÷òî R3(n, n) > 2cn
2
.

(d,e) Íàéäèòå íèæíèå îöåíêè íà Rl(n; k), àíàëîãè÷íûå óòâåð-

æäåíèÿì 4.1.5.b è 4.1.6.
 (ñð. ñ çàäà÷åé 4.2.7).

Çàìåòèì, ÷òî Rl(n; r
2r+1) > (l−1)rr

...r

(ñòåïåííàÿ áàøíÿ âûñî-

òîé n). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî �àêòà âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè.
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4.4 �åçóëüòàòû ðàìñååâñêîãî òèïà

4.4.1. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè òî÷åê ïëîñêîñòè â äâà

öâåòà íàéä¼òñÿ

(a) îäíîöâåòíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1 èëè√
3?

(b) îäíîöâåòíûé ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1?

(
) îäíîöâåòíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè

√
2,
√
6, π?

4.4.2. Ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå òî÷åê ïëîñêîñòè â òðè öâåòà íàéäóòñÿ

äâå òî÷êè îäíîãî öâåòà íà ðàññòîÿíèè 1.

4.4.3. (a) Íàéä¼òñÿ òàêîå n, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ïðîñòðàíñòâà
Rn

(îïðåäåëåíèå ñì. â �7) â 9 öâåòîâ íàéä¼òñÿ ïðÿìîóãîëüíèê ñ

îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè è ñòîðîíàìè 1 è 2.

(b) Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà P ñ íåïåðïåíäè-

êóëÿðíûìè ñòîðîíàìè íàéä¼òñÿ òàêîå n, ÷òî äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè

òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn
â 4 öâåòà íàéä¼òñÿ ðàâíûé P ïàðàëëåëî-

ãðàìì ñ îäíîöâåòíûìè âåðøèíàìè?

4.4.4. Íàçîâåì m-÷àøêîé (m-øàïêîé) ïîäìíîæåñòâî èç m òî÷åê

ãðà�èêà âûïóêëîé âíèç (ââåðõ) �óíêöèè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(k, l)
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå ÷òî ñðåäè ëþáûõ n òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ëåæàò íà ïðÿìîé, åñòü ëèáî k-÷àøêà,
ëèáî l-øàïêà. (Íå î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó
î �îðìóëàõ èç ýòîé çàäà÷è ñïðàâåäëèâî çàìå÷àíèå, àíàëîãè÷íîå

ñäåëàííîìó â çàäà÷å 4.1.2.a.)

(a) Ñðåäè ëþáûõ f(m,m) òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàéä¼òñÿ âûïóê-

ëûé m-óãîëüíèê. (Ñð. ñ çàäà÷åé 4.3.2.)

(b) f(k, l) 6 f(k − 1, l) + f(k, l − 1)− 1 ïðè k > 3 èëè l > 3.

(
) f(k, l) 6
(
k + l − 4

k − 2

)
+ 1.

(d) f(k, l) =

(
k + l − 4

k − 2

)
+ 1.

4.4.5. (a) Ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë 1, . . . , 9 â 2 öâåòà íàéä¼òñÿ

îäíîöâåòíàÿ òð¼õ÷ëåííàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

(b) Àíàëîã ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äëÿ ÷èñåë 1, . . . , 8 íåâåðåí.



4. ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎ�ÈÈ �ÀÌÑÅß 137

(
) Ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå W , ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷è-

ñåë 1, . . . ,W â 2 öâåòà íàéä¼òñÿ ëèáî òð¼õ÷ëåííàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ ïåðâîãî öâåòà, ëèáî ÷åòûð¼õ÷ëåííàÿ � âòîðîãî.

(d) Ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå W , ÷òî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ÷èñåë

1, . . . ,W â 3 öâåòà íàéä¼òñÿ îäíîöâåòíàÿ òð¼õ÷ëåííàÿ àðè�ìåòè÷å-

ñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

(e) Òî æå, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, äëÿ r öâåòîâ.
(f)* Òåîðåìà Âàí äåð Âàðäåíà. Äëÿ ëþáûõ k, r ïðè ëþáîé

ðàñêðàñêå íàòóðàëüíîãî ðÿäà â r öâåòîâ íàéä¼òñÿ îäíîöâåòíàÿ k-
÷ëåííàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. (Ñð. ñ òåîðåìîé Øóðà 4.2.6.)

4.4.6. (a) Åñëè èç 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè íèêàêèå 3 íå ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé, òî êîëè÷åñòâî ïåðåñå÷åíèé âíóòðåííîñòåé îòðåçêîâ,

ñîåäèíÿþùèõ äàííûå òî÷êè, íå÷åòíî. Ñð. ñ óòâåðæäåíèåì 4.3.2.a.

(b) Íèêàêèå 4 èç äàííûõ 6 òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå íå ëåæàò â

îäíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà íàéäóòñÿ äâà çàöåïëåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ

âåðøèíàìè â äàííûõ 6 òî÷êàõ (ò.å. äâà òàêèõ òðåóãîëüíèêà, íå èìå-
þùèõ îáùèõ âåðøèí, ÷òî îáúåäèíåíèå ñòîðîí ïåðâîãî ïåðåñåêàåò

âòîðîé äâóìåðíûé òðåóãîëüíèê â åäèíñòâåííîé òî÷êå.)

(
) Äëÿ ëþáûõ 7 òî÷åê â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàéäóò-

ñÿ äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ,

íå èìåþùèå îáùèõ âåðøèí. (Çäåñü ïîä òðåóãîëüíèêîì ïîíèìàåòñÿ

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà âåðøèí.)

4.4.7. Â ëþáîì òóðíèðå ñ 4n âåðøèíàìè íàéäóòñÿ âåðøèíû A1, . . . , An

òàêèå, ÷òî êàæäîå ðåáðî AiAj ïðè i > j íàïðàâëåíî îò Ai ê Aj .

4.4.8. Ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðà�à Kn â äâà öâåòà â í¼ì

íàéä¼òñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë, ñîñòîÿùèé èç äâóõ îäíîöâåòíûõ ïóòåé

(öâåòà ïóòåé ìîãóò áûòü è îäèíàêîâû, è ðàçëè÷íû).

Ïîäðîáíåå ñì. [Gr℄.

4.5 ×èñëà �àìñåÿ äëÿ ïîäãðà�îâ

4.5.1. Äëÿ ëþáûõ ãðà�îâ G è H ñóùåñòâóåò öåëîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî x, äëÿ êîòîðîãî ïðè ëþáîé ðàñêðàñêå ð¼áåð ãðà�à Kx â äâà

öâåòà íàéä¼òñÿ ëèáî ïîäãðà� ïåðâîãî öâåòà, èçîìîð�íûé G, ëèáî
ïîäãðà� âòîðîãî öâåòà, èçîìîð�íûé H.
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5 Ñèñòåìû ìíîæåñòâ (ãèïåðãðà�û)

5.1 Ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîæåñòâ

Êîãäà ðå÷ü èäåò î ìíîæåñòâå ïîäìíîæåñòâ, óïîòðåáëÿþò ñèíî-

íèìû ¾ñèñòåìà¿, ¾ñåìåéñòâî¿ èëè ¾íàáîð¿ ïîäìíîæåñòâ.

5.1.1. Â ëþáîì ñåìåéñòâå ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ

n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íå áîëåå 2n−1
ïîäìíîæåñòâ.

5.1.2. Ïóñòü 2 6 t 6 n− 2.

(a) Ïîñòðîéòå ñåìåéñòâî èç 2n−t
ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíî-

æåñòâà, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì ïî t
ýëåìåíòàì.

(b) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ñåìåéñòâî èç 2n−t + 1 ïîäìíîæåñòâ?

5.1.3. Òåîðåìà Ýðäåøà�Êî��àäî. Ïóñòü F � ëþáîå ñåìåéñòâî k-
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

(a) Åñëè 2k 6 n è ëþáûå äâà ïîäìíîæåñòâà èç F ïåðåñåêàþòñÿ,

òî |F| 6
(
n− 1

k − 1

)
.

(b) Åñëè 2k > n è îáúåäèíåíèå íèêàêèõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ èç F
íå åñòü âñå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, òî |F| 6

(
n− 1

k

)
.

(
) Åñëè n, k > t, òî ñóùåñòâóåò
(n−t
k−t

)
ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðîâíî k ýëåìåíòîâ è ëþáûå äâà

èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ íå ìåíåå ÷åì ïî t ýëåìåíòàì.

5.1.4. (a) Ëþáîå ñåìåéñòâî èç äâàäöàòè 5-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ

15-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî òàê ðàçáèòü íà 6 ïîäñåìåéñòâ,

÷òîáû ëþáûå äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ëåæàëè áû â

ðàçíûõ ïîäñåìåéñòâàõ.

Çàìå÷àíèå. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ (ñì. ï. 7.1) îáû÷íî âìåñòî ðàç-

áèåíèè íà ïîäñåìåéñòâà ãîâîðÿò î ðàñêðàñêå â ðàçíûå öâåòà. Òîãäà

âîïðåêè íàãëÿäíîìó ïðåäñòàâëåíèþ î ðàñêðàñêå êðàñÿòñÿ ìíîæå-

ñòâà, íî ïðè ýòîì íå êðàñÿòñÿ èõ ýëåìåíòû.

(b) Íà êðóæîê ïðèøëî 20 øêîëüíèêîâ. Êàæäîé (íåóïîðÿäî÷åí-

íîé) ïÿòåðêå èç íèõ íóæíî äàòü îäíó èç 12 çàäà÷ ïî êîìáèíàòîðèêå.
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(Çàäà÷ó ïîëó÷àåò èìåííî ïÿòåðêà, à íå øêîëüíèê.) Êàê ýòî ñäåëàòü,

÷òîáû íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïÿòåðêè ïîëó÷èëè ðàçíûå çàäà÷è?

(
) Â óñëîâèÿõ ï. (b) 11 çàäà÷ íåäîñòàòî÷íî.

5.1.5. Äëÿ l < k îáîçíà÷èì ÷åðåç M(n, k, l) ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî òàêèõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn, ÷òî ëþáîå

l-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Rn öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ õî-

òÿ áû â îäíîì èç íèõ. Íàïðèìåð, çàäà÷à 1.5.2.a óòâåðæäàåò, ÷òî

M(n, k, l) >
(
n
l

)
/
(
k
l

)
.

(a) Íàéäèòå M(n, k, 1).
(b) Íàéäèòå M(6k + 3, 3, 2).
(
)* Íàéäèòå M(n, 3, 2).
(d) Äîêàæèòå, ÷òî M(n, k, l) > nM(n− 1, k − 1, l − 1)/k.

5.1.6. Ñóùåñòâóåò k ïîäìíîæåñòâ R-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ïî n
ýëåìåíòîâ â êàæäîì, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå s
îáùèõ ýëåìåíòîâ, äëÿ

(a) k = 2a = R, n = 2a−1
, s = 2a−2

;

(b) k = 60, R = 1600, n = 80, s = 4;

(
) p ïðîñòîå, k = p2 + p, R = ps2, n = ps.

Ñð. ñ ï. 5.7 è 7.1.

5.2 Ñèñòåìû îáùèõ ïðåäñòàâèòåëåé

5.2.1. Â ãðóïïå ñòóäåíòîâ ßíäåêñà 20 ÷åëîâåê. Èç íèõ ðîâíî 5 ÷åëî-

âåê � ñïåöèàëèñòû ïî ïîèñêó â èíòåðíåòå, 5 � ïî áîðüáå ñî ñïàìîì

è ò.ä., âñåãî 18 ïðîáëåì (òàê ÷òî, î÷åâèäíî, íåêîòîðûå ñòóäåíòû

ÿâëÿþòñÿ ñïåöèàëèñòàìè ïî ðàçíûì ïðîáëåìàì). Òðåáóåòñÿ ñîñòà-

âèòü èç ýòèõ ñòóäåíòîâ ñèëüíóþ êîìàíäó ðàçðàáîò÷èêîâ. Ïðè ýòîì

õî÷åòñÿ, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïðîáëåìû â êîìàíäå íàøåëñÿ ñïåöèà-

ëèñò ïî íåé è ÷òîáû ðàçìåð êîìàíäû áûë êàê ìîæíî ìåíüøå (äëÿ

ýêîíîìèè çàðïëàòû).

(a) Ïðè ëþáîì ðàñêëàäå ïîëó÷èòñÿ íàáðàòü òàêóþ êîìàíäó èç

ñåìè ÷åëîâåê.

(b) Ïðè íåêîòîðîì ðàñêëàäå íå ïîëó÷èòñÿ íàáðàòü òàêóþ êîìàí-

äó èç ïÿòè ÷åëîâåê.
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Ñèñòåìîé îáùèõ ïðåäñòàâèòåëåé (ñîêðàù¼ííî ñ.î.ï.) äëÿ íà-

áîðà M ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî A, ÷òî M ∩ A 6= ∅
äëÿ ëþáîãî M ∈ M.

5.2.2. Äëÿ íàáîðà {{1, 6}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}} ìíîæåñòâ
íàéäèòå

(a) íåêîòîðóþ ñ.î.ï.; (b) ñ.î.ï. íàèìåíüøåãî ðàçìåðà.

5.2.3. (a) Íàéäèòå íàèìåíüøèé ðàçìåð ñ.î.ï. äëÿ íàáîðà âñåõ k-
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn.

(b) Ñêîëüêî äëÿ íåãî èìååòñÿ ñ.î.ï. íàèìåíüøåãî ðàçìåðà?

Ìèíèìàëüíàÿ ñ.î.ï. � ñ.î.ï. íàèìåíüøåãî ðàçìåðà äëÿ äàííîãî

íàáîðà M. Íàçîâåì (n, s, k)-íàáîðîì ýëåìåíò èç

((Rn

k

)

s

)
, ò.å. íàáîð

k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn, â êîòîðîì s ìíîæåñòâ.
(Ýòîò òåðìèí íå îáùåïðèíÿò.)

5.2.4. (a) Äëÿ ëþáûõ k < n ïîñòðîéòå (2n, 2

(
n− 1

k − 1

)
, k)-íàáîð, äëÿ

êîòîðîé ìèíèìàëüíàÿ ñ.î.ï. ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ è åäèíñòâåí-

íà.

(b) Ïðè äàííûõ n, k íàéäèòå íàèáîëüøåå s, äëÿ êîòîðîãî íàé-

ä¼òñÿ (n, s, k)-íàáîð, èìåþùèé ðîâíî äâå ìèíèìàëüíûå ñ.î.ï.

5.2.5. Æàäíûì àëãîðèòìîì íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé. Âîçüìåì ëþ-

áîé ýëåìåíò, ëåæàùèé â ìàêñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå ìíîæåñòâ äàí-

íîãî íàáîðà. Äîáàâèì åãî â ¾ïðåä-ñ.î.ï¿ è âûêèíåì ìíîæåñòâà, êî-

òîðûå åãî ñîäåðæàò. Àíàëîãè÷íî âîçüìåì ýëåìåíò, ëåæàùèé â ìàê-

ñèìàëüíîì êîëè÷åñòâå îñòàâøèõñÿ ìíîæåñòâ, è ò.ä.

Ïîñòðîéòå íàáîð ìíîæåñòâ, íàèìåíüøèé ðàçìåð ñ.î.ï. êîòîðîãî

íà k ìåíüøå ðàçìåðà ëþáîé èç ñ.î.ï., êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû
æàäíûì àëãîðèòìîì, åñëè (a) k = 1; (b) k = 2; (
) k ïðîèçâîëü-
íî.

5.2.6. * (a) Äëÿ ëþáîãî (n, s, k)-íàáîðà íàéäåòñÿ ñ.î.ï. ðàçìåðà ìåíü-
øå

G(n, s, k) := max

{
n

k
,
n

k
ln
sk

n

}
+
n

k
+ 1.
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(b) Åñëè n > 32k è 60 6 sk

n
< ek, òî íàéäåòñÿ (n, s, k)-íàáîð,

ðàçìåð ëþáîé ñ.î.ï. êîòîðîãî áîëüøå

n

64k
ln
sk

n
.

(
) Åñëè

k 6 n− l è G

((
n

k

)
,

(
n

l

)
,

(
n− l

k

))
6 s,

òî íàéäåòñÿ (n, s, k)-íàáîð, ðàçìåð ëþáîé ñ.î.ï. êîòîðîãî áîëüøå l.
(d) Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k, l åñëè n2 > k2l è n2 > kl2,

òî n > k + l è

(
n

k

)
/

(
n− l

k

)
< e

kl
n
+6
.

(d') Èìååì

(n
l

)
< (en/l)l.

(e) Äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è k åñëè 101 ln ln k < ln sk
n <√

k < 4
√
n, òî íàéäåòñÿ (n, s, k)-íàáîð, ðàçìåð ëþáîé ñ.î.ï. êîòîðîãî

áîëüøå 0, 99
n

k
ln
sk

n
.

(f) Åñëè

l 6 n− k è

(
n

l

)((n
k

)
−
(
n−l
k

)

s

)
<

((n
k

)

s

)
,

òî íàéäåòñÿ (n, s, k)-íàáîð, ðàçìåð ëþáîé ñ.î.ï. êîòîðîãî áîëüøå l.

5.3 Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé

5.3.1. (a) Ëåììà î ïàðîñî÷åòàíèÿõ. Ïóñòü åñòü íåñêîëüêî (êîíå÷-

íîå ÷èñëî) þíîøåé è äåâóøåê. Êàæäûé þíîøà ëþáèò íåêîòîðîå

(âïîëíå âîçìîæíî, íóëåâîå) ÷èñëî äåâóøåê. Òîãäà âñåõ þíîøåé ìîæ-

íî æåíèòü íà ëþáèìûõ èìè äåâóøêàõ (òàê, ÷òîáû áðà÷íûå ïàðû íå

ïåðåñåêàëèñü) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà

þíîøåé ÷èñëî äåâóøåê, êîòîðûõ ëþáèò õîòÿ áû îäèí èç íèõ, íå

ìåíüøå ÷èñëà ýòèõ þíîøåé.

(b) Òåîðåìà Õîëëà. Ïóñòü S1, . . . , Sm � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Â

êàæäîì èç íèõ ìîæíî âûáðàòü ïî ýëåìåíòó xi ∈ Si òàê, ÷òîáû
âñå xi áûëè ðàçëè÷íû, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ êàæäîãî

k ∈ {1, . . . ,m} îáúåäèíåíèå ëþáûõ k èç ýòèõ ìíîæåñòâ èìååò íå

ìåíåå k ýëåìåíòîâ.
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5.3.2. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð ìîæíî óäàëèòü èç ãðà-

�àKn,n, ÷òîáû íå îñòàëîñü ïàðîñî÷åòàíèé (ò. å. ïîäãðà�à èç n íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ)?

Ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé (ñîêðàùåííî ñ.ð.ï.) óïî-

ðÿäî÷åííîãî íàáîðà (S1, . . . , Sm) ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íûé íàáîð (x1, . . . , xm) èõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîãî xj ∈
Sj ïðè ëþáîì j = 1, . . . ,m.

(Óïîðÿäî÷åííîñòü íàáîðà âàæíà, ÷òîáû ïðàâèëüíî îïðåäåëèòü

ñ.ð.ï. íàáîðà ìíîæåñòâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ñîâïàäàþò, à òàêæå

äëÿ ïîäñ÷¼òà êîëè÷åñòâà ñ.ð.ï. â çàäà÷å 5.3.5.)

Íàïðèìåð, òåîðåìà Õîëëà óòâåðæäàåò, ÷òî ó íàáîðà (S1, . . . , Sm)
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ åñòü ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà | ∪i∈I Si| > |I| äëÿ ëþáîãî I ⊂ {1, . . . ,m}.
5.3.3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû m-ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ êàæäûé ýëå-

ìåíò, âõîäÿùèé õîòÿ áû â îäíî èç íèõ, âõîäèò ðîâíî â l èç íèõ.
Òîãäà ïðè m > l ó ýòîé ñèñòåìû ìíîæåñòâ åñòü ñ.ð.ï.

5.3.4. Ñ.ð.ï. ïîäíàáîðà ìîæíî äîïîëíèòü äî ñ.ð.ï. âñåãî íàáîðà.

Âîò áîëåå ïîäðîáíàÿ �îðìóëèðîâêà. Èç íàáîðà M ìíîæåñòâ âû-

áðàíî íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ S1, . . . , Sk. Äîïóñòèì, ÷òî (x1, . . . , xk)
� ýòî ñ.ð.ï. íàáîðà (S1, . . . , Sk). Åñëè ó âñåãî íàáîðà M åñòü ñ.ð.ï.,

òî ñóùåñòâóåò åãî ñ.ð.ï., ¾ñîäåðæàùàÿ¿ ýëåìåíòû x1, . . . , xk (íå îáÿ-
çàòåëüíî íà ïåðâûõ k ìåñòàõ).

5.3.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (S1, . . . , Sm) êîëè÷åñòâî ñ.ð.ï. ó ñèñòåìû

{S1, . . . , Sm}. (a) Äëÿ ëþáîãî ëè k ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S1, . . . , Sm
òàêàÿ, ÷òî F (S1, . . . , Sm) = k?

(b) Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ F (S1, S2) ïðè óñëîâèè |S1| =
|S2| = 5.

(
)* Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ F (S1, S2, S3) ïðè óñëîâèè
|S1| = |S2| = |S3| = 5.

5.3.6. Ïóñòü äàíû äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà m ïîäìíîæåñòâ:

S =
⊔m

i=1Ai =
⊔m

i=1Bi, m 6 |S|. Ïóñòü âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ óñëîâèé.

(a) Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . ,m} ìíîæå-

ñòâî Ai1 ⊔ . . . ⊔Aik ñîäåðæèò íå áîëåå k èç ìíîæåñòâ B1, . . . , Bm.
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(b) |A1| = . . . = |Am| = |B1| = . . . = |Bm|.
Òîãäà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ìíîæåñòâà A1, . . . , Am òàê, ÷òîáû

ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè Ai ∩Bi 6= ∅ äëÿ ëþáîãî i = 1, . . . ,m.

5.3.7.* Ïóñòü äàíû äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S íà m ïîäìíîæåñòâ:

S =
⊔m

i=1Ai =
⊔m

i=1Bi, m 6 |S|. Ïóñòü äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ

I, J ⊂ {1, . . . ,m} âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

∣∣∣∣∣∣

(⊔

i∈I
Ai

)
∩


⊔

j∈J
Bj



∣∣∣∣∣∣
> |I|+ |J | −m.

Òîãäà ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü ìíîæåñòâà A1, . . . , Am òàê, ÷òîáû ïî-

ñëå ïåðåíóìåðàöèè íàøëèñü ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû xi ∈ Ai∩
Bi, i = 1, . . . ,m.

Òàêîé íàáîð x1, . . . , xm íàçûâàþòñÿ îáùåé ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ

ïðåäñòàâèòåëåé íàáîðîâ ìíîæåñòâ A1, . . . , Am è B1, . . . , Bm.

5.3.8. (a) Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ëþáîâü þíîøåé è äåâóøåê ìîæíî

ðàñïðåäåëèòü âñåõ äåâóøåê ïî íåïåðåñåêàþùèìñÿ ãàðåìàì, â êàæ-

äîì èç êîòîðûõ ðîâíî ïî äâå æåíû?

Èëè, �îðìàëüíî, íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

íà äâóäîëüíûé ãðà�, ïðè êîòîðîì âåðøèíû ìîæíî çàíóìåðîâàòü

A1, . . . , An (â ïåðâîé äîëå) è B1, C1, . . . , Bn, Cn (âî âòîðîé äîëå) òàê,

÷òî åñòü ð¼áðà A1B1, A1C1, . . . , AnBn, AnCn.

(b) Ïóñòü åñòü m þíîøåé è íåñêîëüêî äåâóøåê, êàæäûé þíî-

øà ëþáèò íå ìåíåå t äåâóøåê, ïðè÷åì âñåõ þíîøåé ìîæíî æåíèòü

íà ëþáèìûõ èìè äåâóøêàõ (òàê, ÷òîáû áðà÷íûå ïàðû íå ïåðåñåêà-

ëèñü), ò. å. åñòü ïàðîñî÷åòàíèå. Òîãäà èìååòñÿ íå ìåíåå

{
t!, t 6 m

t!/(t−m)!, t > m

ñïîñîáîâ ïåðåæåíèòü þíîøåé íà ëþáèìûõ èìè äåâóøêàõ.
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5.4 Ïåðìàíåíò

Ïåðìàíåíò êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (aij) ðàçìåðà n× n îïðå-

äåëÿåòñÿ �îðìóëîé

Per(A) :=
∑

σ∈Σn

n∏

i=1

ai,σ(i),

ãäå Σn åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

5.4.1. Íàéäèòå ïåðìàíåíò ìàòðèöû

(2)

(
a b
c d

)
;

(k) 4 × 4, ó êîòîðîé k = 0, 1, 2, 3, 4 äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ �

íóëè, à âñå îñòàëüíûå (â ò.÷. íå äèàãîíàëüíûå) ýëåìåíòû � åäèíèöû;

(n) n× n, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè íóëè, à âíå äèàãîíàëè � åäè-

íèöû.

Ïîäìàòðèöåé äàííîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, ïîëó÷åí-

íàÿ èç äàííîé âû÷åðêèâàíèåì íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñòðîê è ñòîëá-

öîâ. Ïåðìàíåíò ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-

ìà ïåðìàíåíòîâ âñåõ êâàäðàòíûõ ïîäìàòðèö ìàêñèìàëüíîãî ðàçìå-

ðà. Èëè, �îðìóëîé, ïðè m < n

Per(A) :=
∑

σ

m∏

i=1

ai,σ(i),

ãäå ñóììà áåð¼òñÿ ïî âñåì m-ýëåìåíòíûì ðàçìåùåíèÿì ÷èñåë îò 1

äî n. Ïðè m > n ïîëîæèì Per(A) := Per(AT ).

5.4.2. Íàéäèòå ïåðìàíåíò ìàòðèöû m×n, ñîñòîÿùåé èç îäíèõ åäè-
íèö.

5.4.3. (a) Ïåðìàíåíò íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê.

(b) Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå. Åñëè m 6 n, òî äëÿ ëþáîãî
i

Per(A) =
n∑

j=1

aijPer(Aij),

ãäå Aij � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç èñõîäíîé âû÷åðêèâàíèåì i-îé
ñòðîêè è j-îãî ñòîëáöà.
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5.4.4. (a) Ïåðìàíåíò ìàòðèöû n×n èç íóëåé è åäèíèö ðàâåí íóëþ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åñòü íóëåâàÿ ïîäìàòðèöà s×t, ãäå s+t =
n+ 1.

(b) Äëÿ ëþáûõ m 6 n ïåðìàíåíò ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû m×n
èç íóëåé è åäèíèö ðàâåí êîëè÷åñòâó ñ.ð.ï. (�5.3) äëÿ ñèñòåìû èç m
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , n}, îïðåäåëÿåìûõ ñòðîêàìè.

5.5 �àçìåðíîñòü Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà

5.5.1. (a) Ìàòåìàòèêè Âàñÿ è ×àðëè èãðàþò. Ñíà÷àëà ×àðëè îòìå-

÷àåò íà ïëîñêîñòè k òî÷åê. Çàòåì Âàñÿ êðàñèò íåêîòîðûå èç ýòèõ

òî÷åê. Åñëè òåïåðü ×àðëè ñìîæåò ïðîâåñòè ïðÿìóþ, îòäåëÿþùóþ

ïîêðàøåííûå òî÷êè îò íåïîêðàøåííûõ, òî îí âûèãðàë, èíà÷å �

ïðîèãðàë. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k ×àðëè ìîæåò âûèãðàòü íåçà-

âèñèìî îò äåéñòâèé Âàñè?

(b) Òî æå, íî òî÷êè îòìå÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, è ×àðëè ïðî-

âîäèò ïîëóïëîñêîñòü.

Ïóñòü R ⊂ 2X � ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-

æåñòâà X. �àçìåðíîñòüþ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà V C(X,R) (èëè

VC-ðàçìåðíîñòüþ) ïàðû (X,R) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå n òàêîå,

÷òî ñóùåñòâóåò n-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X, äëÿ êîòîðî-

ãî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî â A ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì A è íåêîòîðîãî

ïîäìíîæåñòâà, ëåæàùåãî â R. Òàêîå ïîäìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ

äðîáÿùèìñÿ ñèñòåìîé R. Åñëè òàêîãî n íå ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàþò
V C(X,R) := ∞.

Åñòåñòâåííûå ïðèìåðû, â òîì ÷èñëå ïðèìåð ñ áåñêîíå÷íîñòüþ,

ïðèâåäåíû â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

5.5.2. (a) Íàéäèòå VC-ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ (äâóìåðíûõ çà-

ìêíóòûõ) ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà ïëîñêîñòè ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëü-

íûìè îñÿì êîîðäèíàò.

(b) Òåîðåìà. VC-ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà âñåõ ïîëóïðîñòðàíñòâ â

Rn
ðàâíà n+ 1.

(
) Òåîðåìà �àäîíà. Ëþáûå n+ 2 òî÷êè â Rn
ìîæíî ðàçáèòü íà

äâà ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.

5.5.3. Íàéäèòå VC-ðàçìåðíîñòü ñëåäóþùèõ ñåìåéñòâ ìíîæåñòâ:
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(a) {{1, . . . , k} | k ∈ N};
(b) {{k, k + 1, k + 2, . . .} | k ∈ N};
(
) {{k, 2k, 3k, . . .} | k ∈ N};
(d) {{k, k2, k3, . . .} | k ∈ N}.

5.5.4. Íàéäèòå VC-ðàçìåðíîñòü ñëåäóþùèõ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ:

(a) {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {1, 2, 4} {1, 2, 5}, {2, 3, 6}, {3, 4, 5}, {3, 4, 6},
{2, 4, 5, 6};

(b) {1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {1, 2, 4} {1, 2, 5}, {2, 4, 5}, {2, 3, 5}, {2, 6, 7},
{3, 4, 6, 7};

(
) {1, 2, 3}, {4, 5, 6}, {7, 8, 9}, {1, 4, 7}, {2, 5, 8}, {3, 6, 9}, {1, 6, 9};
(d) Ìîæíî ëè äîáàâèòü åù¼ îäíî ìíîæåñòâî ê ñèñòåìàì èç ïðåäû-

äóùèõ ïóíêòîâ òàê, ÷òîáû VC-ðàçìåðíîñòü óâåëè÷èëàñü íà 1?

5.5.5. (a) Âîçìîæíî ëè ðàâåíñòâî V C(R2,R) = ∞ äëÿ íåêîòîðîãî

íàáîðà R ⊂ 2R
2
?

(b) Òî æå äëÿ íåêîòîðîãî ñ÷¼òíîãî íàáîðà R ⊂ 2R
2
îãðàíè÷åí-

íûõ ìíîæåñòâ.

5.5.6. Â ëþáîì ñåìåéñòâå VC-ðàçìåðíîñòè d, â êàæäîì ìíîæåñòâå

êîòîðîãî íå áîëåå r ýëåìåíòîâ, íàéäóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà X è

Y , ÷òî

(a) |X ∩ Y | 6 r − d; (b) |X ∩ Y | > d− 1.

5.5.7. Åñëè R ⊂ 2Rn
è |R| = n, òî äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n íàé-

ä¼òñÿ òàêîå ìíîæåñòâî A, ÷òî |{R ∩A | R ∈ R}| > k = |A|+ 1.

5.5.8. Åñëè R ⊂ 2Rn
� ñåìåéñòâî VC-ðàçìåðíîñòè d, òî ñóùåñòâóåò

íàñëåäñòâåííîå (ò. å. ñîäåðæàùåå ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì âñå åãî

ïîäìíîæåñòâà) ñåìåéñòâîR′ ⊂ 2Rn
VC-ðàçìåðíîñòè d, äëÿ êîòîðîãî

(a) |R′| 6 |R|; (b) |R′| > |R|.

5.5.9. Åñëè R ⊂ 2Rn
, òî

|R| 6
(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

V C(Rn,R)

)
.
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5.7 Ëåììà Âèññåðà è òåîðåìû î âîçâðàùåíèè

5.7.1. Â ïàðëàìåíòå èç 100 000 äåïóòàòîâ îáðàçîâàíî k êîìèññèé ïî
2 000 ÷åëîâåê â êàæäîé.

(a) Åñëè k > 100, òî êàêèå-òî äâå êîìèññèè èìåþò õîòÿ áû 21

îáùåãî ÷ëåíà.

(b) Åñëè k > 5 000, òî êàêèå-òî äâå êîìèññèè èìåþò õîòÿ áû 29

îáùèõ ÷ëåíîâ.

(
) Åñëè k > 250 000, òî êàêèå-òî äâå êîìèññèè èìåþò õîòÿ áû

32 îáùèõ ÷ëåíà.

(d) Åñëè k > 2 · 5030, òî êàêèå-òî äâå êîìèññèè èìåþò õîòÿ áû

40 îáùèõ ÷ëåíîâ.

Ïîäìíîæåñòâî îòðåçêà [0, 1] íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè îíî ÿâ-

ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Äëèíîé |E| õîðîøåãî ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ

ñóììà äëèí åãî èíòåðâàëîâ.

5.7.2. (a) Ïåðåñå÷åíèå è îáúåäèíåíèå õîðîøèõ ìíîæåñòâ � õîðîøåå

ìíîæåñòâî.

(b) Åñëè E1, . . . , Ek � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ õîðîøèå ìíî-

æåñòâà äëèíû 1/k êàæäîå è E0 � õîðîøåå ìíîæåñòâî äëèíû 1/k,
òî |E0 ∩ Ej| > 1/k2 äëÿ íåêîòîðîãî j > 1.

(
) Ïðèäóìàéòå ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà õîðîøèõ ìíî-

æåñòâ äëèíû 1/2 êàæäîå, äëèíà ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ èç êîòî-

ðûõ íå ïðåâîñõîäèò 1/4.

(d) Òî æå äëÿ äëèíû 1/k è äëèíû ïåðåñå÷åíèÿ íå áîëåå 1/k2.

5.7.3. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õîðîøèõ ïîäìíîæåñòâ

îòðåçêà [0, 1] äëèíû m êàæäîå.

(a) Äëèíà ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðûõ äâóõ èç íèõ íå ìåíüøå m2/2.

(b) Ëåììà Âèññåðà. Òî æå äëÿ 0, 99m2
.

(Çàäà÷à 5.7.2 ïîÿñíÿåò ðîëü ìíîæèòåëÿ m2
è òî, ÷òî çàìåíèòü

0, 99 íà 1 íåëüçÿ.)

(
)* Äëÿ ëþáîãî r ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ ï. (a) íàéäóòñÿ r ìíî-
æåñòâ ñ äëèíîé ïåðåñå÷åíèÿ áîëåå 0, 99mr

.
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5.7.4. (a) Åñëè r > 1 öåëîå è E1, . . . , EN ⊂ [n] := {1, . . . , n}, òî

nr−1
N∑

j1,...,jr=1

|Ej1 ∩ . . . ∩ Ejr | >




N∑

j=1

|Ej |




r

.

(b) Åñëè r > 1 öåëîå è ìíîæåñòâà E1, . . . , EN ⊂ [0, 1] õîðîøèå,
òî

N∑

j1,...,jr=1

|Ej1 ∩ . . . ∩ Ejr | >




N∑

j=1

|Ej |




r

.

Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà 0 = α0 < . . . < αk−1 < αk = 1. Ïåðåêëà-
äûâàíèåì îòðåçêîâ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : [0, 1) → [0, 1), îïðå-
äåëåííîå íåêîòîðîé ïåðåñòàíîâêîé îòðåçêîâ [αi−1, αi). Áîëåå àêêó-
ðàòíî, âîçüìåì ïåðåñòàíîâêó σ : [k] → [k]. Äëÿ ëþáûõ j 6 k è

x ∈ [αj−1, αj) îïðåäåëèì f(x) := x−αj−1+
∑

i∈[k] : σ(i)<σ(j)

(αi−αi−1).

×åðåç fn îáîçíà÷èì n-þ èòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ f : [0, 1) → [0, 1):
fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f (n ðàç).

5.7.5. (a) (Çàãàäêà) Íàéäèòå n-þ èòåðàöèþ íåòðèâèàëüíîãî ïåðå-

êëàäûâàíèÿ äâóõ îòðåçêîâ, åñëè äàíî α1.

(b) Åñëè äëèíû âñåõ îòðåçêîâ ðàöèîíàëüíû, òî íåêîòîðàÿ èòå-

ðàöèÿ ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

(
) Ïðèäóìàéòå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, îäèí èç êîòîðûõ èìå-

åò èððàöèîíàëüíóþ äëèíó, ïðè÷åì êâàäðàò ïåðåêëàäûâàíèÿ � òîæ-

äåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

(d) Ïðèäóìàéòå ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ, íèêàêàÿ èòåðàöèÿ

êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.

5.7.6. Ïóñòü E ⊂ [0, 1) � õîðîøåå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è f � ïåðå-

êëàäûâàíèå îòðåçêîâ.

(a) Ìíîæåñòâî f(E) õîðîøåå.

(b) Òåîðåìà Ïóàíêàðå-Êàðàòåîäîðè î âîçâðàùåíèè ìíîæåñòâ.

Ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî áîëüøîå n, äëÿ êîòîðîãî |E ∩ fn(E)| > 0.

(
) Òåîðåìà Õèí÷èíà î âîçâðàùåíèè ìíîæåñòâ. Cóùåñòâóåò ñêîëü

óãîäíî áîëüøîå n, äëÿ êîòîðîãî |E ∩ fn(E)| > 0, 99|E|2.
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(d) ×èñëî n èç ï. (b,
) íàéäåòñÿ íà ëþáîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì

èíòåðâàëå (ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå L, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãîM ÷èñëî

n èç ï. (b,
) íàéäåòñÿ ñðåäè ÷èñåë M,M + 1, . . . ,M + L).

(e) Òåîðåìà î ìíîãîêðàòíîì âîçâðàùåíèè. Ïðè ëþáîì öåëîì

r > 0 ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå n1, . . . , nr, äëÿ êîòîðûõ

|fn1(E) ∩ fn2(E) ∩ . . . ∩ fnr(E)| > 0.

(f) Òåîðåìà î ìíîãîêðàòíîì âîçâðàùåíèè. Ïðè ëþáîì öåëîì

r > 0 ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå n1, . . . , nr, äëÿ êîòîðûõ

|fn1(E) ∩ fn2(E) ∩ . . . ∩ fnr(E)| > 0, 99|E|r .

5.7.7. Íàçîâåì õîðîøèì îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ìíîãî-

óãîëüíèêîâ (ëåæàùèõ íà îäíîé ïëîñêîñòè) áåç ãðàíèöû ñ íåïåðåñå-

êàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè. Ñ�îðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè

(a) òåîðåìû Ïóàíêàðå-Êàðàòåîäîðè; (b) òåîðåìû Õèí÷èíà

äëÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà â

ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåãî õîðîøèå ïîäìíîæåñòâà è èõ ïëîùàäè.

Ñð. ñ ï. 5.1 è 7.1.

5.8 Ñòðóêòóðû íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå

�àíåå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå êîìáèíàòîðíûå çà-

äà÷è 1.1.1, 1.1.2, 1.1.4, 1.4.3.b, 1.4.4, 1.4.5, 1.4.6, 1.4.7.efg. Â ýòîì

ïóíêòå ìû ïîÿñíèì ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè îáúåêòàìè, âîçíèêà-

þùèìè â ýòèõ çàäà÷àõ.

Àëãåáðîé íà ìíîæåñòâå [n] íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî åãî ïîäìíî-

æåñòâ, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè ïîäìíîæåñòâàìè A è B ñîäåð-

æèò òàêæå èõ îáúåäèíåíèå A∪B, ïåðåñå÷åíèå A ∩B è äîïîëíåíèå

A := [n]−A.

Íàïðèìåð, 2[n] � àëãåáðà íà [n], à {∅, [3]} è {∅, {1}, {2, 3}, [3]} �
àëãåáðû íà [3].

5.8.1. (a) Íàéäèòå âñå àëãåáðû íà [n] äëÿ n = 1, 2, 3.

(b) Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðû åñòü ñòåïåíü

äâîéêè.

(
) Êîëè÷åñòâî àëãåáð íà [n] ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ìíîæå-
ñòâà [n]. (�àçáèåíèåì (íåóïîðÿäî÷åííûì) ìíîæåñòâà [n] íàçûâàåòñÿ
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íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð {X1,X2, . . . Xk} ïîäìíîæåñòâ Xi ⊂ [n], äëÿ
êîòîðîãî [n] = X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xk è Xi ∩Xj = ∅ ïðè ëþáûõ i 6= j.)

(d) (Çàãàäêà) Íàéäèòå ðåêóððåíòíóþ �îðìóëó äëÿ ÷èñëà NA(n)
âñåõ àëãåáð íà [n] (÷èñëà Áåëëà).

Áàçèñîì àëãåáðû íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå (ïî âêëþ÷åíèþ) å�å

ïîäñåìåéñòâî {X1, . . . ,Xk} òàêîå, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò àëãåáðû ìîæ-

íî âûðàçèòü ÷åðåç X1 . . . Xk ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé ïåðåñå÷åíèÿ, îáú-

åäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ. Çàäà÷à 1.4.2.a ðàâíîñèëüíà íàõîæäåíèþ

íàèìåíüøåãî ÷èñëà ìíîæåñòâ â áàçèñå àëãåáðû 2[n].

5.8.2. Ñóùåñòâóåò àëãåáðà è äâà åå áàçèñà, â êîòîðûõ ðàçíîå ÷èñëî

ìíîæåñòâ.

Ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íà ìíîæåñòâå [n] íàçûâàåòñÿ ñåìåé-

ñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, êîòîðîå âìåñòå ñ ëþáûìè ïîäìíîæåñòâàìè A
è B ñîäåðæèò òàêæå èõ ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü A⊕B. Íàïðèìåð,
ëþáàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì;

{∅}, {∅, [2]}, {∅, {1}, {2}, [2]} è {∅, {1, 3}, {2, 3}, [2]}
� ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íà [3]. Îïðåäåëåíèå áàçèñà ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àëãåáð. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà èçó-

÷àþòñÿ â çàäà÷àõ 1.4.4, 1.4.6, 1.4.7.efg è 1.4.8 (íà äðóãîì ÿçûêå).

Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå [n] íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî åãî ïîäìíî-

æåñòâ, êîòîðîå ñîäåðæèò ∅, [n] è âìåñòå ñ ëþáûìè ïîäìíîæåñòâàìè
A è B ñîäåðæèò òàêæå A∩B, A∪B. Íàïðèìåð, ëþáàÿ àëãåáðà ÿâ-
ëÿåòñÿ òîïîëîãèåé;

{∅, {1}, [3]} è {∅, {1}, {2}, {1, 2}, {1, 3}, [3]}
� òîïîëîãèè íà [3].

5.8.3. (a) Íàéäèòå âñå òîïîëîãèè íà [n] äëÿ n = 1, 2, 3.
(b) Ëþáàÿ ëè òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì?

Ìîæíî ëè ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü âûðàçèòü ÷åðåç ïåðåñå÷åíèå

è îáúåäèíåíèå?

�åøåíèå çàäà÷è 5.8.3.a ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òîïîëîãèÿ,

÷èñëî ïîäìíîæåñòâ â êîòîðîé íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Íàéòè

êîëè÷åñòâî òîïîëîãèé íà [n] � íåðåøåííàÿ çàäà÷à.

Îïðåäåëåíèå áàçèñà òîïîëîãèè àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ àëãåáð.
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5.8.4. (a) Ñóùåñòâóåò òîïîëîãèÿ è äâà åå áàçèñà, â êîòîðûõ ðàçíîå

÷èñëî ìíîæåñòâ.

(b) Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìíîæåñòâ â áàçèñå òîïîëîãèè 2[n].

(
) Äëÿ êàæäîãî n íàéäèòå íàèáîëüøèé (ïî âñå òîïîëîãèÿì íà

[n]) ìèíèìàëüíûé ðàçìåð áàçèñà òîïîëîãèè.

5.8.5. Öåïüþ òîïîëîãèé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷-

íûõ òîïîëîãèé

{∅, [n]} = T0 ⊂ T1 ⊂ T2 . . . ⊂ Tk = 2[n],

ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ÷ëåíàìè êîòîðîé íåëüçÿ âñòàâèòü

åù�å îäíó òîïîëîãèþ (ò.å. äëÿ ëþáîãî i íå ñóùåñòâóåò òîïîëîãèè T ,
äëÿ êîòîðîé Ti ( T ( Ti+1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ öåïè àëãåáð

è ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

(a) Âñå öåïè àëãåáð (ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ) íà [n] èìåþò îäè-
íàêîâóþ äëèíó (êàêóþ?).

(b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð öåïåé òîïîëîãèé ðàçëè÷íîé äëèíû.

(
)* Íàéäèòå íàèáîëüøóþ äëèíó öåïè òîïîëîãèé íà [n].

(d) Íàéäèòå íàèìåíüøóþ äëèíó öåïè òîïîëîãèé íà [n].

5.8.6. (a) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

íà [n], íè îäíî èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ (ñîáñòâåííî) â äðóãîì.

(Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ øèðèíîéWL(n) ñåìåéñòâà âñåõ ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ íà [n].)

(b)* WL(2n) ∼ C · 2n2
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà C.

(
) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî àëãåáð íà [n], íè îäíà èç
êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé.

Ïî-âèäèìîìó, íàéòè ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òîïîëîãèé íà [n],
íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîé � íåðåøåííàÿ çàäà÷à.

Íàðèñóåì âñå àëãåáðû (¾íà [n]¿ � ýòè ñëîâà ìû äàëüøå îïóñ-

êàåì). Ïðîâåäåì ñòðåëêó îò àëãåáðû A ê àëãåáðå B, åñëè A ( B è

ìåæäó íèìè íåëüçÿ âñòàâèòü íèêàêóþ äðóãóþ àëãåáðó. Ïîëó÷åííûé

ãðà� íàçûâàþò ðåø�åòêîé àëãåáð.

�àçáèåíèå H = H0 ⊔H1 ⊔ . . .⊔Hm ìíîæåñòâà âñåõ àëãåáð íàçû-

âàåòñÿ ðàçáèåíèåì íà ýòàæè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ñîåäèíåííûõ
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Â ðåøåíèè ïóíêòîâ (d,e) ïðîïóñêàþòñÿ ñëîâà ¾äëÿ âñåõ äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ k, n¿.
(d) Èìååì

(n
k

)
(n−l

k

) =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
· k!

(n − l)(n − l − 1) . . . (n− l − k + 1)
=

=
n

n− l
· n− 1

n− l − 1
· . . . · n− k + 1

n− l − k + 1
=

=

((
1− l

n

)
·
(
1− l

n− 1

)
· . . . ·

(
1− l

n− k + 1

))−1

<

<

(
1− l

n− k

)−k (5)
< exp

(
kl

n− k
+ k

(
l

n− k

)2
)

(6)
<

(6)
< exp

(
kl

n
+ 2

k2l

n2
+ 4

kl2

n2

)
(7)
< exp

(
kl

n
+ 6

)
, ãäå

• íåðàâåíñòâî (5) ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó

l
n−k < 2l

n < 2√
k
è

(1− x)−1 < ex+x2
äëÿ ìàëûõ x > 0;

• íåðàâåíñòâî (6) ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó k < n/2, çíà÷èò

1

n− k
<
n+ 2k

n2
=

1

n
+ 2

k

n2
<

2

n
;

• íåðàâåíñòâî (7) ñïðàâåäëèâî, ïîñêîëüêó k2l < n2 è kl2 < n2.
(e) Îáîçíà÷èì

l := [0.99
n

k
ln
sk

n
] 6 0.99

n

k
ln
sk

n
<
n

k
ln
sk

n
<
n

k

√
k =

n√
k
.

Èìååì k + l <
√
n+

n√
k
< n äëÿ k > 1. Ïîýòîìó

(n
l

)(n−l
k

)
(n
k

) =

(
n− k

l

)
> n− k > n−√

n > e2.

Çíà÷èò,

G

((
n

k

)
,

(
n

l

)
,

(
n− l

k

))
< 2

(n
k

)
(
n−l
k

) ln
(n
l

)(n−l
k

)
(
n
k

) (2)
< 2

(n
k

)
(
n−l
k

) l ln k
(3)
<
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(3)
< 4e

kl
n
+6l ln k

(4)
< 4e6

(
sk

n

)0.99 n ln k

k
ln
sk

n

(5)
< 4e6s

(
sk

n

) 1
101

− 1
100

ln
sk

n

(6)
< s.

Çäåñü

• íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíåíî ââèäó
(
n
l

)(
n−l
k

)
(n
k

) <

(
n

l

)
<
nl

l!

(∗)
<
(en
l

)l (∗∗)
< kl.

Çäåñü íåðàâåíñòâà (*) è (**) âûïîëíåíû ïî óòâåðæäåíèþ 6.1.6.b è

ââèäó

l

n
>

1

2k
ln
sk

n
>

101 ln ln k

2k
>
e

k
äëÿ k > ee

2e/101
,

ñîîòâåòñòâåííî;

• íåðàâåíñòâî (3) âûïîëíåíî ââèäó ï. (d), êîòîðûé ïðèìåíèì,

ïîñêîëüêó k2l < k3/2n < n2 è kl2 < n2;

• íåðàâåíñòâî (4) âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà l;

• íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíåíî ââèäó 101 ln ln k < ln
sk

n
, îòêóäà

(ln k)101 <
sk

n
;

• íåðàâåíñòâî (6) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k

ââèäó limx→∞ x−1/100·101 lnx = 0 è
sk

n
> (ln k)101.

Çíà÷èò, ïî ï. (
) íàéäåòñÿ (n, s, k)-íàáîð, ðàçìåð ëþáîé ñ.î.ï.

êîòîðîãî áîëüøå l. Ñð. [R13, �4.6℄.

5.3.1 . (b) Èíäóêöèÿ ïî m. Áàçà î÷åâèäíà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
âñåõ ñèñòåì ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïóñòü íàéä¼òñÿ òàêîå ìíîæåñòâî I ( Rm, ÷òî | ∪i∈I Si| = |I|.
Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ SI := {Si | i ∈ I}. Äàëåå,
ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ èç SRm\I ñî ìíîæåñòâîì (∪m

i=1Si) \ (∪i∈ISi)
¾íåïîêðûòûõ¿ ýëåìåíòîâ îáðàçóþò ñèñòåìó, äëÿ êîòîðîé âûïîëíå-

íî óñëîâèå ëåììû Õîëëà. Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå

èíäóêöèè.

Åñëè æå òàêîãî ìíîæåñòâà I íå íàéä¼òñÿ, âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò x ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Sk. Äîïîëíåíèÿ îñòàâøèõñÿ
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5.7.1. (a) Ïóñòü ëþáûå äâå êîìèññèè èìåþò íå áîëåå 20 îáùèõ

÷ëåíîâ. Äàäèì ïî êîí�åòå êàæäîìó ó÷àñòíèêó ïåðâîé êîìèññèè.

Êîí�åòû ïîëó÷àò 2000 ÷åëîâåê. Äàäèì ïî êîí�åòå êàæäîìó ó÷àñò-

íèêó âòîðîé, íî íå ïåðâîé, êîìèññèè. Êîí�åòû ïîëó÷àò íå ìåíåå

1980 ÷åëîâåê. Äàäèì ïî êîí�åòå êàæäîìó ó÷àñòíèêó òðåòüåé, íî íå

ïåðâîé è íå âòîðîé, êîìèññèé. Êîí�åòû ïîëó÷àò íå ìåíåå 1960 ÷åëî-

âåê. È òàê äàëåå. Êàæäûé ïàðëàìåíòàðèé ïîëó÷èò íå áîëåå îäíîé

êîí�åòû. Â èòîãå êîëè÷åñòâî ïàðëàìåíòàðèåâ íå ìåíüøå êîëè÷å-

ñòâà êîí�åò, ò.å. ÷èñëà 100·2000−(100·99/2)·20 = 101 000 > 100 000.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ýòî æå ðåøåíèå ìîæíî èçëîæèòü òàê. Ïóñòü ëþáûå äâå êîìèñ-

ñèè èìåþò íå áîëåå 20 îáùèõ ÷ëåíîâ. Òîãäà ÷èñëî âñåõ ïàðëàìåíòà-

ðèåâ íå ìåíüøå 100 · 2000− (100 · 99/2) · 20 = 101 000 > 100 000 (ýòî
íåðàâåíñòâî Áîí�åððîíè 1.2.3.
, ò.å. âåðñèÿ �îðìóëû âêëþ÷åíèé-

èñêëþ÷åíèé). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íóæíîå óòâåð-

æäåíèå.

(b) Ïðèìåíèòå ðàññóæäåíèå èç ï. (a) ê äåêàðòîâó êâàäðàòó ïàð-

ëàìåíòà, ò.å. ïàðëàìåíòîì áóäåò ìíîæåñòâî ïàð äåïóòàòîâ, à êîìèñ-

ñèÿìè ìíîæåñòâî ïàð äåïóòàòîâ èç îäíîé êîìèññèè.

(ñ) Òî æå äëÿ äåêàðòîâà êóáà.

(d) Íàéäèòå N òàêîå, ÷òî

40
N
√
2
> 39.

Èäåÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ: èñïîëüçîâàòü âåðñèþ òåîðåìû Êîâàðè-

Øîø-Òóðàíà 2.7.2.d äëÿ s = 2 è äâóäîëüíîãî ãðà�à, â îäíîé äîëå

êîòîðîãî � ïàðëàìåíòàðèè, à â äðóãîé � êîìèññèè. Îíî äàåò ñèëü-

íóþ îöåíêó 40 äàæå äëÿ k = 5000.

Ñð. [VS97℄.

5.7.2. (b) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

1 > |E0∪E1∪ . . .∪Ek| >
k∑

j=0

|Ej |−
∑

06i<j6k

|Ei∩Ej| > 1+
1

k
− k

k2
= 1.

Ïðîòèâîðå÷èå.

(
) Â j-å ìíîæåñòâî çàïèøåì âñå ÷èñëà, â äâîè÷íîé çàïèñè êî-

òîðûõ íà j-ì ìåñòî ñòîèò 0.

5.7.3. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 5.7.1.
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(
) Äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì äîñòàòî÷íî áîëüøîå öåëîå

N . Äîêàæåì, ÷òî r òðåáóåìûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âûáðàòü ñðåäè ïðî-
èçâîëüíûõ N èç äàííûõ ïîäìíîæåñòâ: E1, E2, . . . , EN . Ïðåäïîëî-

æèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 5.7.4.b

N rmr = (|E1|+. . .+|EN |)r 6
N∑

j1,...,jr=1

|Ej1∩. . .∩Ejr | 6 0.99mrA+(N r−A).

Çäåñü A = Ar
N := N(N − 1) . . . (N − r + 1) è ïîñëåäíåå íåðàâåí-

ñòâî ïîëó÷àåòñÿ ðàçáèåíèåì ñóììû íà äâå: ïî íàáîðàì r ïîïàðíî
ðàçëè÷íûõ ÷èñåë è ïî îñòàëüíûì íàáîðàì. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå

� ìíîãî÷ëåí îò N ñòåïåíè r ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì 0.99mr
.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N îí ìåíüøå, ÷åì N rmr
. Ïðîòè-

âîðå÷èå.

5.7.4. (a) Êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíî-

æåñòâà [n] ïîäìíîæåñòâàìè Ej è èõ äîïîëíåíèÿìè. Ìíîæåñòâà ýòî-

ãî ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà [N ]. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç µA êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå ðàçáèåíèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùåì A.
Êàæäîé ïàðå (A, j) èç ïîäìíîæåñòâà A ⊂ [N ] è ÷èñëà j ∈ [N ]

ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 0, åñëè j 6∈ A, è µA, åñëè j ∈ A. Ïîñ÷èòàåì
äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó S ïîëó÷åííûõ 2N ·N ÷èñåë. Ïîëó÷èì

N∑

j=1

|Ej | = S =
∑

A⊂[N ]

|A|µA.

Êàæäîé ïàðå (A, (j1, . . . , jr)) èç ïîäìíîæåñòâà A ⊂ [N ] è âåêòîðà

(j1, . . . , jr) ∈ [N ]r ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå 0, åñëè {j1, . . . , jr} 6⊂ A,
è µA, åñëè {j1, . . . , jr} ⊂ A. Ïîñ÷èòàåì äâóìÿ ñïîñîáàìè ñóììó Sr
ïîëó÷åííûõ 2N ·N r

÷èñåë. Ïîëó÷èì

N∑

j1,...,jr=1

|Ej1 ∩ . . . ∩Ejr | = Sr =
∑

A⊂[N ]

|A|rµA.

Çíà÷èò, ïî âåñîâîìó íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ñòåïåííûõ ââèäó

∑
A⊂[m] µA =

n

Sr > n1−r


 ∑

A⊂[N ]

|A|µA




r

= n1−r




N∑

j=1

|Ej |




r

.



190 Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

Äîêàçàòåëüñòâî ñ äåòàëÿìè. Äëÿ ýëåìåíòà j ∈ [N ] è ïîäìíî-

æåñòâà A ⊂ [N ] îáîçíà÷èì

(j ∈ A) =

{
1 j ∈ A

0 j 6∈ A
è µA :=

∣∣∣
(⋂

k∈A
Ek

)
∩


 ⋂

k∈[N ]−A

Ek



∣∣∣.

Òîãäà

|A| =
N∑

j=1

(j ∈ A) è |Ej| =
∑

A⊂N

(j ∈ A)µA.

Ïîýòîìó

N∑

j=1

|Ej | =
N∑

j=1

∑

A⊂N

(j ∈ A)µA =
∑

A⊂N

N∑

j=1

(j ∈ A)µA =
∑

A⊂N

|A|µA.

Òàê êàê

∑
A⊂N µA = n, òî ïî âåñîâîìó íåðàâåíñòâó î ñðåäíèõ ñòå-

ïåííûõ

n1−r

(∑

A⊂N

|A|µA
)r

6
∑

A⊂N

|A|rµA =
∑

A⊂N

µA




N∑

j=1

(j ∈ A)




r

=

=
∑

A⊂N

µA

N∑

j1,...,jr=1

(j1 ∈ A) · . . . · (jr ∈ A) =

=

N∑

j1,...,jr=1

∑

A⊂N

(j1 ∈ A) · . . . · (jr ∈ A)µA =

N∑

j1,...,jr=1

|Ej1 ∩ . . . ∩ Ejr |.

(b) Àíàëîãè÷íî ï. (a).

Äðóãàÿ çàïèñü âûøåïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ï. (b).

Îïðåäåëèì �óíêöèþ Ij : [0, 1] → R �îðìóëîé

Ij(x) =

{
1 x ∈ Ej

0 x 6∈ Ej

.

Òîãäà íóæíîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê f(x) := I1(x)+
. . .+ IN (x) ñëåäóþùåãî âåñîâîãî íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ ñòåïåííûõ:

∫ 1

0
f r(x)dx >

(∫ 1

0
f(x)dx

)r

.
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(Äëÿ íóæíûõ íàì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé f ýòî íåðàâåíñòâî

ìîæíî ïåðåïèñàòü ñî çíàêîì ñóììû âìåñòî èíòåãðàëà, ñì. âûøå.)

5.7.6. Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ñîõðàíÿåò õîðîøèå ïîäìíîæå-

ñòâà è èõ äëèíû.

Ïåðåêëàäûâàíèå îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîò-

âåòñòâèåì. Èòåðàöèÿ fn ñ n < 0 îïðåäåëåíà äëÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ
ñîîòâåòñòâèé f : fn = f−1 ◦ f−1 ◦ . . . ◦ f−1

(|n| ðàç).
(b)-(f) Èñïîëüçóéòå óòâåðæäåíèÿ 5.7.3.b
.

(d) Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí òåêñò À. Ïàõà-

ðåâà. Äëÿ ï. (b) óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî

äëÿ ï. (
). Ïóñòü, íàïðîòèâ, ñóùåñòâîâóþò ñêîëü óãîäíî áîëüøèå

èíòåðâàëû èç öåëûõ ÷èñåë n, äëÿ êîòîðûõ |E ∩ fn(E)| < 0.99|E|2.
Íàçîâåì òàêèå n è èíòåðâàëû ïëîõèìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 ñåðå-

äèíó îäíîãî èç ïëîõèõ èíòåðâàëîâ ÷åòíîé äëèíû. Äàëåå, îáîçíà-

÷èì ÷åðåç l2 � ñåðåäèíó ïëîõîãî èíòåðâàëà ÷åòíîé äëèíû, áîëü-

øåé |2l1|, è ò.ä. Òîãäà ïðè ëþáûõ n > m ÷èñëî ln − lm ñîäåðæèòñÿ

â ïëîõîì èíòåðâàëå ñ ñåðåäèíîé ln, ïîýòîìó îíî ïëîõîå. Çíà÷èò,

|f ln(E)∩ f lm(E)| < 0, 99|E|2 äëÿ ëþáûõ öåëûõ n,m > 0. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò ëåììå Âèññåðà 5.7.3.b.

5.8.1. (
) �àçáèåíèþ [n] = X1 ∪X2 ∪ . . . ∪Xk ïîñòàâüòå â ñîîò-

âåòñòâèå ñåìåéñòâî âñåõ ìíîæåñòâ, ïîëó÷åííûõ îáúåäèíåíèåì íåêî-

òîðûõ èç X1, . . . ,Xk. Ïîëó÷èòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ìåæäó àëãåáðàìè íà [n] è ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà [n].
(b) Ñëåäóåò èç (
).

5.8.2. �àññìîòðèòå àëãåáðó 2[4] è äâà áàçèñà, îäèí èç ìíîæåñòâ

{1, 2} è {1, 3}, äðóãîé èç ìíîæåñòâ {1}, {2}, {3}.
5.8.5. Îòâåòû: (a) n+ 1; (
) 2n+ 2; (d) 2n + 1.
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íèÿ çàäà÷ 6.2.1, 6.2.18 è 6.2.19; íå áîéòåñü, îíè �îðìóëèðóþòñÿ è

ðåøàþòñÿ áåç ñëîâà ¾ãèïåðãðà�¿). Îäíàêî î÷åíü áûñòðî ñòàëî ÿñ-

íî, íàñêîëüêî ýòî ìîùíûé è ïëîäîòâîðíûé èíñòðóìåíò. Íàïðèìåð,

ïî÷òè ñðàçó æå ñ åãî ïîìîùüþ Äæ. Ñïåíñåð óëó÷øèë íèæíþþ îöåí-

êó ÷èñëà �àìñåÿ (ñì. îïðåäåëåíèå â ï. 4.1 è çàäà÷ó 6.2.23), êîòîðàÿ

íå ïîääàâàëàñü óëó÷øåíèþ â òå÷åíèå ñîðîêà ëåò. Ñåé÷àñ äèàïàçîí

ïðèìåíåíèÿ ëåììû ñòàíîâèòñÿ âñå øèðå. Çäåñü òåîðèÿ ãðà�îâ è

ãèïåðãðà�îâ, çäåñü ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è êîìáèíàòîðèêè, òåîðèÿ

àëãîðèòìîâ è äàæå êîìáèíàòîðíàÿ ãåîìåòðèÿ è òåîðèÿ äèî�àíòî-

âûõ ïðèáëèæåíèé.

Çà ïðîøåäøèå äåñÿòèëåòèÿ ïîÿâèëèñü ðàçíîîáðàçíûå óñîâåð-

øåíñòâîâàíèÿ Ëîêàëüíîé ëåììû, ìíîãèå èç êîòîðûõ óæå ëèøü îò-

äàëåííî íàïîìèíàþò ïåðâîíà÷àëüíûé âàðèàíò. È ýòî åùå îäíî ñâè-

äåòåëüñòâî èñêëþ÷èòåëüíîé ïëîäîòâîðíîñòè èäåè Ëîâàñà.

Êàê óñòðîåíî èçëîæåíèå â ýòîì ðàçäåëå. Îñíîâíûå èäåè ïðåä-

ñòàâëåíû íà ¾îëèìïèàäíûõ¿ ïðèìåðàõ: íà ïðîñòåéøèõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ, ñâîáîäíûõ îò òåõíè÷åñêèõ äåòàëåé, è ñî ñâåäåíèåì íàó÷íîãî

ÿçûêà ê íåîáõîäèìîìó ìèíèìóìó. Ìû ïîêàçûâàåì, êàê ìîæíî ïðè-

äóìàòü ëåììó Ëîâàñà. Ïóòü ê åå äîêàçàòåëüñòâó è ïðèìåíåíèÿì

íàìå÷åí â âèäå çàäà÷ (âñåõ çàäà÷ ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïîäðàçäåëîâ,

êðîìå çàäà÷ 6.2.6 è 6.2.7, êîòîðûå ïðîñòî ïîÿñíÿþò ïîíÿòèå íåçàâè-

ñèìîñòè). Îáó÷åíèå ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷ íå òîëüêî õàðàêòåðíî äëÿ

ñåðüåçíîãî èçó÷åíèÿ ìàòåìàòèêè, íî è ïðîäîëæàåò äðåâíþþ êóëü-

òóðíóþ òðàäèöèþ.

10

Ê âàæíåéøèì çàäà÷àì ïðèâîäÿòñÿ óêàçàíèÿ è

ðåøåíèÿ.

Îáû÷íî ëåììó Ëîâàñà èçëàãàþò íà âåðîÿòíîñòíîì ÿçûêå. Îä-

íàêî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðèâîäèìîå êîìáèíàòîðíîå èçëîæåíèå

áîëåå äîñòóïíî è ïîëåçíî äëÿ íà÷èíàþùåãî. Äåéñòâèòåëüíî, èçëà-

ãàòü âåðîÿòíîñòíûå èäåè (íàïðèìåð, íåçàâèñèìîñòè) è ðàçâèâàòü

âåðîÿòíîñòíóþ èíòóèöèþ, íî ïðè ýòîì ñîõðàíÿòü ñòðîãîñòü èçëî-

æåíèÿ, ðàçóìíåå, íå ââîäÿ ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, à

íà êîìáèíàòîðíîì ÿçûêå, ñð. ï. 1.5.

11

Ýòî êàê ðàç ïîäãîòîâèò íà-

10

Íàïðèìåð, ïîñëóøíèêè äçåíñêèõ ìîíàñòûðåé îáó÷àþòñÿ, ðàçìûøëÿÿ íàä

çàãàäêàìè, äàííûìè èì íàñòàâíèêàìè. Âïðî÷åì, ýòè çàãàäêè ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå

ïàðàäîêñàìè, à íå çàäà÷àìè. Ñì. ïîäðîáíåå [Su℄.

11

Îòëè÷èå ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îò ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáè-
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÷èíàþùåãî ê ââåäåíèþ ýòîãî äîâîëüíî àáñòðàêòíîãî ïîíÿòèÿ, ñð.

ñ [ZSS, �èëîñî�ñêè-ìåòîäè÷åñêîå îòñòóïëåíèå℄. Êðîìå òîãî, âåðî-

ÿòíîñòíîé èíòóèöèè íà÷èíàþùåãî ïðîòèâîðå÷èò ïîëó÷åíèå âåðî-

ÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè àáñîëþòíî (à íå ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ)

âåðíîãî ðåçóëüòàòà.

12

(Âïðî÷åì, äëÿ ÷åëîâåêà, óæå âëàäåþùåãî ïî-

íÿòèåì âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà, èçëîæåíèå íà âåðîÿòíîñòíîì

ÿçûêå íå ñëîæíåå êîìáèíàòîðíîãî.)

Ïðèâåäåì èíòåðåñíûå �àêòû, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü ïðè

ïîìîùè ëåììû Ëîâàñà è âðÿä ëè ìîæíî äîêàçàòü áåç íåå. Âèäè-

ìî, èç çàäà÷ 6.2.1-6.2.4 âû ñìîæåòå ðåøèòü ñåé÷àñ òîëüêî ïóíêòû

(a). Ê ïóíêòàì (b) ðàçóìíî âåðíóòüñÿ ïîñëå èçó÷åíèÿ ñëåäóþùèõ

ïîäðàçäåëîâ. Áîëåå òîãî, çàäà÷à 6.2.2.b åñòåñòâåííåå ïî �îðìóëè-

ðîâêå, íî ñëîæíåå äâóõ ñëåäóþùèõ.

6.2.1. (a) Ïî êàæäîìó èç 100 âèäîâ ðàáîò â �èðìå èìååòñÿ ðîâ-

íî 8 ñïåöèàëèñòîâ. Êàæäîìó ñîòðóäíèêó íóæíî äàòü âûõîäíîé â

ñóááîòó èëè â âîñêðåñåíüå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê,

÷òîáû è â ñóááîòó, è â âîñêðåñåíüå äëÿ êàæäîãî âèäà ðàáîò ïðèñóò-

ñòâîâàë ñïåöèàëèñò ïî íåìó. (Ñîòðóäíèê ìîæåò áûòü ñïåöèàëèñòîì

ïî íåñêîëüêèì âèäàì ðàáîò; ðàñïðåäåëåíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî âèäàì

ðàáîò èçâåñòíî òîìó, êòî íàçíà÷àåò âûõîäíûå. Ýòî çàäà÷à 1.5.7.)

(b) Ïî êàæäîìó èç íåñêîëüêèõ âèäîâ ðàáîò â �èðìå èìååòñÿ

ðîâíî 8 ñïåöèàëèñòîâ. (Òåïåðü âèäîâ ðàáîò íå îáÿçàòåëüíî 100.)

Êàæäûé âèä ðàáîò èìååò îáùèõ ñïåöèàëèñòîâ íå áîëåå ÷åì ñ 30 äðó-

ãèìè âèäàìè. Êàæäîìó ñîòðóäíèêó íóæíî äàòü âûõîäíîé â ñóááîòó

èëè â âîñêðåñåíüå. Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû è

â ñóááîòó, è â âîñêðåñåíüå äëÿ êàæäîãî âèäà ðàáîò ïðèñóòñòâîâàë

ñïåöèàëèñò ïî íåìó.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ êàæäîãî âèäà ðàáîò x îáîçíà÷èì ÷åðåç Ax ìíî-

æåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âûõîäíûõ, ïðè êîòîðûõ è â ñóááîòó, è

â âîñêðåñåíüå ïðèñóòñòâóåò ñïåöèàëèñò ïî x. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

íàòîðèêè ñêîðåå â òîì, ÷òî ðå÷ü èäåò î äîëÿõ âìåñòî ÷èñåë, è èíòåðåñ ÷àñòî

ïðåäñòàâëÿþò îöåíêè, à íå ðàâåíñòâà.

12

Îáúÿñíÿòü, êàê ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü àáñî-

ëþòíî âåðíûé ðåçóëüòàò, ëó÷øå íà áîëåå ïðîñòûõ ïðèìåðàõ. Ñì., íàïðèìåð,

çàäà÷è 6.2.5, 6.2.12, 6.2.16 è 6.3.3.ab. Ìû õîòåëè áû ñäåëàòü ýòîò òåêñò äîñòóï-

íûì äàæå äëÿ òåõ, êòî íå ðàçáèðàë òàêèõ ïðèìåðîâ.
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∩xAx 6= ∅. Â ï. (a) ýòî äåëàåòñÿ ïóòåì ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëå-

ìåíòîâ. Â ï. (b) ýòîãî óæå íå õâàòàåò, íóæíà èäåÿ èç ñëåäóþùåãî

ïîäðàçäåëà. Òàì ìû ïîêàæåì, êàê íåçàâèñèìîñòü (îïðåäåëåííóþ

òàì) ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ îöåíêè êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ïåðåñå-

÷åíèè ìíîæåñòâ.

Îïèñàííóþ èäåþ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê. Íóæíîå óñëîâèå

ìû ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà óñëîâèé.

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç íèõ åñòü êîíñòðóêöèÿ, åìó

óäîâëåòâîðÿþùàÿ. Èíîãäà îòñþäà ìîæíî âûâåñòè, ÷òî åñòü êîí-

ñòðóêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì ýòèì óñëîâèÿì îäíîâðåìåííî! Ýòà

èäåÿ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ìàòåìàòèêå. (Äëÿ ÷èòàòåëÿ, çíàêîìîãî ñ

ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìè, íàïîìíèì, ÷òî â àíàëèçå òàê äîêà-

çûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,

â òîïîëîãèè � âëîæèìîñòü n-ìåðíîãî êîìïàêòà â R2n+1
, ñð. [S12,

�2℄.) ×èñëî óñëîâèé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî, ïîýòîìó èäåÿ ïåðåñå-

÷åíèÿ ¾ðàâíîñèëüíà¿ èäåå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. À ìû ïîêàæåì,

êàê ïðèìåíÿòü ýòó èäåþ â êîìáèíàòîðèêå. Íåñìîòðÿ íà êîíå÷íîñòü

÷èñëà óñëîâèé, åå ïðèìåíåíèå âåñüìà íåòðèâèàëüíî.

6.2.2. (a) Ïî êðóãó ñòîèò 200 ñòóäåíòîâ èç 10 ãðóïï, â êàæäîé èç

êîòîðûõ 20 ñòóäåíòîâ. Òîãäà ìîæíî â êàæäîé ãðóïïå âûáðàòü ñòà-

ðîñòó òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ñòàðîñòû íå ñòîÿëè ðÿäîì.

(b) Òî æå äëÿ 1600 ñòóäåíòîâ èç 100 ãðóïï, â êàæäîé èç êîòîðûõ

16 ñòóäåíòîâ.

6.2.3. (a) Ìîæíî ðàñêðàñèòü ïåðâûå 8 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â 2 öâåòà

òàê, ÷òîáû íå áûëî îäíîöâåòíîé àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè äëèíû

3. (Ýòî çàäà÷à 4.4.5.b.)

(b) Ìîæíî ðàñêðàñèòü ïåðâûå 15 ìèëëèîíîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

â 2 öâåòà òàê, ÷òîáû íå áûëî îäíîöâåòíîé àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåñ-

ñèè äëèíû 32.

6.2.4. (a) Äëÿ ëþáîãî M > 0 ìîæíî ðàñêðàñèòü âñå âåùåñòâåííûå
÷èñëà â 2 öâåòà òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x ∈ R ÷èñëà x è x+M áûëè

íå îäíîãî öâåòà.

(b) Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 25 ÷èñåë M1, . . . ,M25 > 0 è
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X ⊂ R ìîæíî ðàñêðàñèòü âñå âåùåñòâåííûå
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÷èñëà â 3 öâåòà òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñðåäè ÷èñåë x, x +
M1, . . . , x+M25 áûëè ÷èñëà êàæäîãî èç òðåõ öâåòîâ.

(
) Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ 25 ÷èñåë M1, . . . ,M25 > 0
ìîæíî ðàñêðàñèòü âñå âåùåñòâåííûå ÷èñëà â 3 öâåòà òàê, ÷òîáû

äëÿ ëþáîãî x ∈ R ñðåäè ÷èñåë x, x +M1, . . . , x +M25 áûëè ÷èñëà

êàæäîãî èç òðåõ öâåòîâ.

�åøåíèÿ ïóíêòîâ (b) âûøåïðèâåäåííûõ çàäà÷ îñíîâàíû íà èäåå,

àíàëîãè÷íîé ðåøåíèþ çàäà÷è 6.2.1.b.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ýòîò ðàçäåë ñòðóêòóðèðîâàí áîëåå òîíêî,

÷åì îñòàëüíûå. Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå óêàçàíèÿ è ðåøåíèÿ ïðèâå-

äåíû ïðÿìî â íåì (à íå â êîíöå ïàðàãðà�à).

Íåçàâèñèìîñòü

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû ââåäåì è îáñóäèì ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè.

Îíî è âàæíî ñàìî ïî ñåáå, è íåîáõîäèìî äëÿ ëåììû Ëîâàñà 6.2.15

(ïî÷åìó îíà èíòåðåñíà, íàïèñàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå). Âïðî÷åì,

�îðìàëüíî, äàëåå èç ýòîãî ïîäðàçäåëà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî óòâåð-

æäåíèÿ 6.2.8 è 6.2.11.

6.2.5. Êàæäûé æèòåëü ãîðîäà ëèáî çäîðîâ, ëèáî áîëåí, à òàêæå

ëèáî áîãàò, ëèáî áåäåí. Áîãàòñòâî è çäîðîâüå íåçàâèñèìû, ò.å. äîëÿ

áîãàòûõ çäîðîâûõ ñðåäè áîãàòûõ ðàâíà äîëå çäîðîâûõ ñðåäè âñåõ

æèòåëåé. Èçâåñòíî, ÷òî åñòü áîãàòûé ãîðîæàíèí è åñòü çäîðîâûé ãî-

ðîæàíèí. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåòñÿ áîãàòûé çäîðîâûé ãîðîæàíèí?

Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M íàçûâàþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè, åñëè

|A ∩B| · |M | = |A| · |B|.
Ïðè B 6= ∅ ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äîëÿ ìíîæåñòâà A ∩ B â B
ðàâíà äîëå ìíîæåñòâà A â M .

6.2.6. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà? (Ìû íàçûâàåì çà-

âèñèìûìè ïîäìíîæåñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ íåçàâèñèìûìè.)

(a) Â ìíîæåñòâå âñåõ êëåòîê øàõìàòíîé äîñêè ïîäìíîæåñòâî

êëåòîê â ïåðâûõ òðåõ åå ñòðîêàõ è ïîäìíîæåñòâî êëåòîê â ïîñëåä-

íèõ ÷åòûðåõ åå ñòîëáöàõ.
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(b) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4}.
(
) Ïîäìíîæåñòâà {1, 2} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6} è {1, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

6.2.7. Çàâèñèìû ëè ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷è-

ñåë îò 1 äî 105?

(a) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5, è ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë,

äåëÿùèõñÿ íà 7.

(b) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 21.

(
) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 15, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 5.

(d) Ïîäìíîæåñòâî ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 10, è ïîäìíîæåñòâî ÷è-

ñåë, äåëÿùèõñÿ íà 7.

6.2.8. Ïîäìíîæåñòâà A è B êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåçàâèñèìû òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà A è B íåçàâèñèìû.

6.2.9. Ñóùåñòâóþò ïîäìíîæåñòâà A,B1, B2 êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà,

(a) ïîïàðíî íåçàâèñèìûå, íî äëÿ êîòîðûõ A çàâèñèìî îò B1∩B2;

(b) íå ÿâëÿþùèåñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, íî äëÿ êîòîðûõ A
íåçàâèñèìî è îò B1, è îò B2, è îò B1 ∩B2.

6.2.10. (Ñð. ñ çàìå÷àíèåì ïîñëå çàäà÷è 6.2.1.b.) Çàâèñèìû ëè ñëå-

äóþùèå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ðàñêðàñîê ÷èñåë 1, 2, . . . , 400
â äâà öâåòà?

(a) Ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {1, 2, . . . , 8} îäíîöâåò-
íî, è ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {11, 12, . . . , 18} îäíî-

öâåòíî.

(b) Ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {1, 2, . . . , 8} íåîäíî-

öâåòíî, è ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {11, 12, . . . , 18} íåîä-
íîöâåòíî.

(
) Ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {1, 2, . . . , 8} îäíîöâåò-
íî, è ïîäìíîæåñòâî ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ {6, 7, . . . , 13} îäíîöâåò-
íî.

6.2.11. (Ñð. ñ çàìå÷àíèåì ïîñëå çàäà÷è 6.2.1.b.) Îáîçíà÷èì ÷åðåç

2[400] ñåìåéñòâî âñåõ ðàñêðàñîê ìíîæåñòâà [400] := {1, 2, . . . , 400} â

äâà öâåòà. Äëÿ ïîäìíîæåñòâà α ⊂ [400] îáîçíà÷èì ÷åðåç Aα ⊂ 2[400]
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ïîäìíîæåñòâî òåõ ðàñêðàñîê, äëÿ êîòîðûõ α îäíîöâåòíî. Òîãäà äëÿ

ëþáûõ α1, . . . , αn ⊂ [400] − [8] ïîäìíîæåñòâî A[8] íå çàâèñèò îò ïå-

ðåñå÷åíèÿ Aα1 ∩ . . . ∩Aαn .

Ïîäðîáíåå î íåçàâèñèìîñòè ñì. [KZP℄.

Ëåììà Ëîâàñà

Ïðèâåäåì çàäà÷è, êîòîðûå ïîäâåäóò íàñ ê ëåììå Ëîâàñà 6.2.15.

6.2.12. (a) Â ãîðîäå äîëÿ áîãàòûõ ãîðîæàí áîëüøå 2/3, äîëÿ çäîðî-
âûõ áîëüøå 2/3 è äîëÿ óìíûõ áîëüøå 2/3. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåòñÿ
áîãàòûé çäîðîâûé óìíûé ãîðîæàíèí?

(b) Â ãîðîäå äîëÿ áîãàòûõ ãîðîæàí áîëüøå 3/4, äîëÿ çäîðîâûõ

áîëüøå 3/4 è äîëÿ óìíûõ áîëüøå 3/4. Îáÿçàòåëüíî ëè ñðåäè çäî-

ðîâûõ óìíûõ áîëüøèíñòâî áîãàòû?

(
) Â ãîðîäå åñòü áîãàòûé ãîðîæàíèí, åñòü çäîðîâûé ãîðîæàíèí

è åñòü óìíûé ãîðîæàíèí. Áîãàòñòâî, çäîðîâüå è óì ïîïàðíî íåçàâè-

ñèìû (ò.å., íàïðèìåð, äîëÿ áîãàòûõ çäîðîâûõ ñðåäè áîãàòûõ òàêàÿ

æå, êàê è äîëÿ çäîðîâûõ ñðåäè âñåõ æèòåëåé). Äîëÿ áîãàòûõ çäî-

ðîâûõ óìíûõ ñðåäè áîãàòûõ çäîðîâûõ òàêàÿ æå, êàê è äîëÿ óìíûõ

ñðåäè âñåõ æèòåëåé. (Âìåñòå ñ óñëîâèåì ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè

ïîñëåäíåå óñëîâèå íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîñòüþ â ñîâîêóïíîñòè.)

Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåòñÿ áîãàòûé çäîðîâûé óìíûé ãîðîæàíèí?

(d) Òîò æå âîïðîñ, åñëè â ãîðîäå áîãàòûõ ãîðîæàí áîëüøå ïîëî-

âèíû, çäîðîâûõ áîëüøå ïîëîâèíû, óìíûõ áîëüøå ïîëîâèíû, áîãàò-

ñòâî è óì íåçàâèñèìû, çäîðîâüå è óì íåçàâèñèìû.

(e) Â ãîðîäå äîëÿ áîãàòûõ ãîðîæàí áîëüøå 2/3, äîëÿ çäîðîâûõ

áîëüøå 2/3 è äîëÿ óìíûõ áîëüøå 2/3. Áîãàòñòâî è óì íåçàâèñèìû,

çäîðîâüå è óì íåçàâèñèìû. Ìîæåò ëè äîëÿ áîãàòûõ çäîðîâûõ óìíûõ

áûòü ìåíüøå 1/5?

(f) Â ãîðîäå äîëÿ áîãàòûõ ãîðîæàí áîëüøå 5/8, äîëÿ çäîðîâûõ

áîëüøå 5/8 è äîëÿ óìíûõ áîëüøå 5/8. Áîãàòñòâî è çäîðîâüå íåçà-

âèñèìû. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäåòñÿ áîãàòûé çäîðîâûé óìíûé ãîðî-

æàíèí?

Çàäà÷à 6.2.12 ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷åì ñèëüíåå óñëîâèå, õàðàêòåðèçó-

þùåå íåçàâèñèìîñòü íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâ, òåì ìåíüøåé äîëè êàæ-
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äîãî ìíîæåñòâà äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü íåïóñòîòó ïåðå-

ñå÷åíèÿ. Ïðè÷åì íàèáîëåå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû (6.2.12.def) ïî-

ëó÷àþòñÿ ¾ïîñåðåäèíå¿ ìåæäó êðàéíèìè óñëîâèÿìè � ïîëíîãî îò-

ñóòñòâèÿ íåçàâèñèìîñòè (6.2.12.ab) è íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè

(6.2.12.
). Òàê ÷àñòî áûâàåò: íàèáîëåå ïîëåçíûå ñîîáðàæåíèÿ íàõî-

äÿòñÿ ìåæäó ¾êðàéíèìè¿ òî÷êàìè çðåíèÿ.

Äëÿ ëåììû Ëîâàñà íóæíî åùå áîëåå ¾õèòðîå¿ óñëîâèå íåçàâè-

ñèìîñòè íà íåñêîëüêî ìíîæåñòâ, ÷åì ðàññìîòðåííûå ðàíåå.

6.2.13. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà,

äîëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ áîëüøå 3/4.

(a) Ïóñòü A1 íåçàâèñèìî ñ A3 ∩A4. Òîãäà 2|A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4| >
|A2 ∩A3 ∩A4|.

(b) Ïóñòü A1 íåçàâèñèìî ñ A3∩A4∩A5 è A2 íåçàâèñèìî ñ A4∩A5.

Òîãäà 2|A1 ∩ . . . ∩A5| > |A2 ∩A3 ∩A4 ∩A5|.
(
) Ïóñòü Ak íåçàâèñèìî ñ Ak+2 ∩ . . . ∩ An äëÿ ëþáîãî k =

1, 2, . . . , n− 3. Òîãäà A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An 6= ∅.

6.2.14. Ïóñòü A1, A2, . . . , An � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà,

äîëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ áîëüøå 7/8.

(a) Òîãäà |A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4| > 4
5 |A2 ∩A3 ∩A4|.

(b) Ïóñòü A1 íåçàâèñèìî ñ A4∩A5. Òîãäà |A1∩ . . .∩A5| > 13
16 |A2∩

A3 ∩A4 ∩A5|.
(
) Ïóñòü Ak íåçàâèñèìî ñ Ak+3 ∩ . . . ∩ An äëÿ ëþáîãî k =

1, 2, . . . , n− 4. Òîãäà A1 ∩A2 ∩ . . . ∩An 6= ∅.

6.2.15. Ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëîâàñà â ñèììåòðè÷íîé �îðìå.

Ïóñòü A1, . . . , An � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà. Ïóñòü

äëÿ íåêîòîðîãî d è ëþáîãî k

• äîëÿ ïîäìíîæåñòâà Ak íå ìåíüøå 1− 1

4d
, è

• èç A1, A2, . . . , An ìîæíî âû÷åðêíóòü íå áîëåå d ìíîæåñòâ è

åùå Ak, òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà èç îñòàâøèõñÿ ìíî-

æåñòâ áóäåò íåçàâèñèìî ñ Ak.

Òîãäà A1 ∩ . . . ∩An 6= ∅.13

13

Âîò �îðìóëèðîâêà íà âåðîÿòíîñòíîì ÿçûêå, êîòîðàÿ íå èñïîëüçóåòñÿ â

äàëüíåéøåì. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è A1, . . . , An � ñîáû-

òèÿ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî d è ëþáîãî k âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Ak íå ìåíüøå
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×èòàòåëü ìîæåò ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé ëåììû ïðèìåíèòü

åå ê ðåøåíèþ çàäà÷è 6.2.1.b. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû íåòðèâèàëüíî

îáîáùàåò èäåè ðåøåíèÿ çàäà÷ 6.2.12�6.2.14. Èç ýòèõ çàäà÷ ÿñíî, ÷òî

íóæíî îöåíèâàòü ñíèçó êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè s èç

äàííûõ ìíîæåñòâ, íà÷èíàÿ ñ s = 1 è çàêàí÷èâàÿ s = n, ïðè ïî-

ìîùè èíäóêöèè ïî s. Êàê ÷àñòî áûâàåò, íàèáîëåå òðóäíàÿ ÷àñòü �

äîãàäàòüñÿ, êàêîå êîíêðåòíî óòâåðæäåíèå íóæíî äîêàçûâàòü ïî èí-

äóêöèè. Âîò ýòî óòâåðæäåíèå. Îáîçíà÷èì Xk := Ak∩Ak+1∩. . .∩An.

(I) |X1| >
(
1− 1

2d

)
|X2| äëÿ ëþáîãî n > 1.

Èç ýòîãî áóäåò âûòåêàòü, ÷òî |X1| >
(
1− 1

2d

)n−1 |Xn| > 0.

Ïîäñêàçêè ê çàäà÷àì 6.2.1-6.2.15

6.2.1. (a) Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 1.5.7.

(b) Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âûõîäíûõ. (Èìå-

åì |A| = 2n, ãäå n � ÷èñëî ñïåöèàëèñòîâ.) Äëÿ êàæäîãî âèäà ðà-

áîò x îáîçíà÷èì ÷åðåç x̂ ìíîæåñòâî ñïåöèàëèñòîâ ïî íåìó, à ÷å-

ðåç Ax � ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåíèé âûõîäíûõ, ïðè êîòîðûõ è â

ñóááîòó, è â âîñêðåñåíüå íà ðàáîòå åñòü ñïåöèàëèñò ïî x. Òîãäà
|Ax|/|A| = 1 − 2−7

. Â óòâåðæäåíèè 6.2.11 ãîâîðèòñÿ, ÷òî ïîäìíî-

æåñòâî Ax íå çàâèñèò îò ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî ïîäíàáîðà ìíîæåñòâ

èç íàáîðà {Ay : ŷ∩x̂ = ∅}. Òàê êàê êàæäûé âèä ðàáîò èìååò îáùèõ
ñïåöèàëèñòîâ íå áîëåå ÷åì ñ 30 äðóãèìè âèäàìè, òî âíå ýòîãî íàáî-

ðà íå áîëåå 30 ïîäìíîæåñòâ. Ïðèìåíèì ëîêàëüíóþ ëåììó Ëîâàñà

6.2.15 ê ìíîæåñòâàì Ax è d = 25. Ýòî âîçìîæíî ââèäó óòâåðæäåíèÿ
6.2.8 è íåðàâåíñòâà 30 < 25. Ïîëó÷èì ∩xAx 6= ∅.

6.2.2. (a) (Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàí òåêñò À.

Êîðà.) Áóäåì âûáèðàòü ñòàðîñò ïî î÷åðåäè. Íàçîâåì ñòóäåíòà õóëè-

ãàíîì, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ñîñåäîì îäíîãî èç óæå âûáðàííûõ ñòàðîñò

èëè ñîñòîèò â åãî ãðóïïå. Êàæäûì õîäîì ìû âûáèðàåì ñòàðîñòó

1 − 1
4d
, è èç A1, A2, . . . , An ìîæíî âû÷åðêíóòü íå áîëåå d ñîáûòèé è åùå Ak,

òàê ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî íàáîðà èç îñòàâøèõñÿ ñîáûòèé áóäåò íåçàâèñèìî

ñ Ak Òîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A1 ∩ . . . ∩ An ïîëîæèòåëüíà.
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6.2.15. Ýòî ðåøåíèå ïî ñóòè ïðèíàäëåæèò Ëîâàñó [RS18℄. Òàê

êàê |X1| = |X2| − |A1 ∩X2|, òî óòâåðæäåíèå (I) (èç ïîäñêàçêè) ðàâ-
íîñèëüíî óòâåðæäåíèþ

|A1 ∩X2| 6
1

2d
|X2| äëÿ ëþáîãî n.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî n.
Áàçà èíäóêöèè n = 1 âûòåêàåò èç

|A1| = |X2| − |A1| 6
1

4d
|X2| 6

1

2d
|X2|.

Äîêàæåì øàã èíäóêöèè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî A1 íå çàâèñèò îò Xd+2. Òîãäà è A1 íå çàâèñèò îò Xd+2. Äëÿ

êàæäîãî j ∈ {2, 3, . . . , d + 1} ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê

ñèñòåìå ïîäìíîæåñòâ Aj , Ad+2, Ad+3, . . . , An. Ïîëó÷èì |Aj∩Xd+2| 6
1
2d |Xd+2|. Çíà÷èò,

|X2| = |Xd+2|− |(A2∪ . . .∪Ad+1)∩Xd+2| > |Xd+2|−
d+1∑

j=2

|Aj ∩Xd+2| >

>
(
1− d

2d

)
|Xd+1| =

1

2
|Xd+1| > 2d|A1 ∩Xd+1| > 2d|A1 ∩X2|.
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Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

6.2.16. (a) Ïóñòü A1, A2, A3, A4 � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî ìíî-

æåñòâà, äîëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ áîëüøå 2/3. Ïóñòü Ak è Ak+1

íåçàâèñèìû äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, 3. Òîãäà A1 ∩A2 ∩A3 ∩A4 6= ∅.
(b)* Ïóñòü n > 2 è A1, A2, . . . , An � ïîäìíîæåñòâà êîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà, äîëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ áîëüøå 1 − 1

n− 1
. Ïóñòü Ak

è Ak+1 íåçàâèñèìû äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n − 1. Òîãäà A1 ∩ A2 ∩
· · · ∩An 6= ∅.

6.2.17. (a) Ïðè d > 2 â ëîêàëüíîé ëåììå Ëîâàñà 6.2.15 ìîæíî çà-

ìåíèòü 1 − 1

4d
íà 1− 1

e(d + 1)
, ãäå e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíûõ ëî-

ãàðè�ìîâ.

(b) Åñëè ak = 1 ïðè ëþáîì k 6 0 è äëÿ íåêîòîðîãî d âûïîëíåíî

ak+1 > ak −
ak−d

4d
ïðè ëþáîì k > 0, òî ak > 0 ïðè ëþáîì k.

6.2.18. Äàíû ÷èñëî

(a) k > 10; (b) k = 9
è ñåìåéñòâî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà

M . Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â k ïîä-
ìíîæåñòâàõ ñåìåéñòâà, òî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ìíîæåñòâà M â

äâà öâåòà, äëÿ êîòîðîé êàæäîå ïîäìíîæåñòâî ñåìåéñòâà ñîäåðæèò

ýëåìåíòû îáîèõ öâåòîâ.

(Ò.å. õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ëþáîãî k-îäíîðîäíîãî k-ðåãóëÿðíîãî
ãèïåðãðà�à ðàâíî äâóì ïðè k > 9. Ñð. ñ çàäà÷åé 6.2.1.b.)

6.2.19. Â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå âûáðàíî íåñêîëüêî ïîäìíîæåñòâ. Â

êàæäîì èç íèõ íå ìåíåå 3 ýëåìåíòîâ. Êàæäîå èç íèõ ïåðåñåêàåòñÿ íå

áîëåå ÷åì ñ ai âûáðàííûìè i-ýëåìåíòíûìè ïîäìíîæåñòâàìè. Åñëè∑
i ai2

−i 6 1/8, òî ìîæíî ïîêðàñèòü ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà

â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû êàæäîå âûáðàííîå ïîäìíîæåñòâî ñîäåðæàëî

ýëåìåíòû îáîèõ öâåòîâ.

6.2.20. (a) Äëÿ ëþáîé ðàñêðàñêè ìíîæåñòâà âåðøèí öèêëà äëèíû

16n â n öâåòîâ ïî 16 âåðøèí êàæäîãî öâåòà ìîæíî âûáðàòü ïî

âåðøèíå êàæäîãî öâåòà òàê, ÷òî íèêàêèå äâå âûáðàííûå âåðøèíû

íå ñîñåäíèå.
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(b) Òî æå äëÿ 11n âåðøèí.

(ñ) Â ãðà�å ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò ∆. Âñå
âåðøèíû ðàñêðàøåíû â n öâåòîâ. Âåðøèí êàæäîãî öâåòà íå ìåíåå

8∆. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü n âåðøèí ðàçíûõ öâåòîâ, íèêàêèå äâå èç

êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.

6.2.21. (a) ×åðåç êàæäîå ÷èñëî â ìíîæåñòâå [n] ïðîõîäèò ìåíåå

n àðè�ìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé, ëåæàùèõ â [n] è ñîñòîÿùèõ èç k
ýëåìåíòîâ.

(b) Êàæäóþ k-ýëåìåíòíóþ àðè�ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ â ìíî-

æåñòâå [n] ïåðåñåêàåò ìåíåå nk äðóãèõ òàêèõ ïðîãðåññèé.

(
) Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0 ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà ïåðâûõ ⌊2k−3/k⌋
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë â äâà öâåòà, äëÿ êîòîðîé íåò îäíîöâåò-

íîé k-ýëåìåíòíîé àðè�ìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

6.2.22. (a) Åñëè X ⊂ R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è m, r > 1 � öå-

ëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ 4rm(m − 1)

(
1− 1

r

)m

< 1, òî äëÿ ëþ-

áîãî m-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊂ R ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà

ìíîæåñòâà R â r öâåòîâ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ìíîæåñòâî

x+M := {x+ a : a ∈M} ñîäåðæèò òî÷êè êàæäîãî èç r öâåòîâ.

(b) Òî æå äëÿ X = Z.
(
) Òî æå äëÿ X = R.

6.2.23. (a) Åñëè

(
n

2

)(
r

n− 2

)
+ 1 < 2(

n
2)−1/e, òî R(n, n) > r. Çäåñü

R(n, n) � ÷èñëî �àìñåÿ, ñì. ï. 4.1.

(b) R(n, n) &
√
2e−1n2n/2. (Ñð. ñ çàäà÷åé 4.1.6.)

6.2.24. Èìååòñÿ íåñêîëüêî öâåòîâ. Êàæäîé âåðøèíå íåêîòîðîãî ãðà-

�à ñîïîñòàâëåí ñïèñîê èç íå ìåíåå ÷åì 10d ýòèõ öâåòîâ, ãäå d > 1.
Äëÿ ëþáûõ âåðøèíû v è öâåòà èç åå ñïèñêà èìååòñÿ íå áîëåå d ñîñå-
äåé âåðøèíû v, â ñïèñêå êîòîðûõ åñòü ýòîò öâåò. Òîãäà ìîæíî òàê

ðàñêðàñèòü êàæäóþ âåðøèíó ãðà�à â íåêîòîðûé öâåò èç åå ñïèñêà,

÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà áûëè ðàçíîãî öâåòà.

6.2.25. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðà�å â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò íå

áîëüøå ∆ ðåáåð è èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò íå ìåíüøå δ ðåáåð.



7. ÀË�ÅÁ�ÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ 239

7 Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà F

Fn := {(a1, a2, . . . , an) : a1, a2, . . . , an ∈ F}.

Ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ âåêòîðàìè (èëè óïîðÿäî-

÷åííûìè íàáîðàìè, èëè òî÷êàìè). Åñëè F ∈ {Z2,Z,Q,R}, òî âåê-
òîðû ìîæíî ïîêîìïîíåíòíî ñêëàäûâàòü:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Åñëè F ∈ {Z,Q,R}, òî âåêòîð ìîæíî ïîêîìïîíåíòíî óìíîæèòü íà

÷èñëî λ ∈ F :
λ(x1, . . . , xn) := (λx1, . . . , λxn).

(Ýòî ìîæíî äåëàòü è äëÿ F = Z2, íî íå èíòåðåñíî.)

�àññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Rn
îïðåäåëÿåòñÿ �îð-

ìóëîé

|(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)| :=
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

Äëÿ F ∈ {Z2,Z,Q,R} ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Fn × Fn → F îïðå-

äåëÿåòñÿ �îðìóëîé

x · y = (x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) := x1y1 + . . .+ xnyn.

Âåêòîðû x, y ∈ Fn
íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè x · y = 0.

7.1 Ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå

7.1.1. Òåîðåìà î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

(Z2) Ñðåäè ëþáûõ n + 1 íàáîðîâ äëèíû n èç íóëåé è åäèíèö

íàéäåòñÿ íåñêîëüêî (íå íîëü) íàáîðîâ, ïîêîìïîíåíòíàÿ ñóììà ïî

ìîäóëþ äâà êîòîðûõ åñòü íóëåâîé íàáîð.

(Q) Äëÿ ëþáûõ n + 1 âåêòîðîâ v1, . . . , vn+1 ∈ Qn
íàéäóòñÿ ðà-

öèîíàëüíûå ÷èñëà λ1, . . . , λn+1, íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

λ1v1 + . . . + λn+1vn+1 = (0, . . . , 0).
(R) Àíàëîã òåîðåìû (Q) ñïðàâåäëèâ äëÿ âåùåñòâåííûõ, êîì-

ïëåêñíûõ è öåëûõ ÷èñåë.
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Íàáîðû èç çàäà÷ 7.1.1.(Z2),(Q) íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìû-

ìè � íàä Z2 è íàä Q ñîîòâåòñòâåííî. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü

� îòðèöàíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ëè-

íåéíàÿ (íå)çàâèñèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ íàä Z2 è íàä Q ñîîòâåòñòâåí-

íî. (Ýòè è ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ, à òàêæå îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà,

èñïîëüçóþòñÿ â �îðìóëèðîâêàõ çàäà÷ 7.1.4.
, 7.1.5.
 è â ðåøåíèÿõ

íåêîòîðûõ çàäà÷.)

Ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî L ⊂
Qn

, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè íàé-

äóòñÿ òàêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû

v1, . . . , vn ∈ L, ÷òî ëþáîé âåêòîð v ∈ L ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

äàííûå âåêòîðû, ò. å. íàéäóòñÿ ÷èñëà λ1, . . . , λn ∈ Q, äëÿ êîòîðûõ

v = λ1v1+. . .+λnvn. ×èñëî n íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà

L. Ñð. ñ îïðåäåëåíèåì ïåðåä çàäà÷åé 1.4.7.

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äàòü è â áîëåå îá-

ùåé ñèòóàöèè � ýòî ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ êîëüöà è ìîäóëÿ íàä íèì.

Ïîïûòêà äîêàçàòü (è èñïîëüçîâàòü!) àíàëîã òåîðåìû î ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè (çàäà÷è 7.1.1) ïðèâîäèò ê ïîíÿòèÿì ïîëÿ è ëèíåéíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà íàä íèì. (Äëÿ ñëó÷àÿ öåëûõ ÷èñåë óæå íå âñå

îáîáùåíèÿ ïðîõîäÿò.) Ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â ó÷åáíèêå ïî ëè-

íåéíîé àëãåáðå.

Ôðàçà ¾N ýëåìåíòîâ¿ (â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâ) îçíà÷àåò ¾N
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ¿ (â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîæåñòâ).

7.1.2. Äàíî ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Rn.

(a) Åñëè â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå èç F íå÷¼òíîå ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ, à â ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ èç F ÷¼òíîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ, òî |F| 6 n.
(b) Ïîñòðîéòå ïðèìåð, êîãäà ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ.

(
) Åñëè â ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ èç F ðîâíî q
ýëåìåíòîâ è â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå èç F áîëåå q ýëåìåíòîâ, òî

|F| 6 n.

(d) Åñëè q > 0 è â ïåðåñå÷åíèè ëþáûõ äâóõ ïîäìíîæåñòâ èç F
ðîâíî q ýëåìåíòîâ, òî |F| 6 n.
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7.1.3. (a) Ñóùåñòâóþò 2k ïîäìíîæåñòâ 2k-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,
â êàæäîì èç êîòîðûõ ÷¼òíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ è â ïåðåñå÷åíèè ëþ-

áûõ äâóõ èç êîòîðûõ ÷¼òíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

(b) Áîëüøå ÷åì 2k ïîäìíîæåñòâ â óñëîâèÿõ ï. (a) áûòü íå ìîæåò.

7.1.4. (a) Íàèáîëüøåå ÷èñëî òî÷åê â Rn
ñ ðàâíûìè ïîïàðíûìè ðàñ-

ñòîÿíèÿìè ðàâíî n+ 1.
(b) Ïîñòðîéòå n(n−1)/2 òî÷åê â Rn

, ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó êîòîðûìè ïðèíèìàþò òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ.

(
) Äëÿ a ∈ R è òî÷åê v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn
, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

îáîçíà÷èì Pv(x) := |x − v|2 − a2. Åñëè ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæ-

äó k òî÷êàìè u1, . . . , uk ∈ Rn
ðàâíû a, òî ìíîãî÷ëåíû Pu1 , . . . , Puk

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q.
(d) Åñëè ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó k òî÷êàìè â Rn

ïðèíèìà-

þò òîëüêî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, òî k 6 (n+ 1)(n + 4)/2.

7.1.5. (a) Ñðåäè ëþáûõ 327 ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ 9-ýëåìåíòíûõ

ïîäìíîæåñòâ 25-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íàéäóòñÿ äâà ïîäìíîæå-

ñòâà, â ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ ðîâíî 3 èëè ðîâíî 6 ýëåìåíòîâ.

(b) Äëÿ n, k ∈ Z îáîçíà÷èì

Vn,k :=

{
(a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n :

∑

s

as = k

}
.

Ñðåäè ëþáûõ 327 òî÷åê â V25,9 åñòü äâå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 3.

(
) Äëÿ ëþáîãî ~a ∈ V25,9 ðàñêðîåì ñêîáêè â ïðîèçâåäåíèè

(~a · (x1, x2, . . . , x25))2 − 1,

ñ÷èòàÿ aj ∈ {0, 1} âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ 3, à x1, x2, . . . , x25 � ïåðåìåí-

íûìè. Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â Z3 îáîçíà÷èì

P~a. Óêàæèòå 326 ìíîãî÷ëåíîâ, ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîòîðûõ

ñ êîý��èöèåíòàìè â Z3 ìîæíî ïîëó÷èòü êàæäûé ìíîãî÷ëåí P~a,
~a ∈ V25,9.

(d) Eñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íèêàêèõ äâóõ âåêòîðîâ ñðåäè

~a1, . . . ,~as ∈ V25,9 íå äåëèòñÿ íà 3, òî ìíîãî÷ëåíû P~a1 , . . . , P~as ëèíåé-
íî íåçàâèñèìû íàä Z3.



242 Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

(a',b') Òî æå, ÷òî â (a,b), ñ çàìåíîé 327 íà 302.

(
') Çàìåíèì â P~a ïåðåìåííóþ x25 íà −x1 − . . . − x24. Ïîëó÷åí-
íûé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â Z3 îáîçíà÷èì G~a. Óêàæèòå 301

ìíîãî÷ëåí, ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîòîðûõ ñ êîý��èöèåíòàìè

â Z3 ìîæíî ïîëó÷èòü êàæäûé ìíîãî÷ëåí G~a, ~a ∈ V25,9.

(d') Òî æå, ÷òî â (d), ñ çàìåíîé P íà G.

(
�) Çàìåíèì â P~a êàæäûé îäíî÷ëåí λx2i , i = 1, . . . , 25, íà λxi.
Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â Z3 îáîçíà÷èì F~a. Óêà-
æèòå 301 ìíîãî÷ëåí, ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîòîðûõ ñ êîý��è-

öèåíòàìè â Z3 ìîæíî ïîëó÷èòü êàæäûé ìíîãî÷ëåí F~a, ~a ∈ V25,9.

(d�) Òî æå, ÷òî â (d), ñ çàìåíîé P íà F .

7.1.6. (a) Ñðåäè ëþáûõ 107 ïÿòèýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 14-ýëå-

ìåíòíîãî ìíîæåñòâà íàéäóòñÿ äâà ïîäìíîæåñòâà, â ïåðåñå÷åíèè êî-

òîðûõ ðîâíî 2 ýëåìåíòà.

(b) Òî æå äëÿ 93 ïîäìíîæåñòâ.

(
) Òî æå äëÿ 92 ïîäìíîæåñòâ.

(d) Íåâîçìîæíî ðàñêðàñèòü â 21 öâåò âñå ïÿòèýëåìåíòíûå ïîä-

ìíîæåñòâà 14-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà òàê, ÷òîáû ëþáûå äâà ïÿòè-

ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà, ïåðåñåêàþùèåñÿ ðîâíî ïî äâóì ýëåìåí-

òàì, áûëè ðàçíîöâåòíû.

(Ñð. ñ çàìå÷àíèåì â çàäà÷å 5.1.4. Âîò ýêâèâàëåíòíàÿ �îðìóëè-

ðîâêà. Âåðøèíàìè ãðà�à ÿâëÿþòñÿ âñå ïÿòèýëåìåíòíûå ïîäìíîæå-

ñòâà 14-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Åãî ðåáðàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû ïîä-

ìíîæåñòâ, ïåðåñåêàþùèåñÿ ðîâíî ïî äâóì ýëåìåíòàì. Äîêàæèòå,

÷òî ýòîò ãðà� íåëüçÿ ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 21 öâåò.)

7.1.7. (a) Òåîðåìà Ôðàíêëà-Óèëñîíà. Åñëè p ïðîñòîå è n > k öåëûå,

òî 
ðåäè ëþáûõ 1+

p−1∑

j=0

(
n

j

)
ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà,

â êàæäîì èç êîòîðûõ k ýëåìåíòîâ, íàéäóòñÿ äâà ïîäìíîæåñòâà, ÷èñ-
ëî ýëåìåíòîâ â ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ äåëèòñÿ íà p.

(b) Òî æå, òîëüêî çàäàíî öåëîå a è ¾äåëèòñÿ íà p¿ çàìåíåíî íà

¾ñðàâíèìî ñ a ïî ìîäóëþ p¿.

7.1.8. Òåîðåìà Ôðýíêëà-Óèëñîíà. Ïóñòü p > 2 ïðîñòîå è â ìíîæå-

ñòâå èç n = 4pα ýëåìåíòîâ âûáðàíî 2
(

n−1
n/4−1

)
ïîäìíîæåñòâ ïî n/2
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ýëåìåíòîâ â êàæäîì. Òîãäà íàéäóòñÿ äâà ìíîæåñòâà, èìåþùèå ðîâ-

íî n/4 îáùèõ ýëåìåíòîâ.

7.1.9. (a) Åñëè ìíîæåñòâî ð¼áåð ãðà�à Kn ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì

ìíîæåñòâ ð¼áåð s ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðà�îâ, íå ïåðåñåêàþùèõñÿ

ïî ð¼áðàì, òî s > n− 1.
(b) Ïîñòðîéòå íàáîð äâóäîëüíûõ ãðà�îâ, íà êîòîðîì ýòà îöåíêà

äîñòèãàåòñÿ.

Ñð. ñ ï. 5.1, 5.7 è 7.3. Áîëåå ïîäðîáíîå è ðàçâåðíóòîå èçëîæåíèå

ìîæíî íàéòè â [Mk, R15℄, à áîëåå ïðîäâèíóòîå � â [BF℄.

7.2 Ìàòðèöû Àäàìàðà

7.2.1. Òåîðåìà Àäàìàðà. Åñëè ó ìàòðèöû A ðàçìåðà n×n êàæäûé

ýëåìåíò ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 1, òî |detA| 6 nn/2.

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöàH íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà, åñëè âñå

å¼ ýëåìåíòû ðàâíû ±1 è H ·HT = nEn, ãäå n � ïîðÿäîê ìàòðèöû

H è En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

7.2.2. (2,4,8,16,12) Ïîñòðîéòå ìàòðèöó Àäàìàðà n × n äëÿ n =
2, 4, 8, 16, 12.

7.2.3. (a) Ó ìàòðèöû Àäàìàðà ëþáûå äâà ñòîëáöà îðòîãîíàëüíû.

(b) Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà å¼ ýëåìåíòû ðàâíû ±1 è ëþáûå äâå ñòðîêè îðòîãîíàëüíû.

(
) Äëÿ ìàòðèö Àäàìàðà äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà â òåîðåìå

Àäàìàðà. (Íàçâàíèå ìàòðèöû Àäàìàðà ïîëó÷èëè áëàãîäàðÿ ýòîìó

ðåçóëüòàòó.)

(d) Åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Àäàìàðà n×n è n > 2, òî n äåëèòñÿ
íà 4.

�èïîòåçà. Ìàòðèöà Àäàìàðà n×n ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ÷èñ-
ëà n, äåëÿùåãîñÿ íà 4.

�èïîòåçà íå äîêàçàíà äàæå äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000;

à èìåííî, äëÿ 668, 716, 892.

Äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ ñëåäóþùèõ çàäà÷ ïîòðåáóþòñÿ ïðîñòåéøèå

ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ; ñì. [GIM, �9℄, [Vi, �5℄, [ZSS, 3.3℄.
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7.2.4. Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p îáîçíà÷èì Sd = Sp,d :=
p−1∑
j=1

(
j(j + d)

p

)

(ýòî ñóììà ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî Sd íå çàâèñèò îò d ∈ {1, . . . , p − 1}.
(b) Íàéäèòå Sd äëÿ êàæäîãî d = 1, . . . , p − 1.

7.2.5. Ïîñòðîéòå ìàòðèöó Àäàìàðà n× n äëÿ

(2a) n = 2a, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Àäàìàðà a× a;
(ab) n = ab, åñëè ñóùåñòâóþò ìàòðèöû Àäàìàðà a× a è b× b;
(4k) n = p+ 1, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k − 1;
(8k+4) n = 2p+ 2, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1.

Ìàòðèöà Àäàìàðà íàçûâàåòñÿ íîðìàëèçîâàííîé, åñëè ó íå¼ ïåð-

âàÿ ñòðî÷êà è ïåðâûé ñòîëáåö ñîñòîÿò èç îäíèõ åäèíèö.

7.2.6. Íàðèñóéòå âñå íîðìàëèçîâàííûå ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêîâ

1; 2; 4.

7.2.7. Àäàìàðîâîñòü ìàòðèöû ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿõ:

(1) óìíîæåíèå ñòðîêè èëè ñòîëáöà íà −1;
(2) ïåðåñòàíîâêà ñòðîê èëè ñòîëáöîâ ìåñòàìè.

Ìàòðèöû Àäàìàðà, ïîëó÷àåìûå äðóã èõ äðóãà ïðèìåíåíèåì íåêî-

òîðîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé (1) è (2), íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-

ìè.

7.2.8. (a) Êàêèå èç ìàòðèö èç çàäà÷è 7.2.6 ýêâèâàëåíòíû?

(b) Ëþáàÿ ìàòðèöà Àäàìàðà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé íîðìàëè-

çîâàííîé.

Êîëè÷åñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè: äëÿ ïîðÿäêîâ 1,2,4,8,12 �

1, 16 � 5, 20 � 3, 24 � 60, 28 � 487, 32 � áîëüøå ìèëëèîíà.

Îïðåäåëèì òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå A⊗B ìàòðèö A è B ðàçìå-

ðîâ a× a è b× b êàê ìàòðèöó ðàçìåðà ab× ab, çàäàííóþ �îðìóëîé

(A⊗B)(k−1)a+l,(p−1)a+q := AlqBkp, 1 6 l, q 6 a, 1 6 k, p 6 b.

7.2.9. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A è B ìàòðèöû A⊗B è B⊗A ïîëó÷àþòñÿ

äðóã èç äðóãà ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê è ñòîëáöîâ.
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7.2.10. Ìàòðèöà Àäàìàðà H, ïîñòðîåííàÿ ïðè ïîìîùè êîíñòðóê-

öèè (Ïýéëè) èç çàäà÷è 7.2.5.(8k + 4), ýêâèâàëåíòíà ìàòðèöå HT
.

7.2.11.* Ñóùåñòâóåò ëè ìàòðèöà Àäàìàðà H, íå ýêâèâàëåíòíàÿ ìàò-

ðèöå HT
?

7.3 Êîðîòêîå îïðîâåðæåíèå ãèïîòåçû Áîðñóêà

Â ýòîì ïóíêòå ïðèâîäèòñÿ ïðîñòåéøåå èç èçâåñòíûõ îïðîâåð-

æåíèé ñëåäóþùåé ãèïîòåçû Áîðñóêà: ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå áîëåå n
òî÷åê, ìîæíî ðàçáèòü íà n + 1 íåïóñòûõ ÷àñòåé ìåíüøåãî äèà-

ìåòðà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæèò Í. Àëîíó è ÿâëÿåòñÿ çàìå-

÷àòåëüíûì ïðèëîæåíèåì êîìáèíàòîðèêè è àëãåáðû ê ãåîìåòðèè.

Äèàìåòðîì íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ íàè-

áîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî òî÷êàìè (òî÷íåå, ñóïðåìóì òàêèõ

ðàññòîÿíèé). Ïîäìíîæåñòâî ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì,

åñëè åãî äèàìåòð êîíå÷åí.

Òåîðåìà 7.3.1 (Áîðñóê). Ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ïëîñ-

êîñòè, â êîòîðîì áîëåå äâóõ òî÷åê, ìîæíî ðàçáèòü íà òðè íåïó-

ñòûå ÷àñòè ìåíüøåãî äèàìåòðà.

16

Áîðñóê ïðåäëîæèë ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ñâîåãî ðåçóëüòàòà, êî-

òîðîå äîëãèå ãîäû áûëî îäíîé èç íàèáîëåå èíòðèãóþùèõ ïðîáëåì

êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè.

Äèàìåòð è îãðàíè÷åííîñòü ïîäìíîæåñòâà d-ìåðíîãî åâêëèäîâà
ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïëîñêîñòè.

�èïîòåçà Áîðñóêà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíî-

æåñòâî d-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå áîëåå d òî-
÷åê, ìîæíî ðàçáèòü íà d+ 1 íåïóñòûõ ÷àñòåé ìåíüøåãî äèàìåòðà.

(Íåòðóäíî ïðèäóìàòü ïîäìíîæåñòâî d-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðî-

ñòðàíñòâà, êîòîðîå íåëüçÿ ðàçáèòü íà d ÷àñòåé ìåíüøåãî äèàìåòðà.

16

Óêàçàíèå ê äîêàçàòåëüñòâó. Ñíà÷àëà, èñïîëüçóÿ ¾ñîîáðàæåíèÿ íåïðåðûâ-

íîñòè¿, äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ ïëîñêóþ �èãóðó äèàìåòðà 1 ìîæíî çàêëþ÷èòü â

ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê, äèàìåòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè êîòîðîãî ðàâåí 1.

Çàòåì äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ äèàìåòð ïîëó÷åííîãî ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà

áîëüøå 1, åãî ìîæíî ðàçðåçàòü íà òðè ÷àñòè äèàìåòðà ìåíüøå 1. Ñð. [Y10℄.
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Äëÿ d = 3 ãîäèòñÿ ïðàâèëüíûé òåòðàýäð, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî d ãî-
äèòñÿ d-ìåðíûé ñèìïëåêñ.)

Â 1993 Ä. Êàí è Äæ. Êàëàè, ñëåäóÿ èäåÿì Áîëòÿíñêîãî, Ýðäå-

øà è Ëàðìàíà î ïðèìåíåíèè êîìáèíàòîðèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòð-

ïðèìåðà, íàøëè êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Áîðñóêà [KK93℄. Ïîäðîáíî

èñòîðèÿ âîïðîñà îïèñàíà â [AZ04℄, [R14℄.

Òåîðåìà 7.3.2. Ñóùåñòâóåò d > 0 è îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî

d-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæàùåå áîëåå d òî÷åê, êî-
òîðîå íåâîçìîæíî ðàçáèòü íà d+ 1 ÷àñòü ìåíüøåãî äèàìåòðà.

Ìû ïðèâåäåì (ñð. [S13℄) ïðîñòåéøåå èç èçâåñòíûõ äîêàçàòåëüñòâ,

ïðèíàäëåæàùåå Í. Àëîíó, ñð. [N94, S96, G99, R04, AZ04℄, [R14℄.

(Ïðè ýòîì äðóãèå äîêàçàòåëüñòâà äàþò áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû.)

Ýòî óäèâèòåëüíûé ïðèìåð âàæíîãî ðåçóëüòàòà â ñîâðåìåííîé ìàòå-

ìàòèêå, íå òðåáóþùåãî äëÿ ïîëíîãî ïîíèìàíèÿ ïîëóãîäîâîãî ñïåöè-

àëüíîãî óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà (ïîñëå äâóõãîäîâîãî îáÿçàòåëüíî-

ãî êóðñà). Áîëåå ïðîñòûå ïðèìåíåíèÿ àíàëîãè÷íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ñîîáðàæåíèé â êîìáèíàòîðèêå ìîæíî íàéòè â ï. 7.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.3.2. Îáîçíà÷èì

Mn = {(1, x2, x3, . . . , xn) ∈ {1,−1}n : x2 · . . . · xn = 1}.
Âåðøèíà n2-ìåðíîãî êóáà � íàáîð äëèíû n2 èç ïëþñ èëè ìèíóñ

åäèíèö. Åãî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê òàáëèöó n × n. (Âïðî-
÷åì, åñëè Âàì óäîáíåå ðàáîòàòü ñ íàáîðîì äëèíû n2, òî ìîæíî è

òàê!) Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå x = (x1, . . . , xn) ∈ Mn

òàáëèöó f(x) = xT ⊗ x, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé f(x)ij := xixj . Íà-
ïðèìåð,

f(1,−1,−1) =




1 −1 −1
−1 1 1
−1 1 1


 =

= (1,−1,−1,−1, 1, 1,−1, 1, 1).

Èñêîìûì ìíîæåñòâîì (êîíòðïðèìåðîì ê ãèïîòåçå Áîðñóêà) äëÿ

d = n2 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî f(Mn) âñåõ òàáëèö f(x), x ∈ Mn, ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïðîñòîì ÷èñëå p è n = 4p. Òàê êàê |Mn| = 2n−2
,

òî ýòî âûòåêàåò èç íèæåïðèâåäåííûõ ëåìì 7.3.3, 7.3.4.abñ (äëÿ n =
4p = 4k) è 7.3.5 (äëÿ q = p). QED
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Ëåììà 7.3.3. Åñëè n ÷åòíî è x, y ∈Mn, òî óñëîâèå |f(x), f(y)| =
diam f(Mn) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ x · y = 0.

Ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëþ ñàìîñòîÿòåëüíî ïîäóìàòü íàä äîêàçàòåëü-

ñòâàìè ëåìì ïåðåä òåì, êàê ÷èòàòü ýòè äîêàçàòåëüñòâà.

Ïðè �îðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ ëåìì ìîæíî

çàáûòü ïðî êîíñòðóêöèþ îòîáðàæåíèÿ f .

Äàëåå p � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . , Fs ñ êîý��èöèåíòà-

ìè â Zp íàçûâàåòñÿ ëþáîé ìíîãî÷ëåí λ1F1+ . . .+λsFs ñ λ1, . . . , λs ∈
Zp. Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí x2 ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ìíîãî÷ëåíîâ 2x1, 1 è x1 + x2.

Ìíîãî÷ëåíû ñ êîý��èöèåíòàìè â Zp íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûìè, åñëè ëþáàÿ èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, â êîòîðîé íå âñå λk
íóëåâûå, íå ðàâíà íóëþ. Íàïðèìåð, n ìíîãî÷ëåíîâ 1, x2, x3, . . . , xn
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ìíîãî÷ëåí ñ êîý��èöèåíòàìè â Zp îò n−1 ïåðåìåííîé x2, . . . , xn
èìååò ñòåïåíü ìåíåå k, åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ìíîãî÷ëåíîâ

(*) xα2
2 · . . . ·xαn

n , ãäå α2, . . . , αn � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà,

ñóììà êîòîðûõ ìåíüøå k.

Ëåììà 7.3.4. (a) Åñëè p > 2 ïðîñòîå è ñðåäè íåêîòîðûõ s âåê-

òîðîâ èç M4p íå íàéäåòñÿ äâóõ îðòîãîíàëüíûõ, òî ñóùåñòâóåò s
ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîý��èöèåíòàìè â Zp îò x2, . . . , x4p, êîòîðûå èìå-
þò ñòåïåíè ìåíåå p è ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

(b) Åñëè ñóùåñòâóåò s ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êî-
ý��èöèåíòàìè â Zp îò x2, . . . , xn ñòåïåíè ìåíåå k, òî s íå ïðå-
âîñõîäèò êîëè÷åñòâa ìíîãî÷ëåíîâ (*).

(
) Êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (*) ðàâíî

(n+k−2
k−1

)
.

Ëåììà 7.3.5. Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî q âûïîëíåíî(
5q − 2

q − 1

)
<

24q−2

16q2 + 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3.3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç a = a(x, y) êî-
ëè÷åñòâî èíäåêñîâ i, äëÿ êîòîðûõ xi = yi. Òîãäà xiyi = 1 äëÿ a
èíäåêñîâ i è xiyi = −1 äëÿ n− a èíäåêñîâ i. Èìååì (xixj − yiyj)

2 =
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(1 − xiyixjyj)
2
. Ïîýòîìó |f(x), f(y)|2 = 4a(n − a). Äëÿ äàííîãî n

ýòî ÷èñëî ìàêñèìàëüíî ïðè a = n/2. Çíà÷èò, óñëîâèå |f(x), f(y)| =
diam f(Mn) ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ a = n/2 è ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

x · y = 0. QED

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3.5. Èìååì

(
5q − 2

q − 1

)
<

(4 + 1)5q−2

44q−1
<

24q−2

16q2 + 1
.

Çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç áèíîìà Íüþòîíà äëÿ

(4 + 1)5q−2
(ñð. ñ äîêàçàòåëüñòâîì óòâåðæäåíèÿ 6.1.1.e), à âòîðîå

(äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ q) âûòåêàåò èç 55 = 125·25 < 27·25 = 44·24.
QED

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3.4.
.Êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (*) ðàâ-

íî êîëè÷åñòâó óïîðÿäî÷åííûõ ðåøåíèé (α2, . . . , αn) íåðàâåíñòâà α2+
. . .+ αn < k â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ. Òàêèå ðåøåíèÿ åñòü
ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî k − 1. Ïîýòîìó èõ êîëè÷åñòâî

ðàâíî

(
n+k−2
k−1

)
. QED

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3.4.b. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1, . . . , Qr ñå-

ìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (*), à ÷åðåç F1, . . . , Fs äàííîå ëèíåéíî íåçà-

âèñèìîå ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ. Âîçüìåì òàáëèöó s × r âû÷åòîâ

λi,j ∈ Zp, äëÿ êîòîðûõ Fi =
∑

j λi,jQj ïðè ëþáîì i = 1, . . . , s.
Ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ, ïîëó÷åííîå èç ñåìåéñòâà F1, . . . , Fs çàìå-

íîé Fi íà Fi + λFj , j 6= i, ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Òàêèìè çàìåíàìè

è ïåðåñòàíîâêàìè ìíîãî÷ëåíîâ Q1, . . . , Qs (ò.å. ìåòîäîì �àóññà èñ-

êëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ) ìîæíî ïðîâåñòè ðàññìàòðèâàåìóþ òàáëèöó

k× s ê ¾âåðõíåòðåóãîëüíîìó¿ âèäó. Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû F1, . . . , Fs

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî â ïîëó÷åííîé òàáëèöå íåò íóëåâîé ñòðîêè.

Ïîýòîìó s 6 r. QED

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 7.3.4.a. Îáîçíà÷èì

G(t) := (t− 1)(t− 2) . . . (t− p+ 1)

ßñíî, ÷òî

(**) äëÿ ëþáîãî öåëîãî t ÷èñëî G(t) äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà t íå äåëèòñÿ íà p.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç a1, . . . , as äàííîå ñåìåéñòâî âåêòîðîâ. Çäåñü

a1, . . . , as � âåêòîðû, à íå êîîðäèíàòû. Îáîçíà÷èì n = 4p. Äëÿ
êàæäîãî j = 1, . . . , s îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Fj ñ êîý��èöèåíòàìè â

Zp îò x2, . . . , xn �îðìóëîé

Fj(x2, . . . , xn) := ρpG(aj · (1, x2, . . . , xn)).

Çäåñü ρp : Z → Zp � ïðèâåäåíèå ïî ìîäóëþ p.

ßñíî, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí Fj èìååò ñòåïåíü ìåíåå p.

Äîêàæåì ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ìíîãî÷ëåíîâ F1, . . . , Fs. Ïóñòü

λ1F1 + . . . + λsFs = 0 äëÿ íåêîòîðûõ λ1, . . . , λs ∈ Zp. Ïîäñòàâèì â

ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî x = a1, èëè, áîëåå àêêóðàòíî, ïîäñòàâèì çíà-

÷åíèÿ x2 = (a1)2, . . . , xn = (a1)n.

Íàïîìíèì, ÷òî çäåñü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ � öåëîå

÷èñëî (à íå âû÷åò ïî ìîäóëþ p).

Èç a1 ·a1 = n = 4p è óòâåðæäåíèÿ (**) âûòåêàåò, ÷òî F1(a1) 6= 0.

Òàê êàê n äåëèòñÿ íà 4 è äëÿ ëþáîãî a ∈Mn ÷èñëî ìèíóñ åäèíèö

â a ÷åòíî, òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈Mn ÷èñëî a · b äåëèòñÿ íà 4. Ïîýòîìó
a · b 6∈ {±p,±2p,±3p}.

Ïóñòü k > 1. Òàê êàê a1 6= ak, òî a1 ·ak 6= n. Êðîìå òîãî, a1 ·ak 6=
0. Ïîýòîìó a1 · ak íå äåëèòñÿ íà p. Çíà÷èò, ïî óòâåðæäåíèþ (**)

Fk(a1) = 0 ïðè ëþáîì k > 1.

Ïîýòîìó λ1 = 0. Àíàëîãè÷íî λj = 0 äëÿ ëþáîãî j = 1, . . . , s.
Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû F1, . . . , Fs ëèíåéíî íåçàâèñèìû. QED

7.4 Ïîäñêàçêè

7.1.2 . (a) Åñëè ïîäìíîæåñòâ áîëüøå n, òî ïî òåîðåìå î ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè 7.1.1.Z2 îäíî èç íèõ ðàâíî ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè

íåêîòîðûõ äðóãèõ: A = B1 ⊕B2 ⊕ . . . ⊕Bs.

(
) Âîçüì¼ì âåêòîðû v1, . . . , vs ∈ {0, 1}n, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîä-
ìíîæåñòâàì {A1, . . . , As} = F . Ïî òåîðåìå î ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè

7.1.1.Q äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ âåêòîðîâ

íàä Q.
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10 Ïðîãðàììà êóðñà ÄÀ 2014-19 ó÷. ãîäîâ

Íóæíî óìåòü ðåøàòü çàäà÷è, àíàëîãè÷íûå ïï. 2.1-2.7, 3.1, 3.2,

4.1, 4.2, 4.5, 5.1, 5.2, 5.5, 6.1-6.3, 7.1, 7.2 êíèãè

Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ, À.À. �ëèáè÷óê,

À.Á. Äàéíÿê, Ä.�. Èëüèíñêèé, À.Á. Êóïàâñêèé, À.Ì. �àéãîðîäñêèé,

À.Á. Ñêîïåíêîâ, À.À. ×åðíîâ, Èçä-âî ÌÖÍÌÎ, 2016,

http://www.m

me.ru/
ir
les/oim/dis
rbook.pdf

Â ñêîáêàõ óêàçàíà îðèåíòèðîâî÷íàÿ ñëîæíîñòü ïóíêòà ïðîãðàì-

ìû. Ôîðìàëüíîãî ñìûñëà ýòè áàëëû íå èìåþò (ñð. ñî ñöåíàðèåì

ýêçàìåíà íà https://www.m

me.ru/
ir
les/oim/home/bally.pdf).

Íî ìû íàäååìñÿ, ÷òî îíè ïîìîãóò ñòóäåíòàì ðàçóìíî îðãàíèçîâàòü

ïîäãîòîâêó ê ýêçàìåíó: íå èçó÷àòü ¾ñëîæíûõ¿ ïóíêòîâ ïðîãðàì-

ìû, ïîêà íå èçó÷åíû ¾ïðîñòûå¿. Ïóíêòû ¾íà 5 è ìåíüøå¿ ìîãóò

èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøèõ êóðñàõ áåç ïîâòîðåíèÿ ìàòåðèàëà.

¾Áåç äîêàçàòåëüñòâà¿ ñîêðàùàåòñÿ äî ¾á/ä¿. Â ïóíêòàõ ïðî-

ãðàììû ïðèâîäÿòñÿ ññûëêè íà âûøåóêàçàííóþ êíèãó (èëè íà èìå-

þùèéñÿ â íåé ñïèñîê ëèòåðàòóðû èëè íà äðóãóþ ëèòåðàòóðó).

Îáðàçöû âîïðîñîâ ïðèâåäåíû ïîñëå ïðîãðàììû è â [PT℄.

Ñïàñèáî ñòóäåíòàì çà âîïðîñû, áëàãîäàðÿ êîòîðûì ïîÿâèëèñü

ìåëêèå óòî÷íåíèÿ.

�ëàâà 2. �ðà�û (1-é ñåìåñòð)

1. (3) Îïðåäåëåíèå ãðà�à, ãðà�îâ ñ ïåòëÿìè è êðàòíûìè ðåáðà-

ìè. Îðèåíòèðîâàíûå ãðà�û. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëîì âåðøèí

è ðåáåð äåðåâà. (Ï. 2.1 è çàäà÷è 2.2.1.)

2. (5) Êîä Ïðþ�åðà. Ôîðìóëà Êýëè.(Çàäà÷è 2.2.3.a è 2.2.4.
.)

3. (6) Òî÷íàÿ �îðìóëà äëÿ ÷èñëà óíèöèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ. (Çàäà÷à

2.2.5.b.)

4. (5) Îïðåäåëåíèå ïëîñêèõ è ïëàíàðíûõ ãðà�îâ. Ôîðìóëà Ýéëå-

ðà (á/ä). Ïðèìåðû íåïëàíàðíûõ ãðà�îâ. Êðèòåðèé Ïîíòðÿãèíà�

Êóðàòîâñêîãî ïëàíàðíîñòè ãðà�îâ (á/ä).(Ï. 2.4 è çàäà÷è 2.4.4.
.)

5. (òîëüêî â 2014-2016) (6) Êëàññè�èêàöèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãî-

ãðàííèêîâ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà èõ ãðà�îâ. 6-ðàñêðàøèâàåìîñòü
ëþáîé êàðòû íà ïëîñêîñòè. (Çàäà÷è 2.4.5.
defg è 2.4.1.a.)
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6. (3) Ïóòè è öèêëû. Ïðîñòûå ïóòè è öèêëû. Êðèòåðèè ýéëåðî-

âîñòè ãðà�à è îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à. (Çàäà÷è 2.5.3.a
.)

7. (5) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ãðà�û äå Áð¼éíà.

(òîëüêî â 2014-2016) Ïðàâèëî ¾íîëü ëó÷øå åäèíèöû¿.

(Çàäà÷è 2.5.5�2.5.8.)

8. (5) �àìèëüòîíîâû ïóòè è öèêëû. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Äèðàêà

ãàìèëüòîíîâîñòè ãðà�à. (Çàäà÷à 2.6.2.b.)

9. (7) Âåðøèííàÿ ñâÿçíîñòü è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè ãðà�à. Äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå ãàìèëüòîíîâîñòè â èõ òåðìèíàõ. �àìèëüòîíî-

âîñòü ãðà�à 1-ïåðåñå÷åíèé 3-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà. (Çàäà÷è 2.6.3, 2.6.4 è 2.6.5.
.)

10. (3) �àìèëüòîíîâû öåïè â òóðíèðàõ. Íèæíÿÿ îöåíêà ñ äîêàçà-

òåëüñòâîì, âåðõíÿÿ � áåç. (Çàäà÷à 2.6.7.)

11. (5) Òåîðåìà Òóðàíà î ÷èñëå ðåáåð â ãðà�å ñ äàííûì ÷èñëîì âåð-

øèí è ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè. Àñèìïòîòèêà íàèáîëüøåãî ÷èñëà

ðåáåð â ãðà�å ñ n âåðøèíàìè áåç k-êëèê. (Çàäà÷è 2.7.1 è 2.7.6.)

12. (6) Îöåíêà ÷èñëà ðåáåð ó äèñòàíöèîííîãî ãðà�à íà ïëîñêîñòè è

â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ñðàâíåíèå ñ òåîðåìîé

Òóðàíà. (Çàäà÷è 2.7.2, 2.7.4, 2.7.5.)

�ëàâà 3. �àñêðàñêè ãðà�îâ (1-é ñåìåñòð)

13. (4) Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì, ÷èñëîì íåçà-

âèñèìîñòè è êëèêîâûì ÷èñëîì. (Çàäà÷à 3.1.3 èç ãëàâû 3.)

�ëàâà 4. Îñíîâû òåîðèè �àìñåÿ (2-é ñåìåñòð)

14. (3) ×èñëà �àìñåÿ R(s, t): òî÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ s+t 6 7. �åêóð-
ðåíòíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà Ýðäåøà�Ñåêåðåøà. (Çàäà÷è 4.1.1, 4.1.2.a
.)

15. (4) Ñëåäñòâèå ðåêóððåíòíîé âåðõíåé îöåíêè Ýðäåøà�Ñåêåðåøà

äëÿ íåäèàãîíàëüíûõ è äèàãîíàëüíûõ ÷èñåë �àìñåÿ. Óòî÷íåíèå Êîí-

ëîíà (á/ä). Íèæíÿÿ îöåíêà äèàãîíàëüíûõ ÷èñåë �àìñåÿ ñ ïîìîùüþ

ïðîñòîãî âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà. (Çàäà÷è 4.1.2.b, 4.1.5, 4.1.6.)



280 Ýëåìåíòû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè â çàäà÷àõ

16. (5) Ìíîãîöâåòíûå ÷èñëà �àìñåÿ Rk(l1, . . . , lr) è èõ ðåêóððåíò-

íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà. Ñëåäñòâèå äëÿ R3(s, t). Íèæíÿÿ âåðîÿòíîñò-

íàÿ îöåíêà äëÿ R3(s, s). (Çàäà÷è 4.2.2.
, 4.2.7, 4.3.3, 4.3.4.)

17. (9) Âåðõíÿÿ îöåíêà Êîíëîíà äëÿ äâóäîëüíûõ ÷èñåë �àìñåÿ: ëåì-

ìà ñ êîíêðåòíûìè l,m, r, s è åå àíàëîã ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

(á/ä); äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû. (Åñòü îðè-

ãèíàëüíàÿ ñòàòüÿ Conlon'à, ñêà÷èâàåòñÿ ñ åãî äîìàøíåé ñòðàíè-

öû.)

18. (8) Êîíñòðóêòèâíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà Ôðàíêëà�Óèëñîíà äëÿ R(s, s).
Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì äëÿ êëèêîâîãî ÷èñëà è äëÿ ÷èñëà íåçàâèñè-

ìîñòè. [R10℄

�ëàâà 5. Ñèñòåìû ìíîæåñòâ (ãèïåðãðà�û) (19-26 1-é ñå-

ìåñòð, 21-30 2-é ñåìåñòð)

19. (7) �èïåðãðà�û. �èïåðãðà�û t-ïåðåñå÷åíèé. Òåîðåìà Ýðäåøà�

Êî��àäî (î ìàêñèìàëüíîì ÷èñëå ðåáåð â ãèïåðãðà�å 1-ïåðåñå÷åíèé).
(Çàäà÷à 5.1.3.)

20. (6) Èñòîðèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîäâèæåíèé: òåîðåìà Ýðäåøà�

Êî��àäî (îáùèé ñëó÷àé), òåîðåìà Ôðàíêëà, òåîðåìà Óèëñîíà, òåî-

ðåìà Àëñâåäå�Õà÷àòðÿíà. (Âñå á/ä, íî ñ ïîäðîáíûìè êîììåíòàðè-

ÿìè. Íóæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ÷åòêîå ïîíèìàíèå, ÷òî çà ïà-

ðàìåòðû âûáèðàþòñÿ â òåîðåìå ÀÕ: êîãäà ýòà òåîðåìà ïðåâðàùà-

åòñÿ â ÝÊ�; êîãäà îöåíêà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé (

(
n
k

)
); ïðèìåðû

êîíñòðóêöèé, â êîòîðûõ ìîæíî ÿâíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî îöåíêà ÝÊ�

íå ñàìàÿ ëó÷øàÿ è ÀÕ åå ïðåâîñõîäèò.) (Çàäà÷è 5.1.2, 5.1.3.)

21. (3) Ñèñòåìû îáùèõ ïðåäñòàâèòåëåé (ñ.î.ï.). ¾Òðèâèàëüíûå¿

íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè.

22. (5) Âåðõíÿÿ îöåíêà ðàçìåðà ìèíèìàëüíîé ñ.î.ï. ñ ïîìîùüþ

æàäíîãî àëãîðèòìà. (Çàäà÷è 5.2.1, 5.2.5, 5.2.6.a.)

23. (8) Êîíñòðóêòèâíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ðàçìåðà ìèíèìàëüíîé ñ.î.ï.

(Çàäà÷à 5.2.6.b.)

24. (7) Íèæíÿÿ îöåíêà ðàçìåðà ìèíèìàëüíîé ñ.î.ï. ñ ïîìîùüþ

îáîáùåííûõ ñ.î.ï. (Çàäà÷à 5.2.6.
.)
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25. (9) Âåðîÿòíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ðàçìåðà ìèíèìàëüíîé ñ.î.ï.

Ñëåäñòâèå èç íåå. (Çàäà÷à 5.2.6.def.)

26. (5) Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Òåîðåìà Õîëëà.

27. (5) Ïåðìàíåíò. Ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïî ñòðîêå. Ñâÿçü ñ êî-

ëè÷åñòâîì ñèñòåì ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé.

28. (6) Ñ.î.ï. â ãåîìåòðèè (òåîðåìà î òðåóãîëüíèêàõ íà ïëîñ-

êîñòè, á/ä). �àçìåðíîñòü Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà. Òåîðåìà �àäîíà

(á/ä). Ïîäñ÷åò ðàçìåðíîñòè ñåìåéñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ëåììà

î ÷èñëå îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâå çàäàííîé ìîùíîñòè è ðàçìåð-

íîñòè. Ëåììà î ðàçìåðíîñòè èçìåëü÷åíèÿ (äîñòàòî÷íî äîêàçàòü

ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé îöåíêè, íå îáÿçàòåëüíî òàêîé, êàê íà ëåê-

öèè) (Çàäà÷è 5.5.1 è 5.5.2.b
.)

(òîëüêî â 2014-16) Îöåíêà ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ â ñåìåéñòâå çà-

äàííîé ðàçìåðíîñòè íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå. (Çàäà÷à 5.5.9.)

29. (8) Ýïñèëîí-ñåòè. Òåîðåìà Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà îá ýïñèëîí-

ñåòÿõ è òåîðåìà î òðåóãîëüíèêàõ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

30. (òîëüêî â 2014-18) (4) Òåîðåìà Âàïíèêà�×åðâîíåíêèñà (á/ä).

Ïðèëîæåíèÿ â ñòàòèñòèêå: ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü â ÇÁ× (ÓÇÁ×)

è òåîðåìà �ëèâåíêî�Êàíòåëëè êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

�ëàâà 6. Àíàëèòè÷åñêèå è âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû (31-35

1-é ñåìåñòð, 36-48 2-é ñåìåñòð)

31. (3) Îöåíêè äëÿ �àêòîðèàëîâ è áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ.

Îöåíêè äëÿ

( n
n/2

)
ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà. (Çàäà÷è 6.1.3.b è 6.1.1.ab.)

32. (5) Àñèìïòîòèêà lnn! è n
√
n! ñ äîêàçàòåëüñòâîì áåç èñïîëü-

çîâàíèÿ �îðìóëû Ñòèðëèíãà. Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà (á/ä). (Çàäà÷à

6.1.6.)

33. (5) Îöåíêè áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ âèäà

(
n

[an]

)
, a ∈ (0, 1).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. (Çà-

äà÷à 6.1.1.)
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34. (5) Àñèìïòîòèêà äëÿ

(n
k

)
ïðè k2 = o(n). Îöåíêè òîé æå âå-

ëè÷èíû ïðè áîëüøèõ k. Àñèìïòîòèêè äëÿ

( n
n/2

)
/
( n
n/2−x

)
. (Çàäà÷è

6.1.3 è 6.1.4.)

35. (8) Àñèìïòîòèêà ÷èñëà óíèöèêëè÷åñêèõ ãðà�îâ. (Çàäà÷à 2.2.5.
.)

36. (5) Ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé ËËË (á/ä). Âûâîä îöåíêè äèàãî-

íàëüíîãî ÷èñëà �àìñåÿ (òåîðåìà Ñïåíñåðà). (Çàäà÷è 6.2.15, 6.2.23.b

è 6.2.28.à.)

37. (8) Ñèììåòðè÷íûé è íåñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé ËËË (ñ äîêà-

çàòåëüñòâîì ñèììåòðè÷íîãî ëèáî íàïðÿìóþ, ëèáî ñ äîêàçàòåëü-

ñòâîì íåñèììåòðè÷íîãî è âûâîäîì èç íåãî). (Çàäà÷è 6.2.15 è 6.2.28.à.)

38. (10+) Âûâîä èç íåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ ËËË íèæíåé îöåíêè

äëÿ R(3, t) (ñ âûïèñûâàíèåì íåðàâåíñòâ, òðåáóåìûõ äëÿ ïðèìåíå-

íèÿ ËËË, íî áåç èõ äîêàçàòåëüñòâà). Ñàìûå òî÷íûå èçâåñòíûå

îöåíêè äëÿ R(3, t) (á/ä). (Çàäà÷à 6.2.28.b è çàìå÷àíèå ïîñëå íåå.)

39. (5) Äâóäîëüíûå ÷èñëà �àìñåÿ: íèæíèå îöåíêè ïðîñòûì âåðî-

ÿòíîñòíûì ìåòîäîì è ñ ïîìîùüþ ËËË. Îòëè÷èå íèæíèõ îöåíîê

äëÿ äâóäîëüíûõ ÷èñåë �àìñåÿ îò àíàëîãè÷íûõ íèæíèõ îöåíîê äëÿ

R(s, t). (Ëèòåðàòóðû íåò; äåëàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî òîìó,

êàê òî æå ñàìîå äåëàåòñÿ äëÿ îáû÷íûõ ÷èñåë �àìñåÿ.)

40. (6) Ñëó÷àéíûå ãðà�û. Íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà è ×åáûø¼âà. Íåðà-

âåíñòâî äëÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. (ï. 6.3, [R08, ï. 1.11 è 1.12℄)

41. (7) Ñâÿçíîñòü ñëó÷àéíîãî ãðà�à: ñëó÷àé p = c ln n/n ïðè c < 1.

Òåîðåìû î

lnn+ γ + o(1)

n
è î ãèãàíòñêîé êîìïîíåíòå (á/ä). [R08,

ï. 2.5℄

42. (8) Ñâÿçíîñòü ñëó÷àéíîãî ãðà�à: ñëó÷àé p = c ln n/n ïðè c > 1.
[R08, ï. 2.5℄

43. (4) Òåîðåìû Áîëëîáàøà î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ñëó÷àéíîãî ãðà-

�à (á/ä). Îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó÷àéíîãî ãðà�à ïðè p =
o(1/n2) è p = o(1/n). [R08, ï. 2.6℄



10. Ï�Î��ÀÌÌÀ ÊÓ�ÑÀ ÄÀ 2014-19 Ó×. �ÎÄÎÂ 283

44. (òîëüêî â 2017-18) (9) Òåîðåìû Áîëëîáàøà î õðîìàòè÷åñêîì

÷èñëå ñëó÷àéíîãî ãðà�à (á/ä). Îöåíêè õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ñëó-

÷àéíîãî ãðà�à ïðè p = c/n, c < 1. Ñëó÷àé, êîãäà �óíêöèÿ èç âòîðîé
òåîðåìû Áîëëîáàøà ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.[R08, ï.

2.6℄

45. (òîëüêî â 2017-19) (8) Îöåíêà îòêëîíåíèÿ äëÿ ëèïøèöåâîé

ïî âåðøèíàì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (á/ä). Òåîðåìà Áîëëîáàøà î êîí-

öåíòðàöèè â ÷åòûðåõ çíà÷åíèÿõ.

46. (7) Ñðàâíåíèå îöåíîê õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ÷åðåç êëèêîâîå ÷èñ-

ëî è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ãðà�îâ: îäíà ¾ïî-

÷òè âñåãäà¿ çíà÷èòåëüíî ëó÷øå äðóãîé (ðàñïðåäåëåíèå êëèêîâîãî

÷èñëà è ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè). [R08, ï. 2.7℄

47. (10) Òåîðåìà î òîì, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå æàäíûé àëãîðèòì

íàéäåò ìíîæåñòâî, ðàçìåð êîòîðîãî ëèøü, êàê ìàêñèìóì, â 2 ðà-

çà îòëè÷àåòñÿ îò ðåàëüíîãî. Òåîðåìà Êó÷åðû î ñëàáîñòè æàäíîãî

àëãîðèòìà íà ñïåöèàëüíûõ ãðà�àõ (á/ä). (À. �àéãîðîäñêèé, "Ýêñ-

òðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ãðà�îâ è Èíòåðíåò" , Èíòåëëåêò.)

48. (8) Òåîðåìà Ýðäåøà î ãðà�å ñ áîëüøèì îáõâàòîì è áîëüøèì

õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì. (Çàäà÷à 6.3.3.
.)

�ëàâà 7. Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû (49-56 1-é ñåìåñòð, 57-

61 2-é ñåìåñòð)

49. (5) Êíåçåðîâñêèé ãðà�. Âåðõíÿÿ îöåíêà åãî õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñ-

ëà. Ïðîñòûå íèæíèå îöåíêè. Ïðèìåðû êîíêðåòíûõ êíåçåðîâñêèõ

ãðà�îâ. Êëèêîâîå ÷èñëî è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè êíåçåðîâñêîãî ãðà-

�à. ([R7℄ := À. �àéãîðîäñêèé, "�èïîòåçà Êíåçåðà è òîïîëîãè÷åñêèé

ìåòîä â êîìáèíàòîðèêå" , ÌÖÍÌÎ.)

50. (6) Âåðõíÿÿ îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà êíåçåðîâñêîãî ãðà�à.

Òåîðåìà Ëîâàñà î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå êíåçåðîâñêîãî ãðà�à (á/ä).

[R7℄ (8) Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áîðñóêà�Óëàìà è åå ïðèìåíåíèå ê

äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ëîâàñà. [R7℄

51. (òîëüêî â 2014-16) (7) Òåîðåìà Áîðñóêà�Óëàìà�Ëþñòåðíèêà�

Øíèðåëüìàíà â ðàçíûõ �îðìóëèðîâêàõ, íî ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîëü-

êî â ñëó÷àå ïëîñêîñòè è òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. [R7℄
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52. (6) Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëîm(n, k, t) ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ ðîâíî k ýëåìåíòîâ è ñðåäè êî-

òîðûõ ëþáûå äâà ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ íå ïî t ýëåìåíòàì.
Òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ m(n, 3, 1): ÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ è îöåíêà ïî èí-
äóêöèè. Ëèíåéíî-àëãåáðàè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ m(n, 3, 1). Àíàëîãè÷-
íàÿ îöåíêà äëÿ m(n, 5, 2) è åå àñèìïòîòè÷åñêàÿ íåóëó÷øàåìîñòü.

[R15℄

53. (7) Îáùàÿ òåîðåìà Ôðàíêëà�Óèëñîíà äëÿ m(n, k, k − p) ïðè

k < 2p. (Çàäà÷à 7.1.7 è [R15℄.)

54. (òîëüêî â 2015 è 2019) (9) Òåîðåìà Ôðàíêëà�Óèëñîíà îá

m(n, k, k − p) ïðè k > 2p. [R15℄

55. (òîëüêî â 2015 è 2019) (7) Òî÷íîñòü îáåèõ òåîðåì Ôðàíêëà�

Óèëñîíà ïðè ïîñòîÿííûõ k, t. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, èç êîòîðûõ ëþáûå äâà

ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî t ýëåìåíòàì. Ñâÿçü ñ

òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ, òåîðåìà �åäëÿ (á/ä). [R15℄

56. (6) Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîñòðàíñòâ. Èíòåðïðåòàöèÿ âå-

ëè÷èíû m(n, k, t) êàê ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè äèñòàíöèîííîãî ãðà�à.

Íèæíÿÿ îöåíêà õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ

ðåçóëüòàòîâ äëÿ m(n, k, t). Âîçìîæíûå óëó÷øåíèÿ. ([R15℄ è À.

�àéãîðîäñêèé, "Õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà".)

57. (7) Òåîðåìà Àäàìàðà î ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè îïðåäåëèòå-

ëÿ. Êîìáèíàòîðíîå îïðåäåëåíèå ìàòðèöû Àäàìàðà. Ïåðåñòàíîâ-

êà ñòðîê/ñòîëáöîâ. Íîðìàëèçîâàííàÿ ìàòðèöà. �àçìåð ìàòðèöû

Àäàìàðà êðàòåí ÷åòûðåì. �èïîòåçà î ñóùåñòâîâàíèè. Ïðèìåð äëÿ

ñòåïåíåé äâîéêè. Êðîíåêåðåâî (òåíçîðíîå) ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Àäàìàðà. Êîíñòðóêöèÿ Ïýéëè ìàòðèö Àäàìàðà 4k × 4k äëÿ ïðî-

ñòîãî ÷èñëà 4k − 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëà Ëåæàíäðà. Òåîðå-

ìà î ïëîòíîñòè ïîðÿäêîâ ìàòðèöû Àäàìàðà â íàòóðàëüíîì ðÿäå

(á/ä).(Çàäà÷è 7.2.1-7.2.3, îïðåäåëåíèÿ è ãèïîòåçà â �7.2, [Hal, AS℄.)

58. (6) Çàäà÷à î ðàñêðàñêå ãèïåðãðà�à: âåðõíÿÿ îöåíêà óêëîíåíèÿ

âåëè÷èíîé

√
2n ln(2s) ñ äîêàçàòåëüñòâîì è âåëè÷èíîé 6

√
n á/ä.

[R10℄
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59. (8) Çàäà÷à î ðàñêðàñêå ãèïåðãðà�à: íèæíÿÿ îöåíêà óêëîíåíèÿ

âåëè÷èíîé

√
n/2 ñ ïîìîùüþ ìàòðèö Àäàìàðà.[R10℄

60. (òîëüêî â 2014-2018) (4) Èíòåðïðåòàöèÿ ìàòðèö Àäàìà-

ðà â òåðìèíàõ äèñòàíöèîííîãî ãðà�à, âîçíèêàþùåãî â òåîðåìå

Ôðàíêëà�Óèëñîíà (êëèêè).

61. (òîëüêî â 2014, 2018 è 2019) (9) Ïðîáëåìà Áîðñóêà. Íèæíÿÿ

îöåíêà ÷èñëà Áîðñóêà. (ï. 7.3 è [R14℄)
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ÎÁ�ÀÇÖÛ ÂÎÏ�ÎÑÎÂ ÍÀ ÝÊÇÀÌÅÍÅ

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ÷àñòü (âàðèàíò 2014 ãîäà).Íóæåí òîëü-

êî îòâåò/�îðìóëèðîâêà; äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèòü íå íóæíî.

1. Íàéäèòå àñèìïòîòèêó áèíîìèàëüíîãî êîý��èöèåíòà

(n
k

)
ïðè

k2 = o(n).
2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ ñ äàííûìè n âåðøèíàìè, ñ òî÷-

íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå ãàìèëüòîíîâà öèêëà â ãðà�å. (Ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü òîëüêî îïðåäåëåíèå ãðà�à. Åñëè Âû èñïîëüçóåòå äðóãèå

îïðåäåëåíèÿ � íàïðèìåð, öèêëà � òî èõ òîæå íóæíî äàòü.)

4. Ñ�îðìóëèðóéòå òåîðåìó î õðîìàòè÷åñêîì ÷èñëå ñëó÷àéíîãî

ãðà�à â ìîäåëè G(n, p) ïðè p = o(1/n) è n→ ∞.

5. Ó äèñòàíöèîííîãî ãðà�à íà ïëîñêîñòè 4n âåðøèí, è ñðåäè

ëþáûõ n+1 âåðøèí åñòü ðåáðî. Ñ�îðìóëèðóéòå íàèëó÷øóþ îöåíêó

íà êîëè÷åñòâî ðåáåð òàêîãî ãðà�à, äîêàçàííóþ â êóðñå.

6. Íàéäèòå êëèêîâîå ÷èñëî ãðà�à, âåðøèíû êîòîðîãî � âñå 5-
ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà 20-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, è ðåáðî ìåæ-
äó âåðøèíàìè ïðîâîäèòñÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíî-

æåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ?

7. Íàéäèòå R4(15, 4, 4, 4).
8. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ VC-ðàçìåðíîñòü ñåìåéñòâà ïîäìíî-

æåñòâ ìíîæåñòâà {1, . . . , 10} â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå êîòîðîãî áî-

ëåå 5 ýëåìåíòîâ.

Îñíîâíàÿ ÷àñòü (òî÷íî òàêèõ âîïðîñîâ íà ýêçàìåíå íå

áóäåò). Çäåñü ãëàâíîå � íå îòâåòû, à äîêàçàòåëüñòâà. Â ÷àñòíî-

ñòè, �îðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà âñåõ èñïîëüçóåìûõ ñòóäåí-

òîì ðåçóëüòàòîâ èç êóðñà ÄÀ (â ÷àñòíîñòè, âñåõ ðåçóëüòàòîâ èç

êóðñà ÄÀ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ

èç êóðñà ÄÀ). Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà

ðåçóëüòàòàìè èç äðóãèõ êóðñîâ.

Âîïðîñ èç áèëåòà. Ñóùåñòâóåò ëè 57 ïîäìíîæåñòâ 60-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà, â êàæäîì èç êîòîðûõ 30 ýëåìåíòîâ, è ëþáûå äâà èç êî-

òîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî 15 ýëåìåíòàì?

Êðèòåðèè. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ 7.

Êîíñòðóêöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷è 7.2.4 áåç åå äîêàçàòåëü-

ñòâà � 2 î÷êà.
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Çà ïîäñêàçêó `âñïîìíèòå ìàòðèöû Àäàìàðà' ñíèìàåòñÿ 2 î÷êà.

Äîï. âîïðîñ ïîïðîùå. Êàêîâî íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð â

ãðà�å ñ 52 âåðøèíàìè, â êîòîðîì ñðåäè ëþáûõ 5 âåðøèí åñòü 2, íå

ñîåäèíåííûå ðåáðîì?

Êðèòåðèè. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ 6.

Ïðàâèëüíûé îòâåò áåç äîêàçàòåëüñòâà � 1 î÷êî.

Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âûâîäîì èç òåîðåìû Òóðàíà áåç åå äîêàçà-

òåëüñòâà � 2 î÷êà.

Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âûâîäîì èç òåîðåìû Òóðàíà ïëþñ êîí-

ñòðóêöèÿ `ìàêñèìàëüíîãî ãðà�à' áåç äîêàçàòåëüñòâà âåðõíåé îöåí-

êè � 3 î÷êà.

Çà ïîäñêàçêó `âñïîìíèòå òåîðåìó Òóðàíà' ñíèìàåòñÿ 2 î÷êà.

Äîï. âîïðîñ ïîñëîæíåé. Óêàæèòå �óíêöèþ f(n), äëÿ êîòî-

ðîé R(n, n) & f(n). (×åì áîëüøå �óíêöèÿ, òåì âûøå Âàøà îöåíêà.)

Êðèòåðèè. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ 9.

Çà îöåíêó òèïà R(n, n) & n2 ñòàâèòñÿ 1 î÷êî.

Çà îöåíêó òèïà 4.1.5.b ñòàâèòñÿ 6 î÷êîâ.

Çà îöåíêó òèïà 6.2.21.b ñòàâèòñÿ 9 î÷êîâ.

Åñëè ïðè ýòîì íå äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî n! > (n/e)n (6.1.6.ñ),
òî ñíèìàåòñÿ 2 î÷êà (ýòî íåðàâåíñòâî íåñëîæíî äîêàçûâàåòñÿ áåç

èñïîëüçîâàíèÿ �îðìóëû Ñòèðëèíãà; åãî âûâîä èç �îðìóëû Ñòèð-

ëèíãà, íå äîêàçàííîé â êóðñå, íå ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì).

Åñëè ïðè ýòîì íå äîêàçûâàåòñÿ ËËË â ñèììåòðè÷íîé �îðìå

(6.2.15.b), òî ñíèìàåòñÿ 5 î÷êîâ (ËËË â ñèììåòðè÷íîé �îðìå ñòó-

äåíò ìîæåò ëèáî íàïðÿìóþ, ëèáî äîêàçàâ ËËË â íåñèììåòðè÷íîé

�îðìå è âûâåäÿ ËËË â ñèììåòðè÷íîé �îðìå; âûâîä ñèììåòðè÷íîé

�îðìû èç íåñèììåòðè÷íîé â ýòîì ìåñòå íå ñ÷èòàåòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâîì ñèììåòðè÷íîé, õîòÿ è âõîäèò â ïðîãðàììó).

Çà ïîäñêàçêó � �îðìóëèðîâêó 4.1.5.ñ � ñíèìàåòñÿ 2 î÷êà. Çà

ïîäñêàçêó � �îðìóëèðîâêó êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïóíêòà ýòîé çà-

äà÷è � ñíèìàåòñÿ åùå ïî 1.

Ïðèçîâîé âîïðîñ. Ñóùåñòâóþò ëè õîòÿ áû îäíî k è ïîäìíîæå-
ñòâî k-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå íåâîçìîæíî ðàçáèòü íà 2k2

÷àñòåé ìåíüøåãî äèàìåòðà?


