
Ð�åáåðíûå ãðàôû.
Êàêàÿ íî÷ü, ìîé ìèëûé ãðàô!

Ëóíà òàê ÿðêî ñâåòèò...
Íàçîâ�åì ãðàôîì ñìåæíîñòè ãðàôà G ãðàô L(G), âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ð�åáðàì ãðàôà G, ðåáðî åñòü

ó ñîîòâåòñòâóþùèõ ð�åáåð åñòü îáùàÿ âåðøèíà. Ïîñêîëüêó êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà ñìåæíîñòè � ýòî êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè ãðàôà G, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñâÿçíûå ãðàôû.

Çàäà÷à 1. Íàéäèòå ïðèìåðû òàêèõ ãðàôîâ M òàêîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ãðàôà G : L(G) = M , è
• èìååò áîëüøå âåðøèí, ÷åì ðåáåð
• M èìååò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ðåáåð è âåðøèí.
• èìååò áîëüøå ðåáåð, ÷åì âåðøèí.
• ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà ðåáåð è âåðøèí áîëüøå, ÷åì ëþáîå çàðàíåå çàäàííîå ÷èñëî n.
• îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ðåáåð ê êîëè÷åñòâó âåðøèí áîëüøå, ÷åì ëþáîå çàðàíåå çàäàííîå ÷èñëî n.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L(G) = G, òî G � öèêë.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè L(L(L . . . L(G) . . . )) = G, òî G � öèêë (ïèñüìåííàÿ!)
Çàäà÷à 4. Ñóùåñòâóþò ëè äâà òàêèõ íåèçîìîðôíûõ íåïóñòûõ ãðàôà G1 è G2, ÷òî L(G1) = L(G2)?
Áóäåì íàçûâàòü ãðàô G îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ðîâíî îäèí ãðàô Ì: L(M) = G, ãðàô áóäåì íàçûâàòü ïðîîáðàçîì

G.
Çàäà÷à 5. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå ãðàôû îáðàòèìû è ïîñòðîèòü èõ ïðîîáðàçû:
• ïîëíûé ãðàô ñ êîë-âîì âåðøèí áîëüøå òð�åõ.
• ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû ïîäãðàôà G1 ñîåäèíåíû äðóã ñ äðóãîì, âñå âåðøèíû ïîäãðàôà G2 òîæå, è âåðøèíà ,

íå ïðèíàäëåæàùàÿ G1 è G2 , ñîåäèíåíà ñî âñåìè âåðøèíàìè G1 è G2 (ïîäãðàôû G1 è G2 íå èìåþò îáùèõ âåðøèí,
êàæäûé èç íèõ èìååò áîëüøå òð�åõ âåðøèí, ñîåäèíåíû ðåáðîì òîëüêî ïåðå÷èñëåííûå ïàðû âåðøèí).

• ãðàô èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, â êîòîðîì ïðîâåäåíû ðåáðà iCi, ãäå 1, 2,. . . , n � ðàçëè÷íûå âåðøèíû G1,à 1, 2, . . . , n �
ðàçëè÷íûå âåðøèíû G2.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ïî÷òè âñå ãðàôû G (ò.å. âñå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî êîë-âà), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîé
ãðàô , ÷òî L(M) = G, îáðàòèìû è óêàçàòü âñå ãðàôû , èìåþùèå áîëåå îäíîãî ïðîîáðàçà (åñëè òàêèå åñòü).

Çàäà÷à 7. Ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ãðàôîâ, êîòîðûå èçîìîðôíû, íî íå îäèíàêîâû, èìåþùèå îäèíàêîâûå ãðàôû ñâÿçíîñòè
(ïîÿñíåíèå: ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ðåáðà ïåðâîãî è âòîðîãî ãðàôîâ, ÷òîá èõ íóìåðàöèÿ íå áûëà îäèíàêîâà, íî ïðè ýòîì
íóìåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí â èõ ãðàôàõ ñâÿçíîñòè áóäåò îäèíàêîâà).

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
• G îáðàòèì
• ðåáðà ãðàôà G ìîæíî ðàçáèòü íà ïîëíûå ïîäãðàôû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íè îäíà èç âåðøèí íå ïðèíàäëåæàëà áîëåå

÷åì äâóì ïîäãðàôàì
• ãðàô G íå ñîäåðæèò çâåçäó K1,3 â êà÷åñòâå ïîðîæäåííîãî ïîäãðàôà (òî åñòü îãðàíè÷åíèÿ ð�åáåð íà ïîäìíîæåñòâî

âåðøèí), è åñëè äâà òðåóãîëüíèêà èìåþò îáùåå ðåáðî, òî ïîäãðàô, ïîðîæäåííûé èõ âåðøèíàìè, åñòü K4

• íè îäèí èç ñëåäóþùèõ äåâÿòè ãðàôîâ íå ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäåííûì ïîäãðàôîì ãðàôà G:

¦ Äåðåâî èç òðåõ ðåáåð, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó
(Â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ïîä ðîìáîì áóäåì ïîíèìàòü ãðàô ñ âåðøèíàìè 1, 2, 3, 4, ñîåäèíåííûõ ïî öèêëó äðóã ñ
äðóãîì, è êðîìå òîãî, ñ ðåáðîì 1-3)

¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíà 5, ñîåäèíåííàÿ ñ 2 è 4.
¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíà 5, ñîåäèíåííàÿ ñî âñåìè âåðøèíàìè ðîìáà.
¦ Ðîìá, ïëþñ äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû, ïðèêðåïëåííûå ê 2 è 4.
¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíà 5, ñîåäèíåííàÿ ñ 1, 2, 3, ïëþñ âèñÿ÷àÿ âåðøèíà, ïðèêðåïëåííàÿ ê 4.
¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíà 5, ñîåäèíåííàÿ ñ 1, 2, 3,ïëþñ âåðøèíà 6,ñîåäèíåííàÿ ñ 1,3,4.
¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíû 5, 6, è ðåáðà 2-5, 5-6, 6-4.
¦ Ðîìá ïëþñ âåðøèíà 5, ñîåäèíåííàÿ ñ 2 è 3, ïëþñ âåðøèíà 6, ñîåäèíåííàÿ ñ 1 è 4.
¦ Ãðàô èç ïóíêòà 7), â êîòîðîì äîïîëíèòåëüíî ïðîâåäåíû ðåáðà 3-5 è 3-6.

Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G ãàìèëüòîíîâ, òî L(G) òîæå ãàìèëüòîíîâ.
Çàäà÷à 10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè G ýéëåðîâ, òî L(G) ýéëåðîâ è ãàìèëüòîíîâ.
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