
Îñòàòêè äëÿ Ìîíñòðîâ.

1. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: a0, a1 = aa0 , . . . , an+1 = aan , è ÷èñëî q. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îñòàòêîâ an ïî ìîäóëþ q ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

2. Íàéòè ïåðèîä 77n
mod 100.

3. Íåïðèâîäèìûì êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè n íàçûâàåòñÿ êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè n,
íå ÿâëÿþùèéñÿ êîðíåì èç åäèíèöû ìåíüøåé ñòåïåíè. m è n âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå,
÷òî ïðîèçâåäåíèå íåïðèâîäèìûõ êîðíåé èç åäèíèöû ñòåïåíåé m è n ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì
êîðíåì èç åäèíèöû ñòåïåíè mn.

4. p � ïðîñòîå ÷èñëî, p = 3k + 1, ϕ(x) = x
(p−1)

3 mod p. Ñêîëüêî îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ p
ïðèíèìàåò ϕ(x)?

à) Äîêàçàòü, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî íå ìåíüøå 4.
á) Äîêàçàòü, ÷òî èõ êîëè÷åñòâî íå áîëüøå 4.

5. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 1.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïî ìîäóëþ p êàæäûé îñòàòîê åñòü êîðåíü (p− 1)-é ñòåïåíè èç 1.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïî ìîäóëþ p åñòü íåïðèâîäèìûé êîðåíü (p− 1)-é ñòåïåíè èç 1.

8. P (x) 6= const � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ äåëèòåëåé
çíà÷åíèé P (x) áåñêîíå÷íî ìíîãî.

9. à) P (x) = x2 + 1, p äåëèò x2 + 1 ïðè íåêîòîðîì x. Äîêàçàòü, ÷òî p = 4k + 1.
á) p äåëèò x2 + x + 1 ïðè íåêîòîðîì x. Äîêàçàòü, ÷òî p = 3k + 1.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 64k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.
ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2009! · k + 1 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

10. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ an mod q ïåðèîäè÷íà (âîçìîæíî
ñ ïðåäïåðèîäîì), ïðè÷åì ïåðèîä äåëèò ϕ(q).

á) Äîêàæèå, ÷òî åñëè q äåëèòñÿ íà 8 èëè íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ íå÷åòíûõ
ïðîñòûõ, òî ïåðèîä íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ϕ(q).

â) Òîò æå ñàìîå, åñëè ïåðèîä äåëèòñÿ íà ÷èñëî âèäà 4k, k � íå÷åòíîå ïðîñòîå.

11. a ≡ 1 mod pk, a 6≡ 1 mod pk+1.
à) ap ≡ 1 mod pk+1.
á) ap 6≡ 1 mod pk+2 êðîìå ñëó÷àÿ p = 2, k = 1.
â) an ≡ 1 mod pk+l, an 6≡ 1 mod pk+l+1, åñëè n äåëèòñÿ íà pl, íî íå äåëèòñÿ íà pl+1, êðîìå

ñëó÷àÿ p = 2, k = 1 (ëåììà Ãåíçåëÿ).

12. à) q = pk, p � íå÷åòíîå ïðîñòîå. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì a ïåðèîä an mod q â òî÷íîñòè
ðàâåí ϕ(q) = pk−1(p− 1).

á) Òîò æå âîïðîñ äëÿ ÷èñåë âèäà q = 2pk.

13. q = 2k. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî a îñòàòêè a4 mod q ïîâòîðÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì q
4
.

14. q = pk1
1 · · · pkl

l , pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå. Π(q) � ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä an mod q. Äîêàæèòå,
÷òî Π(q) = HOK(Π(pk1

1 , . . . , Π(pkl
l ))) (âîñïîëüçóéòåñü Êèòàéñêîé òåîðåìîé îá îñòàòêàõ).
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