Îêðóæíîñòè.


1. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ |ÀÂ| > |ÂÑ|. Íà ñòîðîíå ÀÂ âçÿòà òî÷êà Ð òàê, ÷òî |ÂÐ| = |ÂÑ|. Áèññåêòðèñà ÂÌ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïåðåñåêàåò îïèñàííóþ îêîëî íåãî îêðóæíîñòü â òî÷êå N. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÐÌN – âïèñàííûé.


2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû ìåäèàíû AA1 è BB1. Äîêàæèòå, ÷òî (CAA1 = (CBB1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |AC| = |BC|.


3. Òî÷êà Î – öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC. Îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì D ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A, B è Î. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, B, C è D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.


4. Òî÷êà O, ëåæàùàÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðÿìûå AO, BO è CO ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòðû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ BCO, ACO è ABO ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî O – öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê ABC.


5. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè êðóãëîãî áèëüÿðäíîãî ñòîëà ïóùåí øàð. Äîêàæèòå, ÷òî âíóòðè ñòîëà íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðóæíîñòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ øàðà åå íè ðàçó íå ïåðåñå÷åò.


6. Òðè îêðóæíîñòè îäèíàêîâîãî ðàäèóñà ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó H. A, B è Ñ – òî÷êè èõ ïîïàðíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, îòëè÷íûå îò H. Äîêàæèòå, ÷òî H – îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC.


7. Ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí AB è CD âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P, à ïðîäîëæåíèÿ ñòîðîí BC è AD – â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ AQB è BPC ñî ñòîðîíàìè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ðîìáà.


8. Öåíòðû òðåõ ïîïàðíî êàñàþùèõñÿ âíåøíèì îáðàçîì îêðóæíîñòåé ëåæàò â âåðøèíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå ðàäèóñ ÷åòâåðòîé îêðóæíîñòè, êàñàþùåéñÿ òðåõ äàííûõ è ñîäåðæàùåé èõ âíóòðè ñåáÿ, åñëè ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ðàâåí Ð. 








Íåðàâåíñòâà è ñðàâíåíèÿ ÷èñåë.


1. Äîêàæèòå, ÷òî íè ïðè êàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ a, b è c òðè ÷èñëà: �EMBED Unknown���; �EMBED Unknown��� è �EMBED Unknown��� íå ìîãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè îäíîâðåìåííî. 


2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ a, b è c âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà: 


à) a4 + b4 + ñ4 �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�V� a2bc + b2ac + c2ab; á) a5 + b5 + ñ5 �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�V� a2b2c + b2c2à + c2a2b.


3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y è z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: �EMBED Unknown���. 


4. Ïðî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà à, b è c èçâåñòíî, ÷òî �EMBED Unknown���. Äîêàæèòå, ÷òî 


à + b + c �SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�V� 3abc.


5. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ãèðü, îáùàÿ ìàññà êîòîðûõ ðàâíà 1 êã. Êàæäîé ãèðå ïðèñâîåí ñâîé íîìåð: 1, 2, 3...  Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð k, ÷òî ìàññà ãèðè ñ íîìåðîì k áîëüøå, ÷åì �EMBED Unknown��� êã.


6. Ïî øîññå â îäíîì íàïðàâëåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ÷åðåç ðàâíûå èíòåðâàëû âðåìåíè áåç îñòàíîâîê èäóò àâòîáóñû. ×åëîâåê ïðîøåë ïî øîññå 4 êì, è çà ýòî âðåìÿ åãî îáîãíàëè 6 àâòîáóñîâ. Â äðóãîé ðàç îí ïðîøåë 7 êì, è çà ýòî âðåìÿ åãî îáîãíàëè 8 àâòîáóñîâ. Â òðåòèé ðàç îí ïðîøåë 17 êì. Ñêîëüêî àâòîáóñîâ ìîãëî åãî ïðè ýòîì îáîãíàòü? (Âñå òðè ðàçà ÷åëîâåê øåë ñ îäíîé è òîé æå ñêîðîñòüþ.)


7. Àâòîáóñ ñ÷èòàåòñÿ  ïåðåïîëíåííûì, åñëè â íåì íàõîäèòñÿ áîëåå ïÿòèäåñÿòè ïàññàæèðîâ. Äâà èíñïåêòîðà ÃÈÁÄÄ îñòàíîâèëè êîëîííó àâòîáóñîâ. Èíñïåêòîð Ïîäáåðåçîâèêîâ ïîäñ÷èòàë ïðîöåíò ïåðåïîëíåííûõ àâòîáóñîâ, à èíñïåêòîð Ïîäîñèíîâèêîâ ïîäñ÷èòàë ïðîöåíò ïàññàæèðîâ, åäóùèõ â ïåðåïîëíåííûõ àâòîáóñàõ. Ó êîãî èç íèõ ïîëó÷èëñÿ áîëüøèé ïðîöåíò?


8. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: �EMBED Unknown���, åñëè èçâåñòíî, ÷òî a, b è c – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì abc = 1.


9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë õ, ó è z âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: �EMBED Equation.3����SYMBOL 179 \f "Symbol" \s 10�V� �EMBED Equation.3���.





 


Çàäà÷è íà ïîñòðîåíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê, ñâÿçàííûå ñ ïëîùàäÿìè.


1. ×åðåç òî÷êó, ëåæàùóþ íà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ðàçáèâàþùóþ äàííûé òðåóãîëüíèê íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.


�EMBED PBrush���


2. Óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Ì, ëåæàùèõ âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òàêèõ, ÷òî SACM + SBCM = SABM.


3. À) Óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Ì, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òàêèõ, ÷òî SACM = SBCM. Á) Óêàæèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Ì, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, òàêèõ, ÷òî SACM = SBCM = SABM.


4. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, äåëÿùàÿ ïîïîëàì ïëîùàäü è ïåðèìåòð à) òðåóãîëüíèêà; á) îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.


*Îáúÿñíèòå, êàê ïîñòðîèòü ýòó ïðÿìóþ.


5. À) Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂÑD óêàæèòå êàêóþ-íèáóäü òî÷êó M òàê, ÷òîáû ëîìàíàÿ ÀÌÑ ðàçáèâàëà åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Á) ×åðåç âåðøèíó âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîâåäèòå ïðÿìóþ, ðàçáèâàþùóþ åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè. Â) Âûïóêëàÿ ôèãóðà îãðàíè÷åíà óãëîì ÀÂÑ è äóãîé ÂÑ (ñì. ðèñ.). Ïîñòðîéòå ïðÿìóþ ðàçáèâàþùóþ åå íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.


6. Âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ÀÂÑD äàíà òî÷êà Ð. Íà ãðàíèöå ïàðàëëåëîãðàììà ïîñòðîéòå òî÷êó Q òàê, ÷òîáû ëîìàíàÿ ÀÐQ ðàçáèâàëà åãî íà äâå ðàâíîâåëèêèå ÷àñòè.


7. A) Âíóòðè òðàïåöèè ÀÂÑD c îñíîâàíèÿìè AD è ÂÑ íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê Ì òàêèõ, ÷òî SADM + SBCM = 0,5SABCD. Á) Âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÀÂÑD íàéäèòå ìíîæåñòâî òî÷åê Ì òàêèõ, ÷òî SABM + SCDM = SADM + SBCM.








Äâèæåíèÿ.


1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïðîòèâîëåæàùèì ñòîðîíàì, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé  òî÷êå.


2. Íà äèàìåòðå ÀÂ îêðóæíîñòè âçÿòà òî÷êà Ì. Õîðäà ÑD ïðîõîäèò ÷åðåç Ì ïîä óãëîì 45( ê (ÀÂ). Äîêàæèòå, ÷òî |CM|2 + |DM|2 íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè Ì.


3. Íà ñòîðîíàõ BC è CD êâàäðàòà ÀÂÑD, äëèíà ñòîðîíû êîòîðîãî ðàâíà à, âçÿòû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè Ì è N òàê, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÌN ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÌ è ÀDN. Íàéäèòå (ÌÀN è äëèíó âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÀÌN, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû À. 


4. Íà êàòåòàõ a è b ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà âûáèðàþòñÿ òî÷êè P è Q, èç êîòîðûõ îïóñêàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðû PK è QH íà ãèïîòåíóçó. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû |KP| + |PQ| + |QH|.


5. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå E. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè òðàïåöèÿ îïèñàííàÿ, òî óãîë ÀÅD – òóïîé.


6. Â ïàðàëëåëîãðàììå ÀÂÑD ïðîâåäåíû âûñîòû BK è BH; |KH| = a; |BD| = b. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû Â äî îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà BKH.


7. Ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü. Ðàññòîÿíèÿ îò âåðøèí À è Â äî ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Ì ýòîé îêðóæíîñòè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî à è b. Íàéäèòå |CM|.


8. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ ïðîâåäåíû ìåäèàíà ÑÌ è âûñîòà ÑÍ. Ïðÿìûå, ïðîâåäåííûå ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ð ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíî ÑÀ, ÑÌ è ÑÂ, ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ ÑÍ â òî÷êàõ A’, M’ è B’. Äîêàæèòå, ÷òî |A’M’| = |B’M’|.








Ïîäîáèå è ãîìîòåòèÿ.


1. Íà äèàãîíàëè BD ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòà òî÷êà K. Ïðÿìàÿ AK ïåðåñåêàåò ïðÿìûå BC è CD â òî÷êàõ L è M ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî |AK|2 = |LK|(|KM|.


2. Íà ñòîðîíå ÂÑ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ïîñòðîéòå òî÷êó Ì òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç Ì íà (AB) è (ÀÑ), áûëà ïàðàëëåëüíà (ÂÑ).


3. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå Ì. Õîðäà ÀÂ áîëüøåé îêðóæíîñòè êàñàåòñÿ ìåíüøåé îêðóæíîñòè â òî÷êå Ð. Äîêàæèòå, ÷òî ÌÐ – áèññåêòðèñà óãëà ÀÌÂ.


4. Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC óãîë A – ïðÿìîé, E – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, òî÷êà F – îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç E íà ñòîðîíó ÀB. Íàéäèòå (CFE, åñëè (DFE = (.


5. Íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âíåøíèì îáðàçîì ïîñòðîåíû ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè: (A’BC ( (B’CA ( (C’AB. Äîêàæèòå, ÷òî â òðåóãîëüíèêàõ ÀÂÑ è A’B’C’ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ñîâïàäàþò.


6. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âçÿòà òî÷êà Å. ET – âûñîòà òðåóãîëüíèêà ÀÂÅ, Ê – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ DT è AE, Ì – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ÑÒ è ÂÅ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê ÊÌ ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé êâàäðàòà, âïèñàííîãî â òðåóãîëüíèê ÀÂÅ.


7. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ PQRS òàêèõ, ÷òî òî÷êè Ð è Q ëåæàò íà ñòîðîíå ÀÑ, à òî÷êè R è S – íà ñòîðîíàõ ÀÂ è ÂÑ ñîîòâåòñòâåííî.


8. Ïî äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì ñ ïîñòîÿííûìè, íî íå ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè VA è VB ñîîòâåòñòâåííî, äâèæóòñÿ òî÷êè À è Â. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà O, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè |AO| : |BO| = VA : VB è îáúÿñíèòå åå ïîñòðîåíèå.


