Окружности.
1. В треугольнике АВС |АВ| > |ВС|. На стороне АВ взята точка Р так, что |ВР| = |ВС|. Биссектриса ВМ треугольника АВС пересекает описанную около него окружность в точке N. Докажите, что четырехугольник АРМN – вписанный.
2. В треугольнике ABC проведены медианы AA1 и BB1. Докажите, что (CAA1 = (CBB1 тогда и только тогда, когда |AC| = |BC|.

3. Точка О – центр вневписанной окружности треугольника ABC, касающейся стороны BC. Окружность с центром D проходит через точки A, B и О. Докажите, что точки A, B, C и D лежат на одной окружности.

4. Точка O, лежащая внутри треугольника ABC, обладает тем свойством, что прямые AO, BO и CO проходят через центры описанных окружностей треугольников BCO, ACO и ABO соответственно. Докажите, что O – центр окружности, вписанной в треугольник ABC.
5. Из произвольной точки круглого бильярдного стола пущен шар. Докажите, что внутри стола найдется такая окружность, что траектория шара ее ни разу не пересечет.

6. Три окружности одинакового радиуса проходят через точку H. A, B и С – точки их попарного пересечения, отличные от H. Докажите, что H – ортоцентр треугольника ABC.

7. Продолжения сторон AB и CD вписанного четырехугольника ABCD пересекаются в точке P, а продолжения сторон BC и AD – в точке Q. Докажите, что точки пересечения биссектрис углов AQB и BPC со сторонами четырехугольника являются вершинами ромба.

8. Центры трех попарно касающихся внешним образом окружностей лежат в вершинах прямоугольного треугольника. Найдите радиус четвертой окружности, касающейся трех данных и содержащей их внутри себя, если периметр треугольника равен Р. 
9. Точки X и Y лежат в одной полуплоскости относительно прямой АВ на разных расстояниях от нее. Постройте точку М на прямой АВ такую, что угол XMA в два раза больше угла YMB.

Задачи на построение и ГМТ.

1. Пусть О – центр прямоугольника ABCD. Укажите ГМТ М, для которых |АМ| ( |ОМ|, |ВМ| ( |ОМ|, |СМ| ( |ОМ| и |DM| ( |OM|.

2. Пусть О – центр тяжести равностороннего треугольника АВС. Найдите ГМТ М, удовлетворяющих следующему условию: любая прямая, проведенная через точку М, пересекает либо [АВ], либо [СО].

3. Две окружности одинакового радиуса пересекаются в точках А и В. Произвольная прямая, проходящая через точку В, пересекает эти окружности еще в точках X и Y. Найдите геометрическое место середин отрезков XY.

4. Найдите множество середин всех отрезков, концы которых лежат на фигуре, являющейся объединением диагоналей квадрата.

5. Дана хорда АВ окружности. Рассматриваются всевозможные треугольники АВС, вписанные в эту окружность. Найдите геометрическое место точек пересечения: а) высот; б) биссектрис треугольника АВС.
6. Точка P перемещается по описанной окружности квадрата ABCD. Прямые AP и BD пересекаются в точке Q, а прямая, проходящая через точку Q параллельно AC, пересекает прямую BP в точке М. Найдите ГМТ М.

7. Даны три вершины вписанного и описанного четырехугольника. Постройте его четвертую вершину.

Площади.

1. Докажите, что площадь правильного восьмиугольника равна произведению длин наибольшей и наименьшей его диагоналей.

2. Точка О, лежащая внутри выпуклого четырехугольника площади S, симметрично отражается относительно середин его сторон. Найдите площадь четырехугольника с вершинами в полученных точках.

3. Диаметр PQ и перпендикулярная ему хорда MN пересекаются в точке A. Точка C лежит на окружности, а точка B – внутри окружности, причем (BC) || (PQ) и |BC| = |MA|. Из точек A и B опущены перпендикуляры AK и BL на прямую CQ. Докажите, что треугольники ACK и BCL равновелики.

4. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника отсекает от него треугольник единичной площади. Вычислите площадь пятиугольника.

5. Среди всех треугольников с фиксированным углом и а) противолежащей стороной; б) периметром укажите треугольник наибольшей площади

6. Диагональ ВD вписанного четырехугольника АВСD является биссектрисой угла AВC. Найдите площадь АВСD, если |BD| = 6 см, (АВС = 60(.
7. Продолжения сторон AD и BC выпуклого четырехугольника АВСD пересекаются в точке E; M и N – середины сторон АВ и СD; P и Q – середины диагоналей АС и BD. Докажите, что: а) 

; б) 

.
8. АВСD – выпуклый четырехугольник площади S. Угол между (АВ) и (CD) равен (, угол между (AD) и (BC) равен (. Докажите неравенство: 

.
Задачи на построения и геометрические места точек, связанные с площадями.
1. Через точку, лежащую на стороне треугольника, проведите прямую, разбивающую данный треугольник на две равновеликие части.




2. Укажите геометрическое место точек М, лежащих внутри треугольника АВС, таких, что SACM + SBCM = SABM.
3. А) Укажите геометрическое место точек М, лежащих в плоскости треугольника АВС, таких, что SACM = SBCM. Б) Укажите геометрическое место точек М, лежащих в плоскости треугольника АВС, таких, что SACM = SBCM = SABM.
4. Докажите, что любая прямая, делящая пополам площадь и периметр а) треугольника; б) описанного многоугольника, проходит через центр вписанной окружности.

*Объясните, как построить эту прямую.

5. А) Внутри выпуклого четырехугольника АВСD укажите какую-нибудь точку M так, чтобы ломаная АМС разбивала его на две равновеликие части. Б) Через вершину выпуклого четырехугольника проведите прямую, разбивающую его на две равновеликие части. В) Выпуклая фигура ограничена углом АВС и дугой ВС (см. рис.). Постройте прямую разбивающую ее на две равновеликие части.

6. Внутри параллелограмма АВСD дана точка Р. На границе параллелограмма постройте точку Q так, чтобы ломаная АРQ разбивала его на две равновеликие части.

7. A) Внутри трапеции АВСD c основаниями AD и ВС найдите множество точек М таких, что SADM + SBCM = 0,5SABCD. 
Б) Внутри выпуклого четырехугольника АВСD найдите множество точек М таких, что SABM + SCDM = SADM + SBCM.

Точка Микеля.

1. Две равные окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках А и В. Точки М и К принадлежат данным окружностям, причем А является серединой отрезка МК. Докажите, что: а) АВ ( МК; б) АМ = О1О2.

2. Две равные окружности с центрами О1 и О2  пересекаются в точках М и К. Через точку К проведены две прямые, пересекающие первую окружность в точках А и В, а вторую – в точках С и D соответственно. Докажите, что: а) АВ = СD; б) треугольники АМС и ВМD – равнобедренные; в) треугольники АВМ и СDМ равны; г) (АМС = (ВМD = (О1МО2.

3. Две окружности с центрами О1 и О2 пересекаются в точках М и К. На одной окружности взяты точки А и В, а на другой – С и D так, что треугольники АВМ и СDМ оказались равными (В и С лежат в одной полуплоскости относительно прямой АD). Докажите, что точки А, К и С лежат на одной прямой и точки В, К и D также лежат на одной прямой. 

4. На сторонах ВС, СА и АВ треугольника АВС взяты точки А1, В1 и С1 соответственно. Докажите, что описанные окружности треугольников АВ1С1, ВС1А1 и СА1В1 пересекаются в одной точке.

5. Докажите, что основания перпендикуляров, опущенных из некоторой точки Р на прямые, содержащие стороны треугольника, лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда точка Р лежит на описанной окружности этого треугольника. 

6. Точки А, В и С лежат на одной прямой, точка Р – вне этой прямой. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников АВР, ВСР, АСР и точка Р лежат на одной окружности.

7. Четыре прямые образуют четыре треугольника. А) Докажите, что описанные окружности этих треугольников имеют общую точку (точка Микеля). Б) Докажите, что центры описанных окружностей этих треугольников лежат на одной окружности, проходящей через точку Микеля.

8. Дан выпуклый четырехугольник АВСD, стороны ВС и АD которого равны, но не параллельны. Пусть E и F – такие внутренние точки отрезков ВС и АD соответственно, что ВE = DF. Прямые АС и ВD пересекаются в точке Р, прямые BD и EF пересекаются в точке Q, прямые EF и AC пересекаются в точке R. Рассмотрим треугольники PQR, получаемые для всех таких точек E и F. Докажите, что окружности, описанные около всех таких треугольников, имеют общую точку, отличную от P.

Движения.

1. Докажите, что прямые, проведенные через середины сторон вписанного четырехугольника перпендикулярно противолежащим сторонам, пересекаются в одной  точке.

2. На диаметре АВ окружности взята точка М. Хорда СD проходит через М под углом 45( к (АВ). Докажите, что |CM|2 + |DM|2 не зависит от выбора точки М.

3. На сторонах BC и CD квадрата АВСD, длина стороны которого равна а, взяты соответственно точки М и N так, что площадь треугольника АМN равна сумме площадей треугольников АВМ и АDN. Найдите (МАN и длину высоты треугольника АМN, проведенной из вершины А. 

4. На катетах a и b прямоугольного треугольника выбираются точки P и Q, из которых опускаются перпендикуляры PK и QH на гипотенузу. Найдите наименьшее значение суммы |KP| + |PQ| + |QH|.
5. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC диагонали пересекаются в точке E. Докажите, что если трапеция описанная, то угол АЕD – тупой.

6. В параллелограмме АВСD проведены высоты BK и BH; |KH| = a; |BD| = b. Найдите расстояние от вершины В до ортоцентра треугольника BKH.

7. Правильный треугольник АВС вписан в окружность. Расстояния от вершин А и В до произвольной точки М этой окружности равны соответственно а и b. Найдите |CM|.
8. В треугольнике АВС проведены медиана СМ и высота СН. Прямые, проведенные через произвольную точку Р плоскости треугольника перпендикулярно СА, СМ и СВ, пересекают прямую СН в точках A’, M’ и B’. Докажите, что |A’M’| = |B’M’|.

Подобие и гомотетия.

1. На диагонали BD параллелограмма ABCD взята точка K. Прямая AK пересекает прямые BC и CD в точках L и M соответственно. Докажите, что |AK|2 = |LK|(|KM|.

2. На стороне ВС треугольника АВС постройте точку М так, чтобы прямая, проходящая через основания перпендикуляров, опущенных из М на (AB) и (АС), была параллельна (ВС).

3. Две окружности касаются внутренним образом в точке М. Хорда АВ большей окружности касается меньшей окружности в точке Р. Докажите, что МР – биссектриса угла АМВ.

4. В трапеции ABCD с основаниями AD и BC угол A – прямой, E – точка пересечения диагоналей, точка F – основание перпендикуляра, опущенного из E на сторону АB. Найдите (CFE, если (DFE = (.

5. На сторонах треугольника АВС внешним образом построены подобные треугольники: (A’BC ( (B’CA ( (C’AB. Докажите, что в треугольниках АВС и A’B’C’ точки пересечения медиан совпадают.

6. Внутри квадрата ABCD взята точка Е. ET – высота треугольника АВЕ, К – точка пересечения прямых DT и AE, М – точка пересечения прямых СТ и ВЕ. Докажите, что отрезок КМ является стороной квадрата, вписанного в треугольник АВЕ.

7. Дан остроугольный треугольник АВС. Найдите геометрическое место центров прямоугольников PQRS таких, что точки Р и Q лежат на стороне АС, а точки R и S – на сторонах АВ и ВС соответственно.

8. По двум пересекающимся прямым с постоянными, но не равными скоростями VA и VB соответственно, движутся точки А и В. Докажите, что существует такая точка O, что в любой момент времени |AO| : |BO| = VA : VB и объясните ее построение.
Геометрические задачи на экстремальные значения.
1. Среди всех треугольников с фиксированными углом и а) противолежащей стороной; б) периметром укажите треугольник наибольшей площади.
2. Среди всех треугольников, вписанных в данную окружность, найдите треугольник с наибольшей суммой квадратов длин сторон.

3. Из точки Р, лежащей внутри остроугольного треугольника АВС, опущены перпендикуляры PA’, PB’ и PC’ на стороны ВС, СА и АВ соответственно. Найдите положение точки Р, при котором произведение РА’(РВ’(РС’ является наибольшим.

Обобщите задачу а) для произвольного треугольника; б) для четырехугольника.
4. Из точки Р, лежащей внутри треугольника АВС, опущены перпендикуляры PA’, PB’ и PC’ на прямые ВС, СА и АВ соответственно. Найдите положение точки Р, при котором сумма 

 принимает наименьшее значение.
5. Какой из четырехугольников с данными сторонами имеет наибольшую площадь?
6. Замкнутая ломаная проходит по всем граням единичного куба. Найдите наименьшее возможное значение ее длины. 

7. Точка Р лежит внутри угла АОВ. Постройте отрезок MN с концами на сторонах угла и содержащий точку Р, так, чтобы сумма OM + ON была наименьшей.

8. На стороне AB треугольника ABC во внешнюю сторону построен квадрат с центром О. Точки M и N – середины сторон AC и BC соответственно, а длины этих сторон равны соответственно b и a. Найдите наибольшее значение суммы OM + ON, если угол ACB является переменной величиной.
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