Кировская ЛМШ-2005

И.С. Рубанов (Киров). Движения плоскости.

Занятие 1. Основные приемы.
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Задача 1. Фигура инь получается, если из полукруга вырезать полукруг вдвое меньшего радиуса и приставить его к получившейся фигуре, повернув на 180( вокруг центра круга (см. рис.). Докажите, что два иня, полученных из полукругов равных радиусов, равны.

В школе для доказательства равенства фигур почти всегда пользуются признаками равенства. Но признаков равенства иней нет. Поэтому нет другого пути, кроме как воспользоваться определением равенства фигур. В процессе совмещения двух иней придётся использовать и перенос, и поворот, и осевую симметрию. «Хочешь доказать, что фигуры равны – совмести их!»
Задача 1 — хороший пример ключевой задачи на применение идеи доказательства равенства по определению: решить ее по-другому просто невозможно.
Задача 2. Дайте определения переноса, поворота и осевой симметрии и докажите, что это движения плоскости.

Обсуждение определений – в беседе с аудиторией. Доказательства сначала на местах, потом — разбор у доски. Обязательно рассмотреть доказательства для симметрии и переноса методом координат. Далее решаем с помощью поворота задачу про трапецию из вступительной олимпиады.

Задача 3. Фигура образована пересечением трех квадратов с общим центром. Через этот центр проведены две взаимно перпендикулярные прямые. Докажите, что они делят фигуру на равновеликие части.

Решая эту задачу, мы знакомимся с двумя новыми идеями: использовать инвариантность фигуры при некотором движении и представить точку как пересечение двух линий, чтобы найти образ точки, если образы линий известны. Следующая задача — на закрепление рассмотренных идей.
Задача 4. Каждую вершину правильного 2005-угольника соединили с серединой стороны, следующей по часовой стрелке за той, которой принадлежит вершина. Докажите, что если провести разрезы по всем полученным отрезкам, то оставшаяся часть 2005-угольника будет снова правильным 2005-угольником.

Теперь пора обосновать факты, которые в задачах 1-4 использовались без доказательства: их полезность уже ясна, что создает мотивацию для проведения довольно рутинных доказательств.
Задача 5. а) Докажите, что всякое движение переводит прямую в прямую, параллельные прямые – в параллельные, полуплоскость – в полуплоскость, луч – в луч, отрезок – в отрезок, угол – в угол, окружность – в окружность того же радиуса.

б) Докажите, что при движении равные векторы переходят в равные, сумма векторов – в сумму их образов, а произведение вектора на число – в произведение его образа на то же число.

Решаем коллективно, чтобы побыстрее добраться до содержательных задач.

Задача 6. Через середины отрезков, соединяющих вершины треугольника с точкой пересечения медиан, провели прямые, параллельные противолежащим сторонам треугольника. Докажите, что они ограничивают треугольник, равный исходному.

Мы воспользовались специальным: свойством центральной симметрии прямая переходит в параллельную прямую. Это мотивирует необходимость изучения специальных свойств движений.

Задача 7. а) (Основное свойство переноса) При переносе всякий вектор переходит в равный вектор (то есть в себя!).

б) (Основное свойство поворота) Угол между вектором и его образом при повороте равен углу поворота.

в) (Основное свойство центральной симметрии) При центральной симметрии всякий вектор переходит в противоположный вектор.
Обсуждение. Выводим свойство центральной симметрии, использованное при решении задачи 6, из утверждения 7 в). С помощью утверждений 7 а) и 7 б) выясняем, как изменяют свое расположение прямые при параллельном переносе (переходят в параллельную прямую) и повороте (угол между прямой и ее образом равен углу поворота). Отмечаем, что «с точки зрения прямых» основные свойства параллельного переноса и поворота неразличимы, а «с точки зрения векторов» различие очевидно. Это – ненавязчивая пропаганда векторного языка.
Задача 8. Точка B лежит на отрезке AC. Правильные треугольники AMB и BNC находятся по одну сторону от прямой АВ. Найдите угол между прямыми AN и MC.

Задача 9. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в точке O. Докажите, что окружности, описанные около треугольников ABO и CDO, касаются.

Задача 10. Окружность пересекает каждую сторону треугольника в двух точках, одна из которых покрашена в красный, а другая – в синий цвет. Докажите, что если перпендикуляры к сторонам треугольника, восставленные в синих точках, пересекаются в одной точке, то если перпендикуляры к сторонам треугольника, восставленные в красных точках, также пересекаются в одной точке.

Задача 11. К окружности, вписанной в треугольник, проведены касательные, параллельные его сторонам. Они ограничивают некоторый треугольник. Докажите, что шестиугольник, получающийся пересечением этого треугольника с исходным, можно разрезать на параллелограммы.

Для самостоятельного решения.

Задача 12. O — точка квадрата ABCD. Через точку A провели прямую a, перпендикулярную BO, через B – b, перпендикулярную CO, через C — c, перпендикулярную DO, через D — d, перпендикулярную AO. Докажите, что прямые a, b, c, d пересекаются в одной точке.

Задача 13. Рабочий идёт по кольцевой дороге и через каждый километр пути ставит веху. В некоторый момент оказалось, что там, где надо ставить очередную веху, веха уже стоит. Докажите, что в этот момент все поставленные вехи образуют правильный многоугольник.

Задача 14. Многоугольник переходит в себя при некотором повороте. Докажите, что угол этого поворота равен 360((m/n, где m и n – некоторые натуральные числа. 

Задача 15. Докажите, что если при движении всякая прямая переходит в себя или параллельную прямую, то это движение – перенос или центральная симметрия.

Задача 16. Докажите, что если выпуклый многоугольник можно разрезать на центрально симметричные выпуклые многоугольники, то он сам центрально симметричен.

Занятие 2. Изменение расположения частей чертежа.
С помощью движений можно выполнять полезные дополнительные построения, взяв часть чертежа и добавив к нему образ этой части при подходящем движении.
Задача 1. Постройте трапецию по двум диагоналям, углу между ними (тому, напротив которого лежит основание) и одному из оснований.

Задача 2. Две окружности радиуса R касаются в точке K. На одной из них взята точка A, на другой— точка B, причем (AKB=90○. Докажите, что AB=2R.

Задача 3. В точках A и B, лежащих на разных сторонах угла, восставлены перпендикуляры к сторонам, которые пересекают биссектрису в точках C и D. Докажите, что середина отрезка CD равноудалена от точек A и B.

Задача 4. На гипотенузе АВ равнобедренного прямоугольного треугольника АВС взяты точки М и N (N – между М и В) так, что (MCN = 45(. Докажите, что AM2 + NB2 = МN2.

Задача 5. ABC – правильный треугольник. Докажите, что для произвольной точки M выполнено неравенство AМ+CМ ( ВM.

Для самостоятельного решения

Задача 6. Внутри прямоугольника ABCD взята точка M. Докажите, что существует выпуклый четырехугольник с перпендикулярными диагоналями длины AB и BC, стороны которого равны AM, BM, CM и DM.

Задача 7. На сторонах квадрата ABCD со стороной 1 взяты точки P, Q, M, N такие, что AP + AN + CQ + CM = 2 (см. рис.). Докажите, что отрезок РМ перпендикулярен отрезку QN.
Задача 8. Постройте четырехугольник по четырем данным сторонам и углу между двумя данными противоположными сторонами.
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