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ÐÏ ÍÏÔÉ×ÁÍ ÂÒÏÛÀÒÙ í.ê. ñÄÒÅÎËÏ "ðÒÉÎÃÉÐ äiÒiÈÌÅ ÔÁ ÊÏÇÏ ÚÁÓÔÏÓÕ×ÁÎÎÑ"

ðÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÌÏÓËÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ A ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ S(A) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË
ÓÕÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (x0; y0), ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÆÉÇÕÒÅ A, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ A, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÕÇ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁ-
ÄÉÕÓÁ) Ó ÃÅÎÔÒÏÍ (x0; y0), ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÊ × A.
îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ "ÐÌÏÝÁÄØ" ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÉÇÕÒ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:
• ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ A ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ, ÔÏ S(A) > 0;
• ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ A ÓÌÏÖÅÎÁ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÉÇÕÒ A1 É A2, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ
×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË, ÔÏ S(A) = S(A1) + S(A2);
• ÒÁ×ÎÙÊ ÆÉÇÕÒÙ, Ô.Å. ÆÉÇÕÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÏÄÎÁ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ,
ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÐÌÏÝÁÄÉ;
• ÐÌÏÝÁÄØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ.
âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÆÉÇÕÒÁ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÀÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÉÇÕÒÙ A1 É A2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A1 ⊆ B ⊆ A2 É S(A2)−S(A1) < �.
äÌÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÉÇÕÒ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ { ÜÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙÈ
ÆÉÇÕÒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ÞÅÔÙÒØÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ËÁÖÄÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁ-
ÞÕ 2). öÅÌÁÀÝÉÍ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÐÌÏÝÁÄÉ É ÅÇÏ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ËÎÉÇÕ [1].

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÏ×
É ÄÕÇ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÁ.

ðÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ "ÐÒÉÎÃÉÐ
ÑÝÉËÏ×" äÉÒÉÈÌÅ (P. Dirichlet), É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ
ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ äÉÒÉÈÌÅ ÉÌÉ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÅÊ.
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2 é.÷. áòöáîãå÷

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ A { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, É A1; : : : ; Am { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙÅ
ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

S(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(Am):

ôÏÇÄÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Å ÉÚ ÆÉÇÕÒ A1; : : : ; Am ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞ-
ËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ôÏÇÄÁ

S(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Am) = S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(Am):

õÓÌÏ×ÉÑ A1; : : : ; Am ⊆ A ×ÌÅËÕÔ

S(A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Am) ≤ S(A):

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ¤

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó "ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÑÝÉËÏ×" ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, É A1; : : : ; Am { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÙÅ
ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × A. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ

nS(A) < S(A1) + S(A2) + · · ·+ S(Am)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n < m. ôÏÇÄÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ n + 1 ÉÚ ÆÉÇÕÒ
A1; : : : ; Am ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ n+1 ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÆÉÇÕÒ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÊ ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÅÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1 ∪ · · · ∪ Am ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÅ
S(A1)+S(A2)+· · ·+S(Am) ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÒÁÚ, É ÐÏÔÏÍÕ S(A1)+S(A2)+· · ·+S(Am) ≤
nS(A). ¤

úÁÄÁÞÁ 3. ÷ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÐÏÍÅÝÅÎÁ ÆÉÇÕÒÁ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ 1

2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ×ÔÏÒÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 4. îÁ ÓÆÅÒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÑÔÎÏ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ ÐÌÏ-
ÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÑÔÎÏ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÐÁÒÕ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÆÅÒÙ.

úÁÄÁÞÁ 5. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÐÏÍÅÓÔÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÍÍÁ
ÒÁÄÉÕÓÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0.51. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ
ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 6. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÐÏÍÅÓÔÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÕÍÍÁ
ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ.
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ôÅÏÒÅÍÙ âÌÉÈÆÅÌØÄÔÁ É íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÞÅ-
ÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ
ÒÅÛÅÔËÏÊ, Á ÔÏÞËÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ { ÕÚÌÁÍÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.
ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÕÀ ÐÌÏÓËÕÀ ÆÉ-
ÇÕÒÕ. þÉÓÌÏ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÆÉÇÕÒÏÊ ÕÚÌÏ× ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÆÏÒÍÙ ÆÉÇÕÒÙ,
ÎÏ É ÏÔ ÅÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÉÇÕÒÙ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ
ÐÌÏÝÁÄÉ, ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ !).
ôÅÏÒÅÍÁ âÌÉÈÆÅÌØÄÔÁ. ðÕÓÔØ A { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ > n. ôÏÇÄÁ ÆÉÇÕÒÕ A ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅ-
ÎÅÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏËÒÏÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n + 1 ÕÚÌÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ
ÒÅÛÅÔËÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ë×ÁÄÒÁÔÙ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÆÉÇÕÒÕ A ÎÁ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ× (A ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ !). õÓÌÏ×ÉÅ S(A) > n ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
ÞÉÓÌÏ ËÕÓËÏ× ≥ n + 1. óÌÏÖÉÍ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÁÛÁ ÆÉ-
ÇÕÒÁ, "× ËÏÌÏÄÕ". íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ≥ n+ 1 ÆÉÇÕÒ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1,
ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÙÈ > n. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, ÐÒÉÍÅÎÎÅÎÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÞ-
ÎÏÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ P , ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ n + 1
ËÕÓËÕ ÎÁÛÅÊ ÆÉÇÕÒÙ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë A ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ ÎÁ ×ÅË-
ÔÏÒ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ P Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÚÌÏÍ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ. ¤

ðÒÉ n = 1 ÔÅÏÒÅÍÕ âÌÉÈÆÅÌØÄÔÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ A { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,
ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ > 1. ôÏÇÄÁ × A ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä×Å ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ
(x1; y1) É (x2; y2) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x2 − x1, y2 − y1 { ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÌÏÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ Ó×ÏÉÍÉ
ÔÏÞËÁÍÉ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ.
óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÎÅÍÅÃËÏÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ çÅÒÍÁÎÕ íÉÎËÏ×-
ÓËÏÍÕ, ×ÏÚÎÉËÌÁ × ÒÁÍËÁÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
ôÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ. ðÕÓÔØ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ ×ÙÐÕËÌÁÑ Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÐÌÏÝÁÄÉ > 4. ôÏÇÄÁ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ
Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉ× Ë A ÇÏÍÏÔÅÔÉÀ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1

2 , ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÉÇÕÒÕ B ÐÌÏÝÁÄÉ > 1. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÆÉÇÕÒÁ
B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÁ x2−x1
É y2 − y1 ÃÅÌÙÅ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÁ (−x1;−y1) ÌÅÖÉÔ × B, Á × ÓÉ-
ÌÕ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ × B ÌÅÖÉÔ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ O ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ (−x1;−y1) É
(x2; y2). ôÏÞËÁ O ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (x2−x1

2 ; y2−y1
2 ). úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÁÍÉ (x2 − x1; y2 − y1) ÌÅÖÉÔ × A. ¤
úÁÄÁÞÁ 7. ðÕÓÔØ A { Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÌÏ-
ÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ < n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ
ÏÎÁ ÐÏËÒÏÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n− 1 ÕÚÌÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÏËÁÖÉÔÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ S(A) >
4 ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ S(A) ≥ 4.



4 é.÷. áòöáîãå÷

úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ A { ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÙÐÕËÌÁÑ
Ë×ÁÄÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÐÌÏÝÁÄÉ> 4n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏA ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2n+1
ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ ÏÂ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ s É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

A = {(x; y) : |�x− y| < 1
s ; |x| ≤ s+ 1

2}:

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 2
s · 2(s + 1

2 ) =
4(1 + 1

2s ) > 4. üÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ×ÙÐÕËÌÁ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ. ôÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × A ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ (0; 0). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÜÔÏÊ
ÔÏÞËÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÏÂßÑÓÎÉÔÅ ÜÔÏ !). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅ-
ÍÁ.
ôÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � É ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ s ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÞÔÏ 0 < x ≤ s É

|�x− y| < 1
s :

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m

n ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |�− m
n | < 1

n2 .
úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � É ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ s ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m

n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ n ≤ s É
|�− m

n | < 1
ns .

õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÄÒÏÂÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ �, 2�, : : : ; s�, ÒÁÚÄÅÌÉÔÅ ÏÔÒÅÚÏË
[0; 1] ÎÁ s ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ "ÏÂÙÞÎÙÊ"
ÐÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ.
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