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В последнее время всё чаще на олимпиадах, математических конкурсах, а также во многих вариантах ЕГЭ по математике (С6) встречаются задачи, содержащие целую часть числа x.

В различных вопросах теории чисел, математического анализа, теории рекурсивных функций и в других областях математики используются понятия целой и дробной частей действительного числа. В программу школ и классов с углубленным изучением математики включены отдельные вопросы, связанные с этими понятиями, но на их изложение в учебнике алгебры для 9-го класса отведено всего 34 строки [1].
Введём понятие целой части действительного числа и рассмотрим некоторые её свойства.

Определение. Целой частью действительного числа x называется наибольшее целое число, не превосходящее x.
Свойства целой части:

1. [x]=x, если x€Z.
2. [x]≤x<[x]+1.
3. [x+m]=[x]+m, если m€Z.
Просматривая и анализируя встречающиеся задания, содержащие целую часть числа, мы заметили, что решение их в большинстве случаев можно свести к стандартному способу – замене какого-либо выражения переменной. Однако, существует несколько способов замены выражений, зависящих от особенностей того или иного уравнения.
Рассмотрим первую замену. Она применяется в тех случаях, когда выражения под знаком целой части содержат одинаковую дробную часть.

Пример 1. Решите уравнение: [x+2,6]+[x+3,6]+[x+4,6]=6.
Заменим x+2,6 = y, тогда

[y]+[y+1]+[y+2]=6,
[y]+[y]+1+[y]+2=6,
3[y]=3,
[y]=1.
Возврат к замене: y= x+2,6, тогда [x+2,6]=1,
1
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x+2,6<2,
-1,6
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x<-0,6.
Ответ: [-1,6; -0,6).
Рассмотрим другое уравнение, взятое из Межрегиональной олимпиады школьников по математике на базе ведомственных образовательных учреждений 2011-2012 года [3], которое тоже решается с помощью замены. Применяется данная замена, если одна из частей уравнения заведомо целое число, однако содержит переменную. Такая замена удачно приводит нас к оценке выражений и выбору корней.
Пример 2. Решите уравнение: 
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Подставим вместо х в выражении (2) выражение (1), тогда

k
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Из 1) и 2) => k=0; k=1.

При k=0 x=
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при k=1 x=0,8.

Ответ: 
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Возникает вопрос: а возможно ли встретить уравнение, в котором рассмотренные в предыдущих уравнениях замены не приводят к нахождению результата, и как его решить?
Рассмотрим уравнение: [x+4,3]+[x-2,3]-[x+3,3]=5.

Сложность данного уравнения заключается в неоднозначности числа x.

Пусть x=0,4, тогда [x+0,8]=1; [x+1,2]=1; [x+4,5]=4, а при x=0,8 [x+0,8]=1; [x+1,2]=2; [x+4,5]=5.

Чтобы учесть неоднозначность неизвестного в уравнении с целыми частями, нам надо найти точки, при которых каждое слагаемое изменяет значение целой части на 1. Назовём их критическими точками и рассмотрим конкретный пример.
Пример 3. Решите уравнение: [x+4,3]+[x-2,4]-[x+3,5]=5.
x=t+a , t - целая часть числа, a - дробная часть числа.

[t+a+4+0,3]+[t+a-3+0,6]-[t+a+3+0,5]=5,
t+t-t+4-3-3+[a+0,3]+[a+0,6]-[a+0,5]=5,
t+[a+0,3]+[a+0,6]-[a+0,5]=7,
а=0,7; а=0,4; а=0,5 – критические точки.
1) a€[0;0,4),
t+0+0+0=7,
t=7 => 7≤x<7,4.

2) a€[0,4;0,5),
t+1=7,
t=6 => 6,4≤x<6,5.
3) a€[0,5;0,7),

t=7 => 7,5≤x<7,7.
4) a€[0,7;1),
t+1+1+1=7,
t=4 => 4,7≤x<5.
Ответ: [4,7;5), [6,4;6,5), [7;7,4), [7,5;7,7).
Рассмотрим ещё одно задание [2].
Пример 4. Если к десятичной записи натурального числа а приписать справа запятую, а потом некоторый набор бесконечных цифр, то получится десятичная запись такого иррационального числа с, что (2с-3)2=3a2-12c+46. Найдите все возможные значения числа c.
В данном уравнении при замене используется определение понятия целой части числа.
[c]=a € N, c=a+t, 0≤t<1,
(2с-3)2=3a2-12c+46,
4c2-12c+9-3a2+12c-46=0,
4c2-37-3a2=0,
4c2-37-3[c]2=0,
4(a+t)2-37-3a2=0,
(a+t)2=
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2)  3a2+37<4(a+1)2,
3a2+37<4a2+8a+4,
a2+8a-33>0 => a>3 (2)

Из (1) и (2) => a=4;5;6.

c=a+t=a+
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При а=4 c=
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При а=5 с=2
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Конечно, рассмотренные способы замены не позволят решить любое задание, содержащее целую часть числа. Однако, рассмотренные виды уравнений (с одинаковой или различной дробной частью, с равенством целой части и выражения с переменной) довольно успешно можно решить, используя рассмотренные выше замены.
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