
Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ð¼áåð, äîñòàòî÷íîå

äëÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà

Ôåäÿíèí Ìàêñèì

Ïðîñòûì ãðàôîì íàçûâàåì ãðàô áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü.
Äâà ðåáðà ãðàôà íàçûâàåì ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùóþ âåðøèíó.
Ãðàô íàçûâàåì ñâÿçíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí ñóùåñòâóåò
óïîðÿäî÷åííûé íàáîð ð¼áåð, ëþáûå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåáðà êîòîðîãî
ñìåæíû, ïåðâîå ðåáðî êîòîðîãî ñîäåðæèò îäíó âûáðàííóþ âåðøèíó, à ïî-
ñëåäíåå - äðóãóþ.
Ïóòü èç îäíîé âåðøèíû ãðàôà â äðóãóþ � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð âåðøèí,
â êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì.
Ïóòü â ãðàôå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí, â êîòîðîé êàæäàÿ âåðøèíà
ñîåäèíåíà ñî ñëåäóþùåé ðåáðîì Öèêë � ïóòü èç îäíîé âåðøèíû ãðàôà â
íå¼ æå ñàìó.
Ãðàô ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì âåðøèí íàçûâàåì ãàìèëüòîíîâûì, åñëè îí ñî-
äåðæèò öèêë, ïðîõîäÿùèé ïî âñåì âåðøèíàì áåç ïîâòîðåíèÿ âåðøèí.
Äâà ïðîñòûõ ãðàôà íàçûâàåì èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíîîä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâ èõ âåðøèí, ïðè êîòîðîì âåðøèíû îäíîãî
ãðàôà ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå èì
âåðøèíû äðóãîãî ãðàôà ñîåäèíåíû ðåáðîì.
Äâå âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåì ñìåæíûìè, åñëè èõ ïàðà � ðåáðî ãðàôà.
Ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà (íåîðèåíòèðîâàííîãî) ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ð¼-
áåð � ÷èñëî òàêèõ ð¼áåð, â êîòîðûå ýòà âåðøèíà âõîäèò êàê â ïàðó âåðøèí.

1. Åñëè â ïðîñòîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ÷èñëî ð¼áåð ≥ (n−1)(n−2)
2 + 1, òî

òàêîé ãðàô ñâÿçåí.
2. Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïðîñòîé íåñâÿç-

íûé ãðàô íà n âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì ð¼áåð (n−1)(n−2)
2 , è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà

èç ïóíêòà 1 íåóìåíüøàåìà.

3. Åñëè â ïðîñòîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ÷èñëî ð¼áåð ≥ (n−1)(n−2)
2 + 2, òî

òàêîé ãðàô ãàìèëüòîíîâ.

4. Ñóùåñòâóåò íåãàìèëüòîíîâ ãðàô íà n âåðøèíàõ ñ (n−1)(n−2)
2 +1 ðåáðàìè,

è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà èç ïóíêòà 3 íåóìåíüøàåìà.
5. (Ãèïîòåçà) ∀n ≥ 6 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèç-

ìà ïðîñòîé íåãàìèëüòîíîâ ãðàô ñ n âåðøèíàìè è (n−1)(n−2)
2 + 1 ð¼áðàìè.

Çàìå÷àíèå: äëÿ n = 5 åñòü äâà íåèçîìîðôíûõ íåãàìèëüòîíîâûõ ïðîñòûõ
ãðàôà (ñì. ðèñóíîê), äëÿ n = 2, 3, 4 óòâåðæäåíèå âåðíî

6. (Ãèïîòåçà) Â ïðîñòîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì ð¼áåð (n−1)(n−2)
2 +2

è âåðøèíîé ñòåïåíè 2 (∀n > 2 òàêîé ãðàô ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷-
íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ÷èñëî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ íàèìåíüøåå è ðàâíî
(n− 3)!

1. Äîêàçàòåëüñòâî :
ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òîãäà â ãðàôå ìîæíî âûäåëèòü 2 ïîäãðàôà íà 1 ≤
k ≤ n

2 è íà n − k âåðøèíàõ òàê, ÷òî íè èç êàêîé âåðøèíû îäíîãî íåëüçÿ
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ïîïàñòü íè â êàêóþ âåðøèíó äðóãîãî.
Òîãäà âñå ð¼áðà ãðàôà � ð¼áðà ýòèõ ïîäãðàôîâ è òîëüêî îíè, à çíà÷èò âñåãî

â ãðàôå ≤ k(k−1)
2 + (n−k)(n−k−1)

2 ð¼áåð.

Íàéä¼ì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x(x−1)
2 + (n−x)(n−x−1)

2 ïðè
x ∈ [1, n

2 ] f(x) = x2−nx+ 1
2n

2− 1
2n = (x− 1

2n)
2+ 1

4n
2− 1

2n, � ïðè õ = 1 òàêèì

îáðàçîì, íàèáîëüøåå ÷èñëî ð¼áåð âñåãî ãðàôà ≤ (n−1)(n−2)
2 , íî, ïî óñëîâèþ,

îíî áîëüøå ýòîãî ÷èñëà õîòÿ áû íà 1 � ïðîòèâîðå÷èå, çíà÷èò ãðàô ñâÿçåí.
QED
2. Äîêàçàòåëüñòâî :
òàê êàê ãðàô íåñâÿçíûé, òî â í¼ì ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîäãðàôà íà 1 ≤ k ≤
n
2 è íà n−k âåðøèíàõ òàê, ÷òî íè èç êàêîé âåðøèíû îäíîãî íåëüçÿ ïîïàñòü
íè â êàêóþ âåðøèíó äðóãîãî. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ìàêñèìóì ââåä¼ííîé
â äîêàçàòåëüñòâå (1.) ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [1, fracn2] äîñòèãàåòñÿ ïðè

x = 1 è ðàâåí (n−1)(n−2)
2 , òî åñòü â èñõîäíîì ãðàôå âûäåëåí ïîäãðàô ñ îäíîé

(èçîëèðîâàííîé) âåðøèíîé (:= A1) è ïîëíûé ïîäãðàô íà n − 1 âåðøèíàõ
(:= A2, ..., An) Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâèå Ai → Bi, B1 � èçîëèðîâàííàÿ âåð-
øèíà äðóãîãî íåñâÿçíîãî ãðàôà èç óñëîâèÿ, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì (âñåãî
(n− 1)! ðàçëè÷íûõ èçîìîðôèçìîâ).
QED
3. Äîêàçàòåëüñòâî :
Ñîãëàñíî òåîðåìå Îðå1, åñëè â ïðîñòîì ãðàôå íà n âåðøèíàõ ñóììà ñòåïå-
íåé ëþáûõ äâóõ íåñìåæíûõ âåðøèí ≥ n, òî ãðàô ãàìèëüòîíîâ.
Äëÿ ãðàôà èç óñëîâèÿ óäàëåíî ≤ n− 3 ð¼áåð èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëíîãî
ãðàôà íà ýòèõ âåðøèíàõ. Âûáåðåì ïàðó òàêèõ íåñìåæíûõ âåðøèí, ñóììà
ñòåïåíåé êîòîðûõ ìèíèìàëüíà, íàïðèìåð, êîãäà âñå n− 3 óäàë¼ííûõ èç ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ïîëíîãî ãðàôà ð¼áåð ñîäåðæàò îäíó èç âåðøèí âûáðàííîé
ïàðû. Òîãäà ñóììà èõ ñòåïåíåé ≥ (n− 1) + (n− 1)− (n− 4)− 2 (ñóììà ïîë-
íûõ ñòåïåíåé áåç êîëè÷åñòâà îòñóòñòâóþùèõ n − 4 ð¼áåð, ñîäåðæàùèõ íå
áîëåå îäíîé èç âåðøèí âûáðàííîé ïàðû, è áåç âêëàäà ðåáðà, îáðàçîâàííîãî
ñàìèìè âûáðàííûìè âåðøèíàìè), òî åñòü n, çíà÷èò, ãðàô óäîâëåòâîðÿåò
òåîðåìå Îðå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãàìèëüòîíîâ.
QED
(çàìå÷àíèå: ò.ê. ïîëó÷èëîñü ðîâíî n, òî ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà ð¼áåð ïðî-

ñòîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ñ ÷èñëà (n−1)(n−2)
2 + 2 íà 1 óñëîâèå òåîðåìû Îðå íà-

ðóøàåòñÿ)
4. Äîêàçàòåëüñòâî :
Ðàññìîòðèì ïîëíûé ãðàô íà n − 1 âåðøèíàõ è ïðèñîåäèí¼ííóþ ê îäíîé
èç åãî âåðøèí n-óþ âåðøèíó. Ïîñòðîåí ïðèìåð íåãàìèëüòîíîâà ãðàôà íà n

âåðøèíàõ ñ ÷èñëîì ð¼áåð (n−1)(n−2)
2 + 1. QED

ðèñóíîê ê çàìå÷àíèþ ê ãèïîòåçå 5
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1 Oystein Ore "Note on Hamilton circuits 1960
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