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1 Введение

В работе будет доказана линейная оценка на ранг
(
[m]
3

)
-матрицы.

Серия задач была представлена на ЛКТГ в проекте А. Б. Скопенкова "Минимизация ранга восполнением
матриц". Приведем сначала необходимые формулировки.
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2 Вспомогательные утверждения

Докажем пункты 5.5 и предложение 5.7.

3 Доказательства вспомогательных утверждений
5.5.

a). Рассмотрим в матрице A наибольшую невырожденную квадратную подматрицу C матрицы B. Ее размер
- rk B. Обозначим столбцы матрицы C через c1, c2, ..., crkB .

Покажем, что подматрица матрицы A, образованная столбцом и строкой, соответствующими трехэлементно-
му подмножеству X, а также матрицей C, является невырожденной. Отсюда сразу последует, что rk A ≥ rk
B + 1.

Рассмотрим матрицу, образованную столбцом и строкой, соответствующими трехэлементному подмножеству
X, а также матрицей C.

1 0 0 . . . 0
0 c11 c12 . . . c1rkB
0 c21 c22 . . . c2rkB
. . . .
. . . .
. . . .
0 crkB1 crkB2 . . . crkBrkB


Так как матрица B получена из матрицы A выкидыванием столбцов и строк, соответствующих трехэле-
ментным множествам, пересекающимися с X, то на пересечении столбца, соответствующего X и строки,
соответствующей матрице C стоит 0, ведь C - подматрица B. Аналогично на пересечении строки, соответ-
ствующей X и столбца, соответствующего матрице C стоит 0.
Но тогда определитель рассмотренной матрицы равен det C ̸= 0. Тогда полученная матрица невырожденна,
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и, значит, rk A ≥ rk B + 1.

b). Рассмотрим в матрице A наибольшую невырожденную квадратную подматрицу C матрицы B. Ее размер
- rk B.

Покажем, что подматрица матрицы A, образованная столбцами и строками, соответствующими трехэлеле-
ментным множествам X,Y , а также матрицей C является невырожденной.
Отсюда последует, что rk A ≥ rk B + 2.

Рассмотрим матрицу, образованную столбцами и строквами, соответствующими трехэлементным подмно-
жествам X,Y , а также матрицей C.

0 1 0 0 . . . 0
1 0 0 0 . . . 0
0 0 c11 c12 . . . c1rkB
0 0 c21 c22 . . . c2rkB
. . . . .
. . . . .
. . . . .
0 0 crkB1 crkB2 . . . crkBrkB


Так как матрица B получена из матрицы A выкидыванием столбцов и строк, соответствующих трехэле-
ментным множествам, пересекающимися с X или Y , то на пересечении столбца, соответствующего X или Y
и строки, соответствующей матрице C стоит 0, ведь C - подматрица B, а B состоит из строк и столбцов, соот-
ветствующих трехэлементным подмножествам, не пересекающимся с A. Аналогично на пересечении строки,
соответствующей X или Y и столбца, соответствующего матрице C стоит 0.
Но тогда определитель рассмотренной матрицы равен det C ̸= 0. Тогда полученная матрица невырожденна,
и, значит, rk A ≥ rk B + 2.

Предложение 5.7.

Так как всякая
(
[m]
3

)
- матрица содержит

(
[m−1]

3

)
- матрицу, то минимальный ранг

(
[m]
3

)
- матрицы не меньше

минимального ранга
(
[m−1]

3

)
- матрицы. Тогда последовательности rm и r̃m нестрого возрастают. Также оче-

видно, что r̃m ≥ rm.

a). Рассмотрим
(
[m]
3

)
-матрицу A минимально ранга. Если A четная, то rm = r̃m. Иначе найдется трехэле-

ментное подмножество X, такое, что AX,X = 1. Рассмотрим
(
[m−3]

3

)
-матрицу B, образованную выкидыванием

из A строк и столбцов, соответствующих множествам, пересекающимся с X.
По 5.5. получаем
rm = rk A ≥ rk B + 1 ≥ rm−3 + 1.

b). Рассмотрим четную
(
[m]
3

)
-матрицу A минимального ранга. В силу нетривиальности, найдется два мно-

жества X,Y , такие, что |X| = |Y | = 3, X ∩Y = 1 и AX,Y = 1. Тогда так как матрица A симметрична и четна,
то AX,X = 0, AY,Y = 0, AY,X = 0. Рассмотрим

(
[m−5]

3

)
-матрицу B, полученную из A выкиыванием всех строк

и столбцов, соответствующих трехэлементным подмножествам, пересекающимся с X или Y .
По 5.5. получаем
r̃m = rk A ≥ rk B + 2 ≥ ˜rm−5 + 2.

4 Доказательство линейной оценки
Докажем, наконец основное утверждение:

Докажем индукцией по m, что rm ≥
m− 4

3
и r̃m ≥

2(m− 4)

5
:
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Переход:

a). По доказанному ранее предложению 5.7. rm ≥ rm−3 + 1. По предположению индукции rm−3 ≥
m− 7

3
.

Тогда

rm ≥
m− 7

3
+ 1 =

m− 4

3
.

Переход доказан.

b). По предложению 5.7. r̃m ≥ ˜rm−5 + 2. По предположению индукции ˜rm−5 ≥
2(m− 9)

5
. Тогда

r̃m ≥
2(m− 9)

5
+ 2 =

2(m− 4)

5
.

Переход доказан.

Для завершения доказательства остается проверить базу индукции.
Достаточно доказать, что утверждение пункта а верно при m ≤ 5, и что утверждение пункта b верно при
m ≤ 7.
Заметим, что при m ≤ 6 правые части в обоих неравенствах не превосходят единицы. Так как в силу нетри-
виальности любая

(
[m]
3

)
матрица ненулевая, то ее ранг не меньше единицы.

Тогда достаточно доказать, что r̃7 ≥ 2 В силу нетривиальности и симметричности, любая
(
[7]
3

)
-матрица со-

держит матрицу
(
0 1
1 0

)
как подматрицу. Так как такая матрица невырожденная, то ранг

(
[7]
3

)
-матрицы не

меньше 2.
Таким образом, при всех m ≤ 5 верно утверждение пункта а, и при всех m ≤ 7 верно утверждение пункта b.
Тогда база верна, а вместе с ней и линейная оценка на ранг.
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