
Линейная оценка на ранг
(
[m]
3

)
-матрицы

Старков Михаил

1 Основной результат
В работе будет доказана линейная оценка на ранг матрицы, для элементов которой известны некоторые
линейные соотношения (Теорема 1). Все утверждения, сформулированные и использованные в работе, заим-
ствованы из [Sk+, §5]. Приведем сначала необходимые формулировки.

Здесь и далее m ⩾ 3— произвольное целое. Обозначим через [m] множество {1, 2, . . . ,m}. Мы сокращаем
одноэлементное множество {i} до i.

Назовем
(
[m]
3

)
-матрицей такую симметричную квадратную матрицу с элементами из Z2, строки и столбцы

которой соответствуют всем 3-элементным подмножествам множества [m] и для которой выполнены следу-
ющие свойства:

(тривиальность) AP,Q = 0, если P ∩Q = ∅;
(линейная зависимость) для любых 4-элементного и 3-элементного подмножеств F, P ⊂ [m]∑

i∈F

AF−i,P = 0 ∈ Z2.

(нетривиальность) для любых i ∈ [m] и 4-элементного подмножества F ⊂ [m]− i выполнено AF,i = 1, где

AF,i :=
∑

{X,Y } : F∪i=X∪Y, |X|=|Y |=3, X∩Y=i

AX,Y =
∑

{σ,τ} : F=σ⊔τ, |σ|=|τ |=2

Ai⊔σ,i⊔τ ∈ Z2.

Назовем
(
[m]
3

)
-матрицу четной, если на ее главной диагонали стоят нули, т.е. для любого 3-элементного

подмножества X ⊂ [m] выполнено AX,X = 0.

Теорема 1. (a) Если A является
(
[m]
3

)
-матрицей, то rkA ⩾

m− 4

3
.

(b) Более того, если A четна, то rkA ⩾
2(m− 4)

5
.

2 Доказательство основного результата

Для каждого m ⩾ 3 обозначим через rm минимальный из рангов всех
(
[m]
3

)
-матриц. Аналогично через r̃m

обозначим минимальный из рангов всех четных
(
[m]
3

)
-матриц. Очевидно, что rm = r̃m = 0 при m ∈ {3, 4} и

что rm ⩽ r̃m. Нетривиальность означает, что rm, r̃m ⩾ 1 при m ⩾ 5. Теорема 1 утверждает, что rm ⩾
m− 4

3
и

r̃m ⩾
2(m− 4)

5
.

Доказательство теоремы 1 (база индукции). Проведем доказательство индукцией по m.
При m ∈ {3, 4}

r̃m ⩾ rm ⩾ 0 ⩾
m− 4

3
⩾

2(m− 4)

5
.

При m ∈ {5, 6} в силу нетривиальности

r̃m ⩾ rm ⩾ 1 ⩾
2(m− 4)

5
⩾

m− 4

3
.

Для случая четных матриц рассмотрим также случай m = 7. В силу нетривиальности и симметричности,

любая четная
(
[7]
3

)
-матрица содержит подматрицу

(
0 1
1 0

)
. Ее ранг равен 2. Значит r̃m ⩾ 2 >

6

5
=

2(m− 4)

5
.

Таким образом, база доказана.
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Для доказательства перехода потребуется следующая лемма.

Лемма 1. (a) rm ⩾ min{rm−3 + 1, r̃m} (точнее, либо rm = r̃m, либо rm ⩾ rm−3 + 1);
(b) r̃m ⩾ r̃m−5 + 2.

Завершение доказательства теоремы 1 (шаг индукции). a). По лемме 1.a выполнено rm ⩾ rm−3+1. По пред-

положению индукции rm−3 ⩾
m− 7

3
. Тогда

rm ⩾
m− 7

3
+ 1 =

m− 4

3
.

b). По лемме 1.b выполнено r̃m ⩾ r̃m−5 + 2. По предположению индукции r̃m−5 ⩾
2(m− 9)

5
. Тогда

r̃m ⩾
2(m− 9)

5
+ 2 =

2(m− 4)

5
.

3 Доказательство леммы
Пункты леммы 1 будут выведены из утверждения 1 и соответствующих пунктов утверждения 2.

Утверждение 1. Пусть B — квадратная матрица размера
(
m−1
3

)
, полученная из

(
[m]
3

)
-матрицы удалением

строк и столбцов, соответствующих всем подмножествам, содержащим элемент m. Тогда B является(
[m−1]

3

)
-матрицей.

Доказательство. Каждое из свойств симметричности, тривиальности, линейной зависимости и нетривиаль-
ности является свойством подмножеств множества [m]. Тогда каждое из них является свойством подмножеств
множества [m− 1], которые и определяют матрицу B.

Утверждение 2. (a) Пусть B — квадратная матрица размера
(
m−3
3

)
, полученная из

(
[m]
3

)
-матрицы A уда-

лением строк и столбцов, соответствующих подмножествам, содержащим хотя бы один элемент мно-
жества X := {m,m− 1,m− 2}. Если AX,X = 1, то rkA ⩾ rkB + 1.

(b) Пусть B — квадратная матрица, полученная из
(
[m]
3

)
-матрицы A удалением строк и столбцов, соот-

ветствующих подмножествам, содержащим хотя бы один элемент 3-элементных подмножеств X,Y ⊂
[m]. Если AX,X = AY,Y = 0 и AX,Y = 1, то rkA ⩾ rkB + 2.

Доказательство утверждения 2.a. Рассмотрим наибольшую невырожденную квадратную подматрицу C
матрицы B. Ее размер равен rkB.
Обозначим через C ′ подматрицу матрицы A, образованную столбцом и строкой, соответствующими множе-
ству X, и столбцами и строками матрицы C. Элементы C ′

P,Q для всех P,Q задаются следующим образом:

C ′
P,Q =


AX,X = 1, если P = Q = X;

AP,Q = 0, если P ̸= Q и X ∈ {P,Q};
CP,Q, если P,Q ⊂ [m]−X.

Здесь первое равенство следует из условия, а второе и третье выполнены в силу тривиальности матрицы A.
Тем самым

C ′ =

(
1 0
0 C

)
.

Тогда rkA ⩾ rkC ′ = rkB + 1.

Доказательство леммы 1.a. Рассмотрим
(
[m]
3

)
-матрицу A минимального ранга среди всех

(
[m]
3

)
-матриц. Если

A четная, то rm = r̃m. Иначе найдется трехэлементное подмножество X, такое, что AX,X = 1. Рассмотрим
матрицу B размера

(
m−3
3

)
, образованную выкидыванием из A строк и столбцов, соответствующих множе-

ствам, пересекающимся с X. Тогда

rm = rkA ⩾ rkB + 1 ⩾ rm−3 + 1,

где первое неравенство получается по утверждению 2.a, а второе следует из утверждения 1.
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Доказательство утверждения 2.b. Рассмотрим наибольшую невырожденную квадратную подматрицу C
матрицы B. Ее размер равен rkB.
Обозначим через C ′ подматрицу матрицы A, образованную столбцами и строками, соответствующими мно-
жеству X и множеству Y , и столбцами и строками матрицы C. Элементы C ′

P,Q для всех P,Q задаются
следующим образом:

C ′
P,Q =



AX,X = 0, если P = Q = X;

AY,Y = 0, если P = Q = Y ;

AX,Y = 1, если {P,Q} = {X,Y };
AP,Q = 0, если P ̸= Q и |{P,Q} ∩ {X,Y }| = 1;

CP,Q, если P,Q ⊂ [m]− (X ∪ Y ).

Тем самым

C ′ =

0 1 0
1 0 0
0 0 C

 .

Тогда rkA ⩾ rkC ′ = rkB + 2.

Доказательство леммы 1.b. Рассмотрим четную
(
[m]
3

)
-матрицу A минимального ранга среди всех четных(

[m]
3

)
-матриц. В силу нетривиальности, найдутся два множества X,Y , такие, что |X| = |Y | = 3, X ∩ Y = 1 и

AX,Y = 1. Так как матрица A симметрична, то AY,X = 1. Так как A четна, то AX,X = AY,Y = 0. Рассмот-
рим матрицу B размера

(
m−5
3

)
, полученную из A выкидыванием всех строк и столбцов, соответствующих

трехэлементным подмножествам, пересекающимся с X или Y . Тогда

r̃m = rkA ⩾ rkB + 2 ⩾ r̃m−5 + 2,

где первое неравенство получается по утверждению 2.b, а второе следует из утвеждения 1.
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