
Обобщение Теоремы Кези

Алексей Суворов∗

Рассматриваем многочлены и матрицы над полем комплексных чисел, если
не оговорено иное.

Говорим, что точки 𝐴1, 𝐴2 ... 𝐴𝑛, лежащие на одной окружности, располо-
жены по порядку, если отрезки 𝐴1𝐴2,𝐴2𝐴3,... 𝐴𝑛𝐴1 не имеют точек пересече-
ния кроме общих концов.

N-Птолемейным многочленом называется однородный многочлен P от
(︀
𝑛
2

)︀
переменных 𝑎𝑖𝑗, пронумерованных двумя индексами i < j от 1 до N, для ко-
торого выполняются следующие два свойства. Далее 𝑃 ({𝑓𝑖𝑗}) обозначает ре-
зультат подстановки в 𝑃 многочленов 𝑓𝑖𝑗, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁 .

1. для любых двух одночленов 𝑃1 и 𝑃2 многочлена 𝑃 есть такое комплекс-
ное k, что 𝑃1({𝑋𝑖𝑋𝑗}) = 𝑃2({𝑋𝑖𝑋𝑗}) · 𝑘.

2. 𝑃 ({𝑋𝑖 −𝑋𝑗}) = 0.

Тривиальные примеры птолемейных многочленов:

1. N=4. 𝑎12𝑎34 + 𝑎23𝑎14 − 𝑎13𝑎24

2. N=6. 𝑎14𝑎25𝑎36 + 𝑎15𝑎26𝑎34 + 𝑎16𝑎24𝑎35 − 𝑎16𝑎25𝑎34 − 𝑎15𝑎24𝑎36 − 𝑎14𝑎26𝑎35

Обобщенная теорема Кези Если 𝑁 окружностей 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3....𝜔𝑛 касают-
ся некоторой окружности Ω внешним образом, и их точки касания 𝐴1, 𝐴2, ...
𝐴𝑛 с Ω расположены на ней по порядку, то для любого 𝑁 -птолемейного 𝑃 вы-
полняется следующее равенство: 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) = 0, где 𝐿𝑖𝑗 - длина отрезка общей
внешней касательной к окружностям 𝜔𝑖 и 𝜔𝑗, и 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁 .

∗ГБОУ «Школа 2007, фмш», преподаватели Прокопенко Д.В и Буланкина В.В.
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Доказательство
Полярной окружностью называем пару (𝑂,𝑅), где O - точка плоскости R2, а
𝑅 ∈ R .Далее называем O центром, а R — радиусом. Говорим, что точка 𝑁 ∈
R2 лежит на полярной окружности (𝑂,𝑅), если 𝑂𝑁2 = 𝑅2. Также используем
обозначение (𝑥, 𝑦, 𝑟), где (𝑥, 𝑦) - центр, 𝑟 - радиус.

Т.о. каждой полярной окружности сопоставляется некоторое множество то-
чек плоскости, причем у концентрических полярных окружностей с противо-
положными радиусами они совпадают.

Говорим, что две полярные окружности касаются, если разность их радиусов
равна расстоянию между их центрами.

В дальнейшем мы будем работать с полярными окружностями.

Длину общей касательной к двум полярным окружностям определим позднее.

Окружностное пространство

1. Введем на множестве полярных окружностей, которое далее называ-
ем окружностным пространством, псевдометрику и некоторые опреде-
ления.

2. Вектор.

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
𝐴(𝑥𝑎, 𝑦𝑎, 𝑧𝑎)𝐵(𝑥𝑏, 𝑦𝑏, 𝑧𝑏) =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎, 𝑦𝑏 − 𝑦𝑎, 𝑧𝑏 − 𝑧𝑎)

3. Скалярное произведение.

−−−−−−→
(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) ·

−−−−−−→
(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 − 𝑧1𝑧2

4. Расстояние.

𝐴𝐵2 =
−−−−−−−−−−−−−−−−−→
𝐴(𝑥𝑎, 𝑦𝑎, 𝑧𝑎)𝐵(𝑥𝑏, 𝑦𝑏, 𝑧𝑏)

2 =
−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(𝑥𝑏 − 𝑥𝑎, 𝑦𝑏 − 𝑦𝑎, 𝑧𝑏 − 𝑧𝑎)

2 =
−−−−−−→
(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)

2 = 𝑥2
1+𝑦21−𝑧21

𝐴𝐵 =
√
𝐴𝐵2

Заметим, что из всякого действителььного числа существует два квад-
ратных корня. Чтобы корень был определен однозначно, считаем, что
корень из положительного числа положителен, а корень из отрицатель-
ного имеет вид ai, где a - положительное, а i - мнимая единица. Будем
называть эту величину длиной общей касательной к полярным окруж-
ностям по определению.
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5. Инверсия. Несложно заметить, что инверсия с радиусом R и центром O
это преобразование, которое каждую окружность N переводит в такую
окружность N’ на прямой ON , что

−−→
𝑂𝑁 ·

−−→
𝑂𝑁 ′ = 𝑅2

6. Вложение исходной плоскости в окружностное пространство.

Сопоставим каждой точке исходной плоскости как окружности нулевого
радиуса точку окружностного пространства. Т.о. точке с координатами
(x,y) сопоставляется точка с координатами (x,y,0).

7. N-ное отношение. Рассмотрим выражение 𝑄({𝑎𝑖𝑗}) =
∏︀

1≤𝑖,𝑗≤𝑁 𝑎
𝑏𝑖𝑗
𝑖𝑗 , где

𝑏𝑖𝑗 – такие целые числа,что
∑︀

1≤𝑗≤𝑁 𝑏𝑖𝑗 = 0 для всех i и 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖 для
1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁 .Также рассмотрим N окружностей 𝐴1, 𝐴2, ... , 𝐴𝑁 .

N-ным отношением называется число 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗}). Сохранение N-ного от-
ношения при инверсии. Пусть 𝐴′

1,𝐴′
2,...𝐴′

𝑁 - образы 𝐴1,𝐴2,...𝐴𝑁 при ин-
версии с центром 𝑂 и радиусом 𝑅. Тогда

𝑄({𝐴′
𝑖𝐴

′
𝑗}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗})

.

Доказательство. (a) Лемма о длине инверсного отрезка.(надо попо-
дробнее) Пусть есть точки O,X,Y. 𝑋 ′ и 𝑌 ′ - образы X и Y при инвер-

сии с центром O и радиусом R. Тогда 𝑋 ′𝑌 ′ = 𝑋𝑌 · 𝑅2

𝑂𝑋 ·𝑂𝑌
. Док-во:

треугольники OXY и OY’X’ подобны с коэффициентом
𝑅2

𝑂𝑋 ·𝑂𝑌
по

двум сторонам и углу между ними.
(b) Применим эту формулу к n-ному отношению после инверсии 𝑄({𝐴′

𝑖𝐴
′
𝑗}) =

𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗 ·
𝑅2

𝑂𝐴𝑖 ·𝑂𝐴𝑗

}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗}) ·𝑄({ 𝑅2

𝑂𝐴𝑖 ·𝑂𝐴𝑗

}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗}) ·

𝑄({ 𝑅

𝑂𝐴𝑖

· 𝑅

𝑂𝐴𝑗

})

(c) 𝑄({𝑥𝑖𝑥𝑗}) =
∏︀

1≤𝑖,𝑗≤𝑁(𝑥𝑖𝑥𝑗)
𝑏𝑖𝑗 =

∏︀
1≤𝑖≤𝑁 𝑥

∑︀
1≤𝑗≤𝑁 𝑏𝑖𝑗

𝑖 =
∏︀

1≤𝑖≤𝑁 𝑥0
𝑖 = 1

(d) 𝑄({ 𝑅

𝑂𝐴𝑖

· 𝑅

𝑂𝐴𝑗

}) = 1 по (c).

(e) 𝑄({𝐴′
𝑖𝐴

′
𝑗}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗})·𝑄({ 𝑅

𝑂𝐴𝑖

· 𝑅

𝑂𝐴𝑗

}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗})·1 = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗})

𝑄({𝐴′
𝑖𝐴

′
𝑗}) = 𝑄({𝐴𝑖𝐴𝑗})
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Рассмотрим два одночлена 𝑃1 и 𝑃2 N-птолемейного многочлена 𝑃 . То-

гда
𝑃1({𝐴𝑖𝐴𝑗})
𝑃2({𝐴𝑖𝐴𝑗})

=
𝑃1({𝐴′

𝑖𝐴
′
𝑗})

𝑃2({𝐴′
𝑖𝐴

′
𝑗})

, т.к.
𝑃1({𝐴𝑖𝐴𝑗})
𝑃2({𝐴𝑖𝐴𝑗})

- N-ное отношение по

первому свойству птолемейного многочлена.

Теоремы Кези и Птолемея, а также их обобщения
Теперь мы можем дать чуть более сильную формулировку обобщенной теоре-
мы Кези

Обобщенная теорема Кези Если n полярных окружностей 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3....𝜔𝑛

касаются некоторой полярной окружности Ω, и их точки касания 𝐴1, 𝐴2, ...
𝐴𝑛 с Ω расположены на ней по порядку, то для любого N-птолемейного P()
выполняется следующее равенство: 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) = 0, где 𝐿𝑖𝑗 - длина общей каса-
тельной к окружностям 𝜔𝑖 и 𝜔𝑗.(i<j).

Доказательство. 1. Выберем произвольную точку 𝑂 на Ω так,что O, 𝐴1,
𝐴2, ... 𝐴𝑛 расположены на ней по порядку

2. Нам нужно для произвольного птолемейного многочлена P() доказать
равенство 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) = 0.

3. Рассмотрим инверсию в точке O.

4. Отношения между одночленами в птолемейном многочлене 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) яв-
ляются N-ными отношениями. Значит, при инверсии они не меняются.
Т.о. значения всех одночленов изменятся в одно и то же количество раз.
Пусть в k.

Тогда 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) = 𝑃 ({𝐿′
𝑖𝑗})/𝑘 , где 𝑘 ∈ R/{0}

5. Заметим, что Ω после инверсии перейдёт в прямую.

6. Пусть 𝐴1 ... 𝐴𝑛 - точки касания этой прямой и образов соответствующих
окружностей.

7. Пусть 𝑋𝑘 = 𝐴𝑛𝐴𝑘. Тогда 𝐿′
𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝐴𝑗 = 𝐴𝑛𝐴𝑖−𝐴𝑛𝐴𝑗 = 𝑋𝑖−𝑋𝑗. 𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) =

𝑃 ({𝐿′
𝑖𝑗})/𝑘 = 𝑃 ({𝑋𝑖 −𝑋𝑗})/𝑘 = 0/𝑘 = 0

𝑃 ({𝐿𝑖𝑗}) = 0

Ч.Т.Д.
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