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úÁÄÁÞÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÆÏÌØËÌÏÒÕ,
ÎÏ ÍÁÌÏÉÚ×ÅÓÔÎÙ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÎÅÄÁ×ÎÉÈ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÌÉ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙ×ÁÀÔ ÎÏ×ÙÊ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÚÎÁ-
ËÏÍÙÊ ÉÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌ (ÓÍ. ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÑÍ). ÷ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÌÉÍÐÉÁÄ | ÐÌÏÄ ËÏÌÌÅË-
ÔÉ×ÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× ËÁÆÅÄÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÍÅÈÍÁÔÁ
íçõ (ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÌÅÎÙ á. â. óËÏÐÅÎËÏ×ÙÍ × 2005 Ç. É á. á. ïÛÅÍËÏ-
×ÙÍ × 2006 Ç.). ÷ 2007 ÇÏÄÕ ×ÍÅÓÔÏ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÂÙÌ ÐÒÏ×ÅÄÅÎ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÊ ËÏÎËÕÒÓ, ÓÍ.
http://dfgm.math.msu.su/ materials.php, http://dfgm.math.msu.su/ �les/skopenkov/hilbert.pdf.

ðÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÎÁÇÒÁÖÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÉ-
ÚÁÍÉ, ÚÁÞÅÔÏÍ ÐÏ ËÕÒÓÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÅÍ ÎÁ
ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÕÒ. ðÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ 2005 ÇÏÄÁ (ÒÅÛÉÌÉ 4 ÚÁÄÁÞÉ): ×ÔÏÒÏËÕÒÓ-
ÎÉËÉ á×ÄÅÅ× òÏÍÁÎ, çÏÒÉÎ ÷ÁÄÉÍ, åÒÏÈÏ×ÅÃ îÉËÏÌÁÊ, éÚÏÓÉÍÏ× áÎÔÏÎ, ëÕÀÍÖÉÑÎ ëÁÒÉÎÜ,
ðÏÒÛÎÅ× å×ÇÅÎÉÊ É 10-ËÌÁÓÓÎÉË äÅ×ÑÔÏ× òÏÓÔÉÓÌÁ×. ðÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ 2006 ÇÏÄÁ
(ÒÅÛÉÌÉ 3 ÚÁÄÁÞÉ): ×ÔÏÒÏËÕÒÓÎÉËÉ áÊÚÅÎÂÅÒÇ áÎÔÏÎ, äÉÌØÍÁÎ çÌÅÂ, íÅÛÉÎ àÒÉÊ É ûÎÕÒ-
ÎÉËÏ× éÇÏÒØ. ðÏÂÅÄÉÔÅÌØ éÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÇÏ ëÏÎËÕÒÓÁ 2007 ÇÏÄÁ: ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉË ÷ÅÒÅ×ËÉÎ
ðÁ×ÅÌ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ×ÅÔÙ, ÕËÁÚÁÎÉÑ É
ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÐÏÌÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ ÒÁÚÒÅÛÁÌÏÓØ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ É ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ 1-2 ËÕÒÓÁ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ Ñ×ÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ, Á ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ |
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ.

úÁÄÁÞÉ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ 6.04.2005 (16.15{19.45).
1. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÏÞËÉ O;A1; : : : ; As É ÞÉÓÌÁ m1; : : : ;ms. íÏÍÅÎÔÏÍ

ÉÎÅÒÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l ÓÉÓÔÅÍÙ A1; : : : ; As;m1; : : : ;ms ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ I(l) =
m1|A1l|2 + : : : + ms|Asl|2, ÇÄÅ |Ail| | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ai ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ l. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÑÍÙÅ l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O. ðÕÓÔØ I+ É I− | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É
ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÍÅÎÔÁ ÉÎÅÒÃÉÉ I(l) (×ÏÚÍÏÖÎÏ, I+ = I−). ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ
l+, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ I(l+) = I+. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(l) = I+ cos2 '+ I− sin2 ', ÇÄÅ ' = 6 (ll+).

2. òÁÚÒÅÖØÔÅ ÂÕÔÙÌËÕ ëÌÅÊÎÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ (ÏÄÉÎ) ÌÉÓÔ íÅÂÉÕÓÁ. âÕÔÙÌËÏÊ
ëÌÅÊÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ABCD ÓËÌÅÊËÏÊ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏ-
ÒÏÎ AB Ó CD É BC Ó AD (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ).

3. ëÁËÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ × ÓÅÞÅÎÉÉ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ
ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ?

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÐÅÎ-
ÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÉÎÔÏ×ÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, Ô.Å. ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ
×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÏÓÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÜÔÏÊ ÏÓÉ. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÏÓØ, ÕÇÏÌ ×ÒÁÝÅÎÉÑ É
×ÅËÔÏÒ ÐÅÒÅÎÏÓÁ.
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5. ðÕÓÔØ N | ÇÒÁÆÉË ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → R. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
ÞÉÓÅÌ s; t ∈ R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ M : R2 → R2 ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M(N) = N É
M(s; f(s))) = (t; f(t)). ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ?

ðÒÉÍÅÞÁÎÉÑ: ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÔÏÞËÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ
× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ; ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M = (M1;M2) : R2 → R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ
ÏÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÄÌÑ M1 É M2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ ÐÏÒÑÄËÏ× É
@M1
@x

@M2
@y − @M2

@x
@M1
@y 6= 0 × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÉ ïÌÉÍÐÉÁÄÙ 13.04.2006 (16.30{20.00).
1. ðÕÓÔØ AB | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

ÔÏÞËÉ M ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AM +BM + CM ≥
√

3
2 (BC + CA).

2. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ × ÔÏÞËÅ (0; 1) ËÁÓÁÎÉÅ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = cos x.

îÁÐÏÍÎÉÍ [Ra03, §§ 22, 23], ÞÔÏ ÅÓÌÉ P | ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ
r1(t) É r2(t), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÅ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÅ
n ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÏ× r1(t) É r2(t) × ÔÏÞËÅ P ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

3. ðÕÓÔØ K | (Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ) ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É a | ×ÅËÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÂÒÁÚ K+a ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ K ÐÒÉ ÓÄ×ÉÇÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ a ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó K, Ô.Å. K∩(K+a) =
∅. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ×ÏÚÁ (Ô.Å. ËÒÕÇÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ |a|) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÍÅÎÑÔØÓÑ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÒÉ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÉÈ ÃÅÎÔÒÏ× ÐÏ K, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÏÚÙ ÎÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÀÔÓÑ.

4. (a) ðÕÓÔØ (t) | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÐÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ É �(t) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ
Ë ÎÅÊ ÐÒÑÍÁÑ × ÔÏÞËÅ P = (0) = �(0). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓËÏÒÏÓÔÉ
ËÒÉ×ÏÊ (t) É ÐÒÑÍÏÊ �(t) ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (Ô.Å. É ËÒÉ×ÁÑ (t), É ÐÒÑÍÁÑ �(t)
ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ � ÚÁ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÌÉÎÙ �). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ
|′′(0)| ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ËÒÉ×ÏÊ (t) × ÔÏÞËÅ P ÒÁ×ÅÎ d2

dt2
∣∣∣
t=0

�((t); �(t)), ÇÄÅ � | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.
(b) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ

[DNF79, I.10.1, Pr95, §3, MSF04, §3]. ðÕÓÔØ (t) | ËÒÉ×ÁÑ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = 1 (ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÑÍÁÑ) É �(t) | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ Ë (t) ÐÒÑÍÁÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏ-
ÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ) × ÔÏÞËÅ (0) = �(0) = (0; 1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ É ËÒÉ×ÁÑ (t), É ÐÒÑÍÁÑ �(t)
ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÐÕÔØ ÄÌÉÎÙ � (× ÓÍÙÓÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ) ÚÁ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ
ÄÌÉÎÙ � . ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ d2

dt2
∣∣∣
t=0

�((t); �(t)), ÇÄÅ � | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-
ÞÅ×ÓËÏÇÏ.

5. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ n É k ×ÙÑÓÎÉÔÅ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ
Ä×ÉÖÅÎÉÊ É ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ) ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × n-ÍÅÒÎÏÍ Å×-
ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ É ×ÓÅ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ
ÒÁ×ÎÙ.

ïÔ×ÅÔÙ, ÕËÁÚÁÎÉÑ, ÒÅÛÅÎÉÑ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ.
2005-1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒÃÉÉ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÆÕÎËÃÉÊ

×ÉÄÁ f(') = A cos2 ' + 2B cos' sin' + C sin2 ', Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÓÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÁËÏÇÏ
×ÉÄÁ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ
ÄÌÑ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï × [Ra03, §55, DNF79, I.8.3].

2005-2. îÁÄÏ ÒÅÚÁÔØ ÐÏ BC = AD.
2005-3. ïÔ×ÅÔ: ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ËÕÂ É ÏËÔÁÜÄÒ. ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ ×ÏÓÅÍØ

ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÔÏ Õ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌÅÅ
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×ÏÓØÍÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. ëÕÂÏÍ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏÍ É ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÏËÔÁÜÄÒÏÍ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÕÂÁ −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1; 2; 3; 4, ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ x1 = 0,
x1 + x2 + x3 + x4 = 3 É x1 + x2 + x3 + x4 = 0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

2005-4. ïÔ×ÅÔ: ÏÓØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ l, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÏÂÝÉÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÕÇÏÌ ×ÒÁÝÅ-
ÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ �, Á ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÉÎÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ. äÌÑ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ l É ÎÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

2006-1. ðÕÓÔØ M ′ É B′ | ÏÂÒÁÚÙ ÔÏÞÅË M É B ÐÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÁ �=3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ
C. ôÏÇÄÁ

MA+MB +MC = AM +MM ′ +M ′B′ ≥ AB′ ≥
√

3
2 (CA+ CB):

úÄÅÓØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÉÚ 6 ACB′ = 6 ACB+�=3 ≥ 2�=3.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÄÌÑ ÔÒÅÈÔÏÞÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÚÎÁÍÅ-

ÎÉÔÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ çÉÌÂÅÒÔÁ-ðÏÌÌÁËÁ (1960) Ï ÐÒÏÂÌÅÍÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ËÒÁÔÞÁÊ-
ÛÅÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÄÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ë ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔ-
ÞÁÊÛÅÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏ

√
3=2. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ×

[IT03].
2006-2. ïÔ×ÅÔ: 5. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = cos x ÚÁÄÁÎ × ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ

x(t) = t, y(t) = cos t, Á ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = ax2 + bxy + cy2 +
px + qy + r = 0, ÇÄÅ F (0; 1) = 0. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ËÒÉ×ÙÈ × ÔÏÞËÅ
(0; 1), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ �(t) = F (x(t); y(t)) É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÔÏÞËÅ t = 0. åÓÌÉ
�′(0) = �′′(0) = : : : = �(n)(0) = 0, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÍÅÀÔ ËÁÓÁÎÉÅ n-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ
[Ra03, Ó. 110]. ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ �(t) = at2 + bt cos t + c cos2 t + pt + q cos t + r
× ÔÏÞËÅ t = 0 É ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÉÈ Ë ÎÕÌÀ (Á ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ �(0) = 0), ÐÏÌÕÞÁÅÍ
(ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ) ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ a; b; c; p; q; r. åÓÌÉ ÐÒÉÒÁ×ÎÑÔØ
Ë ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÏ 5-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, Á
ÐÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ �(6)(0) = 0 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ 5. ïÎ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ (y − 4)2 − 3x2 = 9.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÐÒÉÍÅÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏ-
ÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (t) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ
ËÒÉ×ÕÀ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÒÉ×ÙÈ (ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ (t). üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ËÒÉ×ÏÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉ×ÏÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ [Ra03].

2006-3. [CRS98, §2 , Sk05, ÇÌÁ×Á 1].
2006-5. ïÔ×ÅÔ: ÏÄÎÁ ÐÒÉ n ≥ k− 1 (ÜÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÃÅÎÔÒ ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÏÇÏ (k − 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ Ó ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ), ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÐÒÉ n < k − 1 [Mi06].

òÅÛÅÎÉÅ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 2005-5.
ïÔ×ÅÔ: ÄÁ. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ.
÷ÏÚØÍÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ R2 − N . òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ a ÄÏ N ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÔÏÞËÁ y ∈ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |a − y| ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ. ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ D Ó
ÃÅÎÔÒÏÍ × y ÒÁÄÉÕÓÁ |a− y| ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ N .

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ M : R2 → R2, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ y × x É N
× N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R' ÐÏ×ÏÒÏÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÕÇÏÌ ' ×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bl ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ÏÔËÒÙÔÙÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ) Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÎÁÞÁÌÅ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÕÇÌÏÍ 2�=l ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ É ×ÙÓÏÔÏÊ ÄÌÉÎÙ 1=l, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ Oy. ôÁË ËÁË M
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÔÏ M(D) ⊃ x+R'Bl ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ l É '. ðÏÜÔÏÍÕ

(*) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ l É ', ÞÔÏ (x+R'Bl) ∩N = ∅.
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÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {'l}, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÕÀ ÎÁ [0; 2�]. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Nl := {x ∈ N | (x+R'lBl) ∩N = ∅}:
÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*) ÉÍÅÅÍ N = ∪∞l=1Nl. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Nl ÚÁÍËÎÕÔÏ × N (ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÉÌÉ ÓÍ. ÄÅÔÁÌÉ × [RSS96, ìÅÍÍÁ 3.1]). úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÜÒÁ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÉ [KF, Zo]
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Nl ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ × N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

òÉÓÕÎÏË 1 (=ÒÉÓ.2 ÐÒÏÛÌÏÊ ×ÅÒÓÉÉ) ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ ÚÄÅÓØ
ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁ x ∈ N É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ I2 ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÍÅÎØÛÅ 1=l Ó

ÃÅÎÔÒÏÍ × x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ N ′ := N ∩ I2 ⊂ Nl (ÒÉÓ. 1). ôÏÇÄÁ

(∗∗) [(y +R'lBl) ∪ (y −R'lBl)] ∩N ′ = ∅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y ∈ N ′:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ z ∈ (y −R'lBl) ∩N ′, ÔÏ y ∈ (z +R'lBl) ∩N ′ ⊂ Nl, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ L Ë×ÁÄÒÁÔÁ I2 É ÏÓØÀ Ox ÒÁ×ÅÎ

'l. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N ′ Ó×ÑÚÎÏ É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÏÔÒÅÚËÕ (ÉÎÁÞÅ ÚÁÍÅÎÉÍ N ′ ÎÁ
ÍÁÌÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ∈ N ′, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÁ ÏÔÒÅÚËÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ N | ÇÒÁÆÉË
ÆÕÎËÃÉÉ). ôÏÇÄÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ′ ÎÁ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó L (ÉÎÁÞÅ ÕÍÅÎØÛÉÍ L).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : L → [0; 1] ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ |q(x)−q(y)| < s|x−y| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ L. éÚ (**) ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ N ′ ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ q : L → [0; 1] (ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ I2 = L × [0; 1]). æÕÎËÃÉÑ q ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ [KF, Zo].
úÎÁÞÉÔ, É ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× M = Ms;t ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ.
ëÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÏÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ ÓÁÂÌÀ? íÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
N ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ (ÉÌÉ m-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÏÂßÅÍÌÅÍÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (Ô.Å. ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ)
h : R3 → R3, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ x × y É N × N . èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÒÑÍÙÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
É ×ÉÎÔÏ×ÙÅ ÌÉÎÉÉ.

á ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÁÂÅÌØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ
ÉÚ ÅÇÏ ÏÂÍÏÔËÉ (ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÇÎÕÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÌÏÍÁÔØ)? íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ
ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ N
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : Rm → Rm, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x × y É N × N . îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ⊂ Rm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂ-
ÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ × Rm, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁÑ
Rk ×Rm−k (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÅÅ Ó Rk ×Rm−k) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
q : Rk → Rm−k, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ N ∩(Rk×Rm−k). (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÄÏËÁ-
ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ [Pr04].) îÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÆÉË
ÌÀÂÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ R → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2, Á ÏÂÒÁÚ ËÁÎÔÏÒÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á [Pr04, 4.4] ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ×
ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï É ÏÂÒÁÔÎÏÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ N ⊂ Rm ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ N
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ [RSS93, RSS96].
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ëÒÏÍÅ ÚÁÄÁÞÉ 2005-5, ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ (ÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ)
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ
×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ. äÒÕÇÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [Sk06].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 2005-5. óÍ. [Sk06],
ÇÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÝÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × [RSS93, RSS96].

òÅÛÅÎÉÅ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 2006-4.
äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ (Á). ðÒÑÍÁÑ �(t) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ �(t) = �(0) + t�′(0).

äÌÑ ËÒÉ×ÏÊ (t) ÉÍÅÅÍ (t) = (0) + t′(0) + t2
2 ′′(0) + o(t2) ÐÒÉ t → 0. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ

�(0) = (0) É �′(0) = ′(0), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

�((t); �(t)) = |(t)− �(t)| = | t22 ′′(0) + o(t2)| = t2
2 |′′(0)|+ o(t2):

ïÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï d2

dt2
∣∣∣
t=0

�((t); �(t)) = |′′(0)|.
ïÔ×ÅÔ Ë (b): 1.
þÔÏÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁ-

ÞÅ×ÓËÏÇÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y), ÇÄÅ y > 0),
ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ. ïÎÉ ×ÈÏÄÑÔ × ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÕÒÓÁ \ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ" ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ [DNF79, I.10.1; Pr95, §3; MSF04, §3]).
äÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ r(t) = (x(t); y(t)), t ∈ [a; b], ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ
(y(t) > 0) ÒÁ×ÎÁ

b∫
a

√
x′(t)2+y′(t)2

y(t) dt. ðÒÑÍÙÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁ-
ÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (Å×ËÌÉÄÏ×Ù) ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÏÓÉ x, É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ
ÐÏÌÕÐÒÑÍÙÅ y > 0. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË
ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÑÍÏÊ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ (ÇÄÅ ÓÌÏ×Á \ÄÌÉÎÁ" É \ÐÒÑÍÁÑ" ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ
× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ, Ô.Å. × ÓÍÙÓÌÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ). åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ËÁË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀ, ÔÏ
ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z1 É z2 ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ [MSF04,
ÚÁÄÁÞÁ 3.31]:

�(z1; z2) = ln |z2 − z1|+ |z2 − z1|
|z2 − z1| − |z2 − z1| :

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÐÕÎËÔÁ (b). ÷ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (x; y) ËÒÉ×ÁÑ (t) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (t) = (t; 1).
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ËÁËÏÊ ÎÕÖÎÏ, Á ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ ÒÁ×ÅÎ
ÄÌÉÎÅ ÄÕÇÉ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ (ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ) �(t) (Ë ËÒÉ×ÏÊ (t)) × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ
ÍÏÄÅÌÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ x2 + y2 = 1, y > 0. ÷ÙÞÉÓÌÉ× ÄÌÉÎÕ ÄÕÇÉ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕ-
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÍÅÔÒÉËÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÎÁÊÄÅÍ ÅÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÀ: �(t) =

(
e2t−1
e2t+1 ; 2et

e2t+1

)
.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×Ù-
ÒÁÚÉÔØ �((t); �(t)) ÞÅÒÅÚ t. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÎÅ ÓÁÍÁ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÌÉÛØ ÅÅ ×ÔÏÒÁÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÎÕÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÑ �(t) × ÒÑÄ ÐÏ t É ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÑ
ÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ ×ÙÛÅ 2. ðÏÌÕÞÁÅÍ �(t) = (t; 1− t2

2 ) + o(t2). ïÔÓÀÄÁ

�((t); �(t)) = | ln(1− t2
2 )|+ o(t2) = t2

2 + o(t2):

÷ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ: d2

dt2
∣∣∣
t=0

�((t); �(t)) = 1.
ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ.
ëÒÉ×ÉÚÎÁ ËÒÉ×ÏÊ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÂÙÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÏÄÕÌØ ×ÅËÔÏÒÁ

ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. á ËÁË
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ËÒÉ×ÏÊ × \ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÍ" ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Ô.Å. × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÎÅÅ×-
ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ)? íÏÖÎÏ É ÚÄÅÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÅ ËÁË ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ
ÔÏÞËÉ, Ä×ÉÖÕÝÅÊÓÑ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. îÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ
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ÐÏ-ÎÏ×ÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÁÍÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ïËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ, ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ×ÅËÔÏÒ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÔÏÒÙÍ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ \ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ" | ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ |
ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÍ. × [Ra04, DNF79, I, §§ 28,29Â Sk].

÷ ÚÁÄÁÞÅ 2006-4 ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ (ÍÅÎÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÅ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÒÉ×ÉÚÎÙ
ËÒÉ×ÏÊ. ðÕÎËÔ (Á) ÌÉÛØ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
ÏÂÙÞÎÏÍÕ. á × ÐÕÎËÔÅ (b) ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÒÉ×ÉÚÎÕ ËÒÉ×ÏÊ
ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ).
ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ËÒÉ×ÉÚÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÌÀÂÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Ó ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.
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á. óËÏÐÅÎËÏ×, skopenko@mccme.ru

áÎÎÏÔÁÃÉÑ. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÞÅÎØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ä. òÅ-
ÐÏ×ÛÁ, å. ÷. ýÅÐÉÎÁ É Á×ÔÏÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ÌÏËÁÌØÎÏ
ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ÇÌÁÄËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h :
M →M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ h(N) = N É h(x) = y. ôÏÇÄÁ N | ÇÌÁÄËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ × N .

ëÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÏÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ ÓÁÂÌÀ? íÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ×ÏÐÒÏÓÕ. ëÁËÉÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á N ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË
x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ (Ô.Å. ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ x × y É N ×
ÓÅÂÑ?

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ux É Uy × R3 É
Ä×ÉÖÅÎÉÅ h : Ux → Uy, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ x × y É Ux ∩ N × Uy ∩ N . èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
ÒÉÍÁÎÏ×Ï ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ
ÐÒÑÍÙÅ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ×ÉÎÔÏ×ÙÅ ÌÉÎÉÉ.

á ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÁÂÅÌØ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÔÁÝÉÔØ
ÉÚ ÅÇÏ ÏÂÍÏÔËÉ (ÐÒÏ×ÏÄ ÍÏÖÎÏ ÇÎÕÔØ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÌÏÍÁÔØ)? íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ
ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ
ÔÏÞÅË x; y ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÉÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Ux É Uy × M É ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : Ux→ Uy,
ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ x × y É Ux ∩N × Uy ∩N . îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ h ÎÅ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ.

þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ,
ÞÔÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Rm | ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÎÙÈ
ÓÌÕÞÁÅ× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÎÉÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ É ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÉÔÁ-
ÔÅÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 → R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z0 ∈ R2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : R2 → R2 É
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ � : R2 → R2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ z ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

F (z) = F (z0) + A(z − z0) + �(z − z0)|z; z0|:
üÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F × ÔÏÞËÅ z0. åÓÌÉ
F = (F1; F2), ÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ @Fi

@xj . äÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R2 →
R2, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ (Ô.Å. @F1

@x
@F2
@y 6= @F2

@x
@F1
@y ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ⊂M ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔ-
ÎÏÓÔØ, ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÎÁÑ Rk × Rm−k (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÅÅ Ó Rk × Rm−k) É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÅ
ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : Rk → Rm−k, ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ N ∩Ux. (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ,
ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ [Pr04].)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅ-
ÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÒÁÆÉË ÌÀÂÏÊ ÄÉÆ-
ÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ R → R). ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏÝÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × [RSS93, RSS96, RS00] (ÈÏÔÑ
ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÅ ÖÅ ÉÄÅÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ N | ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M . åÓÌÉ N ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × M .
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üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ (ÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ) ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ. (1) åÓÌÉ ÇÒÁÆÉË N ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ R → R ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ-
ÅÍÁ. (æÕÎËÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.)

(2) ëÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [Pr04, 4.4] ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄ-
ÎÏÒÏÄÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ.

þÉÔÁÔÅÌØ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÙÊ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÅÏ-
ÒÅÍÅ N ÚÁÍËÎÕÔÏ × M | ÄÁÖÅ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ. ôÅÏÒÅÍÁ ÎÅ×ÅÒÎÁ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÌÏËÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ); ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ: Q ⊂ R.

åÓÌÉ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙÅ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÔÅÒÍÉÎÙ,
ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ.

äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. (3) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ-
×ÅÒÎÏ (ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ: ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [Pr04, 4.4]). ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÙÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ. óÒ. [Gl68].

(4) ðÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÕÐÐÙ Ñ×ÌÑ-
ÀÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁÍÉ ìÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÁÒÔÁÎÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕ-
ÔÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ìÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ.

(5) ìÀÂÁÑ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁ ÇÌÁÄ-
ËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Ó×ÏÂÏÄÎÏ (É
ÄÁÖÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ) ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,
ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÅÓÌÉ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÁÑ ÔÏÐÏ-
ÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ,
ÔÏ ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ìÉ. üÔÏ ÇÌÁÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ × 1946
âÏÈÎÅÒÏÍ É íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ [MZ55, Theorem 2 on p. 208] ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. çÉÐÏÔÅÚÁ
çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÐÏÓÌÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × 1952 (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ çÌÉÚÏÎÏÍ, Á ÔÁËÖÅ íÏÎÔ-
ÇÏÍÅÒÉ É ãÉÐÐÉÎÙÍ) ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ: ÌÀÂÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ [MZ55]. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅ-
ÄÕÃÉÒÏ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ-óÍÉÔÁ É Ë ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ. óÍ.
ÔÁËÖÅ [RS97, RSS97].

(6) ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [MZ55, Theorem 3 on
p. 208-209] Ë ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ m = 1 (Ô.Å. Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ëÏÛÉ h(s + t) = h(s) + h(t)):
ÌÀÂÁÑ ÏÄÎÏÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ {ht}t∈R ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ t, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÇÌÁÄËÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ.
(üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÷. é. áÒÎÏÌØÄÏÍ × 1980-Å ÇÏÄÙ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. íÙ ÓÏ×ÅÔÕÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÎÁ-
ÞÁÌÁ ÄÌÑ M = R2, ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ (ÔÏÇÄÁ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÇÏ ÁÂÚÁÃÁ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ). ôÏ, ÞÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ × M , Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ M = Rm.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ |x| :=
√
x2

1 + : : :+ x2
m.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : Rk → Rm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÔÁËÏÅ s, ÞÔÏ |q(x)− q(y)| < s|x− y| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ Rk.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Bm;k
l := {(x1; : : : ; xm) ∈ Rm | − l2xk < |x| < 1=l É l2|xi| < |x| ÄÌÑ k < i ≤ m}:

ôÏÇÄÁ Bm;m+1
l ÅÓÔØ ÐÒÏËÏÌÏÔÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ m-ÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=l,

Bm;k
l ÅÓÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ (1=l2)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ÐÏÌÕÛÁÒÉÑ × (m − 1)-

ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=l ÄÌÑ 1 ≤ k ≤ m, É

8



Bm;0
l = ∅ ÄÌÑ l > m.

þÅÒÅÚ Om ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rm. ÷ÏÚØ-
ÍÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ k ≥ 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

(*) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ l > m É A ∈ Om, ÞÔÏ (x+ ABm;k
l ) ∩N = ∅:

(îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ '(m − k)-ÍÅÒÎÏ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÙÍ'.) ôÁËÏÅ k ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (*) ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÉ k = 0. åÓÌÉ k = m+1, ÔÏ N ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ
ÔÏÞÅË É ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k ≤ m.

äÁÌÅÅ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ m É k É ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÈ ÉÚ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÎÕÓÁ Bm;k
l . ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-

ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Al}, ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÕÀ × Om. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

Nl := {x ∈ N | (x+ AlBl) ∩N = ∅}:

÷×ÉÄÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*) ÉÍÅÅÍ N = ∪∞l=1Nl. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Nl ÚÁÍËÎÕÔÏ × N (ÄÏËÁÖÉÔÅ
ÉÌÉ ÓÍ. ÄÅÔÁÌÉ × [RSS96, ìÅÍÍÁ 3.1]). úÎÁÞÉÔ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÜÒÁ Ï ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Nl
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ × N ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁ x ∈ N É ÚÁÍËÎÕÔÙÊ m-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ Im ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÍÅÎØÛÅ 1=l
Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ N ′ := N ∩ Im ⊂ Nl. ôÏÇÄÁ

(∗∗) [(y + AlBl) ∪ (y − AlBl)] ∩N ′ = ∅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y ∈ N ′:

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ z ∈ (y − AlBl) ∩N ′, ÔÏ y ∈ (z + AlBl) ∩N ′ ⊂ Nl, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.
ôÁË ËÁË N ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ N ′ ËÏÍÐÁËÔÎÏ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ (m−k)-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ L ËÕÂÁ Im ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ k-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
Al(Rk ×~0) (L = Im ÐÒÉ k = 0). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p : Im → L ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÏÅËÃÉÀ.

ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: p(N ′) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U . (üÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÔÁË ÄÌÑ
k = m, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÕÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.) (üÔÏ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ ÔÁË ÄÌÑ k = 0.) éÚ (**) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÎÁ N ′, É ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : U → N ′ ÌÉÐÛÉÃÉ-
Å×Ï. ðÏÜÔÏÍÕ q ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ [Fe69, ôÅÏÒÅÍÁ 3.1.6]. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ q ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ.
ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N . ôÏÇÄÁ ÉÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ.

÷ÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: p(N ′) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. (úÎÁÞÉÔ,
k < m.) ôÁË ËÁË p(N ′) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ × L ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ a ∈
L− p(N ′), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÇÒÁÎÉ L (ÔÏÞÎÅÅ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÃÅÎÔÒÁ
ÇÒÁÎÉ L ÍÅÎØÛÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ). ôÁË ËÁË p(N ′) ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÏÔ a ÄÏ p(N ′) ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ z ∈ N ′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |a− p(z)| ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏÍÕ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÃÅÎÔÒÕ ÇÒÁÎÉ L, ÔÏ p(z) ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÇÒÁÎÉ
L. ôÏÇÄÁ ÏÔËÒÙÔÙÊ (m − k)-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ D ⊂ L Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × y É ÒÁÄÉÕÓÏÍ |a − p(z)| ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ p(N ′). ðÏÜÔÏÍÕ p−1(D) ∩N ′ = ∅. ñÓÎÏ, ÞÔÏ

(z + AlBl) ∪ (z − AlBl) ∪ p−1(D) ⊃ z + AlBm;k+1
s ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s:

ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ (**) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (z+AsBm;k+1
s )∩N = ∅. ôÁË ËÁËN ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÏÂßÅÍÌÅÍÏ

ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Uz É Ux ÔÏÞÅË z É x × Rm É
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍ h : Uz → Ux, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ z × x É Uz ∩N × Ux∩N . ôÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

h(Uz ∩ (z + AsBm;k+1
s )) ⊃ x+ ABm;k+1

u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A ∈ Om É u > m:
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úÎÁÞÉÔ, (*) ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ k ÎÁ k + 1. üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ k.
QED

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÉÌÉ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×Ï ÏÂßÅÍ-
ÌÅÍÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ×ÌÏÖÅÎÏ × ÐÌÏÓËÏÓÔØ É × Rm | ÄÏËÁÖÉÔÅ ÉÌÉ ÓÍ. [Ma]. úÎÁÞÉÔ, ÁÎÁÌÏÇÉ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÌÉÐÛÉÃÉÅ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÊ ÎÅ×ÅÒÎÙ.

áÎÁÌÏÇ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ (1)) ÄÌÑ C1-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÅÒÅÎ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ÷ ËÏÎÃÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁÄÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Õ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÏÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ
ÅÓÔØ ÐÏÔÏÞÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÅÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ: ÄÌÑ m = 1 ÉÍÅÅÍ
f ′(x) = limn→∞(f(x + 1

n) − f(x))n). ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÂßÅÍÌÅÍÏÊ C1-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ×ÙÔÅËÁÔØ,
ÞÔÏ N ÅÓÔØ C1-ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ.

çÉÐÏÔÅÚÁ. áÎÁÌÏÇ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÅÒÅÎ ÄÌÑ Cr-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÉ r ≥ 2 É ÄÌÑ ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

÷ÏÐÒÅËÉ [RSS96, RSS97], Á×ÔÏÒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÇÉÐÏÔÅÚÙ × Cr-ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÉ
r ≥ 2. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ËÏÎÕÓÏ× Bm;k

l ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ
ÏÂßÅËÔÙ, ÂÏÌÅÅ ÇÌÁÄËÏ ×ÔÙËÁÀÝÉÅÓÑ × ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ×ÍÅÓÔÏ (m − k)-ÍÅÒÎÙÈ ÛÁÒÏ×
D ⊂ L (ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ) | ÆÉÇÕÒÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÉÊ ÐÏÒÑÄÏË ËÁÓÁÎÉÑ Ó p(N ′).

âÌÁÇÏÄÁÒÀ á. åÆÉÍÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. îÁÓÔÏÑÝÉÊ ÔÅËÓÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ
ÒÕÓÓËÏÊ ×ÅÒÓÉÅÊ ÓÔÁÔØÉ [Sk07].
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