
óôõäåîþåóëéå ïìéíðéáäù íåèíáôá íçõ
é. ÷. áÒÖÁÎÃÅ×, 1 ÷. é. âÏÇÁÞÅ×, 2 á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ, 3

÷. à. ðÒÏÔÁÓÏ×, 4 á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, 5 á. â. óËÏÐÅÎËÏ× 6

íÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÍÅÈÍÁÔÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ 2001 (×ÔÏÒÏÊ ÔÕÒ), 2008 É 2009 ÇÏÄÏ×, Á
ÔÁËÖÅ ÕËÁÚÁÎÉÑ, ÒÅÛÅÎÉÑ É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ. 7 óÍ. ××ÅÄÅÎÉÅ × [BRST].

âÌÁÇÏÄÁÒÉÍ ä. ñÎÇÁ ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ.
2001-1. ðÕÓÔØ ' : [0;+∞) → [0;+∞) - ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

∞∑
n=1

'(n) < ∞. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ Ë ÎÕÌÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
∞∑
n=1

'(�nn) <∞.

2001-2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ n ÍÁÔÒÉÃÁ



2 1 1
0 2 1
1 1 1



n

ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.
2001-3. ðÕÓÔØ Pn É Qn | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÐÒÉÞÅÍ Pn ×ÐÉÓÁÎ × ËÒÕÇ ÄÉÁÍÅÔÒÁ

1, Á Qn ÏÐÉÓÁÎ ÏËÏÌÏ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ pn É qn ÉÈ ÐÅÒÉÍÅÔÒÙ. ÷ ËÁËÏÊ ÔÒÅÔÉ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (pn; qn) ÌÅÖÉÔ ÞÉÓÌÏ �?

2001-4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ p É � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J(�; p) ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ
(x1; : : : ; x6) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3

1+x3
2+x3

3 = x3
4+x3

5+x3
6+�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1 ≤ x1; : : : ; x6 ≤ p. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ J(�; p) ≤ J(0; p) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p.
2001-5. ðÕÓÔØ P | ÐÏÌÉÎÏÍ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L = {z ∈ C : |P (z)| =

1} ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S = {z ∈ C : |z| = 1}. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ L ∩ S (ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌÉÎÏÍÏ× P???)?

2001-6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏËÒÙÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ× Ó ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ É ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ?

2001-7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ
∞∑
n=1

sin(2nx) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÁÈ x = �2−k, k ∈ Z.

1arjantse@mccme.ru; ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.
2vibogach@mail.ru; ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.
3zaslavsky@mccme.ru; ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ üËÏÎÏÍÉËÏ-íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ éÎÓÔÉÔÕÔ
4v-protassov@yandex.ru; ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ

õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.
5mraigor@yandex.ru; ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ,

ÆÁËÕÌØÔÅÔ ÉÎÎÏ×ÁÃÉÊ É ×ÙÓÏËÉÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ æÉÚÉËÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ.
6skopenko@mccme.ru; http://dfgm.math.msu.su/people/skopenkov/papersc.ps. ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ

ÆÁËÕÌØÔÅÔ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ íÏÓËÏ×ÓËÉÊ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ É íÏÓËÏ×-
ÓËÉÊ éÎÓÔÉÔÕÔ ïÔËÒÙÔÏÇÏ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

7÷ÏÔ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ÜÔÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ: á. á×ÉÌÏ× (2009), ÷. áÒÕÔÀÎÏ× (2008), ÷. áÓÔÁÈÏ× (2008, 2009), á.
âÕÆÅÔÏ× (2009), á. çÁ×ÒÉÌÀË (2009), å. çÏÒÉÎÏ× (2009), ò. çÉÍÁÄÅÅ× (íæôé, 2009), ò. äÅ×ÑÔÏ× (2008, 2009),
á. åÆÉÍÏ× (2008), í. éÌÀÈÉÎÁ (2008), á. ëÉÓÅÌÅ× (íæôé, 2009), ð. ëÏÚÌÏ× (2009), é. íÉÔÒÏÆÁÎÏ× (2008),
ð. íÉÝÅÎËÏ (íæôé, 2009), á. ðÅÒÅÐÅÞËÏ (2009), ó. óÍÉÒÎÏ× (2008), á. ôÒÅÐÁÌÉÎ (2008), ÷. ûÍÁÒÏ× (2009).
á ×ÏÔ ËÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ: é. ÷. áÒÖÁÎÃÅ× (2008-3), ÷. é. âÏÇÁÞÅ× (2008-1, 2008-2, 2009-
5), á. á. úÁÓÌÁ×ÓËÉÊ (2008-4, 2009-3), ÷. à. ðÒÏÔÁÓÏ× (2009-1), á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ (2008-5, 2009-2), á. â.
óËÏÐÅÎËÏ× (2008-3, 2009-4). ÷ [BRST] ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÕÒÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ 2001 ÇÏÄÁ, Á ÚÁÄÁÞÉ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÔÕÒÁ ÏÛÉÂÏÞÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÙ ÕÔÒÁÞÅÎÎÙÍÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÕÒÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ 2001 | ÆÏÌØËÌÏÒÎÙÅ.
æÁÍÉÌÉÉ Á×ÔÏÒÏ× ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÕÔÒÁÞÅÎÙ, ÚÁ ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÉÎÏÓÉÍ Ó×ÏÉ ÉÚ×ÉÎÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ
÷. é. âÏÇÁÞÅ×ÙÍ.

1



2001-8. ðÕÓÔØ {�n} | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ sin(�nx) ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÉÍÅÀÝÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {�n} ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ.

2001-9. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÒÁ×ÎÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÃÅ-
ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

2008-1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ cn > 0 ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:
ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅÍÁ v × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ ÉÚ Rn ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ
ÒÁÄÉÕÓÁ cnv.

2008-2. äÌÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ f; g : [0; �=2] → R ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 8

∫ �=2

0
f(x)g(x) sin x dx ≥

∫ �=2

0
f(x) sin x dx

∫ �=2

0
g(x) sin x dx:

2008-3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ Z2 ⊕ 0 ⊕ 0 ÇÒÕÐÐÙ Z4. äÌÑ ËÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(b1; b2; c1; c2) ∈ Z4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D ÇÒÕÐÐÙ Z4, ÞÔÏ (b1; b2; c1; c2) ∈ D É Z4 =
A⊕D? äÁÊÔÅ ÏÔ×ÅÔ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ b1; b2; c1; c2 É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. 9

2008-4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÅ ÉÍÅ-
ÀÝÁÑ ÃÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ
ÐÏÐÏÌÁÍ ÅÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒ, ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ É ÅÅ ÐÌÏÝÁÄØ.

2008-5. ðÕÓÔØW | 11n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn, ÌÀÂÏÅ 10n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ x; y ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1: |x−y| = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
W ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 0; 99 · 12:1n:

1
2#{(x; y) ∈ Wn ×Wn : |x− y| = 1} > 0; 99 · 12:1n;

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ #A ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A. 10

2009-1. äÌÑ ËÁËÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × Rn, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ×ÓÅ
(n− 1)-ÍÅÒÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÇÒÁÎÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÎÏ ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÓÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ
× ÜÔÏÔ ËÕÂ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÛÁÒÏÍ? 11

2009-2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ m(k) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×
ÉÚ {−1; 0; 1}2k, ÒÏ×ÎÏ k ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÌÅ×ÙÅ.

(Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ m(k) ≥ 22k−1 ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ k.
(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ 80 ≤ m(4) ≤ 140.
2009-3. ðÕÓÔØ n ÎÅÞÅÔÎÏ. 12 îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (`ÐÅÒ×ÏÇÏ') n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ËÁË ÎÁ

ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÕÇÌÏÍ ÐÒÉ ×ÅÒ-
ÛÉÎÅ 2�=n. éÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÔÏÒÏÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË. îÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ËÁË ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ×Ï ×ÎÅÛÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÕÇÌÁÍÉ ÐÒÉ
×ÅÒÛÉÎÅ 4�=n. éÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÔÉÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÚ k-ÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ

8úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ sinx ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ % : [0; �=2] → [0;+∞) Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 1.
ïÂÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ð.ì. þÅÂÙÛ�Å×Õ. îÅÒÁ×ÅÓÔ×Ï þÅÂÙÛ�Å×Á ÉÚ `ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ' ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ |
ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.

9áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ A ÅÓÔØ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ
ËÏÎÅÞÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ B É C. äÌÑ ËÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (b; c) ∈ A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ D ⊂ A,
ÞÔÏ (b; c) ∈ D É A = B ⊕D?

10îÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. èÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÉÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [R, ÓÔÒ. 16, §2.3, ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Å ×ÙËÌÀÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ].

11üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ËÁË ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ×ÙÓÏËÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ËÕÂ ÛÁÒ
`ÍÁÌÅÎØËÉÊ'.

12éÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ n.



ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÕÇÌÁ 2�k=n ÓÔÒÏÉÔÓÑ (k+ 1)-Ê n-ÕÇÏÌØÎÉË; ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÔÒÏ-
ÑÔÓÑ ×Ï×ÎÅ k-ÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÒÉ 2�k=n < � É ×ÎÕÔÒØ ÐÒÉ 2�k=n > �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (n−1)-Ê
n-ÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.

2009-4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÅÂÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÔÒÉÃ n× n
Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.

2009-5. äÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R2 → [0;+∞), ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C > 0, ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ
K Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ É ÌÀÂÏÇÏ x ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) ≤ C + C

∫
K f(x) dx:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ f(x) ≤MeC‖x‖ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ M ≥ 0. 13

òÅÛÅÎÉÑ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ 2008 ÇÏÄÁ.
1. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕËÃÉÀ ÐÏ n. ðÒÉ n = 1 ×ÓÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÎÁÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ×

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n− 1. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÔÅÌÏ K ËÏÍÐÁËÔÎÏ (×ÚÑ× ×ÙÐÕËÌÏÅ ËÏÍÐÁËÔ-
ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅÌÁ ÏÂßÅÍÁ ÂÏÌÅÅ v=2). ðÕÓÔØ

a = min{xn : (x1; : : : ; xn) ∈ K}; b = max{xn : (x1; : : : ; xn) ∈ K}; l = b− a:
óÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ

Kt := {(x1; : : : ; xn−1) : (x1; : : : ; xn−1; t) ∈ K}
×ÏÚØÍÅÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ (n−1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ Kc, ÇÄÅ a ≤ c ≤ b,
Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÒÁ×ÅÎ v0. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ b − c ≥ l=2. ðÏ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ × Kc ÅÓÔØ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ B Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × Z = (z1; : : : ; zn−1; c)
ÒÁÄÉÕÓÁ r = cn−1v0. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ × K ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ X = (x1; : : : ; xn−1; b). ðÏÌÏÖÉÍ Y =
(x1; : : : ; xn−1; c). ÷×ÉÄÕ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÔÅÌÁ K ËÏÎÕÓ Q Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × X É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ B ×ÈÏÄÉÔ
× K. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÖÎÙÊ ÛÁÒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |Z − Y | ≤ 2.

ðÕÓÔØ |Z − Y | ≥ l. ôÏÇÄÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ % = 1
4

rl
|Z − Y | ≥

1
8rl:

üÔÏ ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈX; Y; Z, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ËÁÔÅÔÙ
l É |Z−Y |. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁ ËÁÔÅÔÅ Y Z ×ÏÚØÍÅÍ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ W , ÞÔÏ |W−Z| = r. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ U ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ × W Ó ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ. éÚ ÐÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
|U −W | = lr

|Z − Y | . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, |U −W | ≤ r. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÍÅÎØÛÉÍ ËÁÔÅÔÏÍ |U −W | ÂÏÌØÛÅ |U −W |=4.
éÔÁË,

% ≥ 1
8rl = 1

8cn−1v0l ≥ 1
8cn−1v;

ÉÂÏ v ≤ lv0, ÞÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ëÁ×ÁÌØÅÒÉ.
ðÕÓÔØ |Z − Y | ≤ l. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ r ≤ l ËÏÎÕÓ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ

1
4r = 1

4cn−1v0 ≥ 1
4cn−1

v
l ≥

1
8cn−1v:

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ r ≥ l ËÏÎÕÓ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ l=4. ñÓÎÏ, ÞÔÏ l ÎÅ ÍÅÎØÛÅ v=sn−1, ÇÄÅ
sn−1 | (n− 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ × Rn−1.

2. ðÏÌÏÖÉÍ %(x) := sin x (ÓÍ. ÓÎÏÓËÕ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ). úÁÍÅÎÑÑ g ÎÁ g − c, ÇÄÅ c | ÉÎÔÅÇÒÁÌ
ÏÔ g%, ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ

∫
g% dx = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ fg%

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ. ôÁË ËÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ (f − f(0))g% É fg% ÒÁ×ÎÙ, ÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ,
ËÏÇÄÁ f ≥ 0. ðÕÓÔØ x0 := inf{x : g(x) ≥ 0}. ñÓÎÏ, ÞÔÏ x0 > 0. ôÏÇÄÁ g(x) < 0 ÐÒÉ x < x0,
g(x) ≥ 0 ÐÒÉ x > x0. ÷×ÉÄÕ ÏÃÅÎÏË 0 ≤ f(x) ≤ f(x0) ÐÒÉ x < x0 É f(x) ≥ f(x0) ÐÒÉ x > x0
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ∫ x0

0
f(x)g(x)%(x) dx ≥ f(x0)

∫ x0

0
g(x)%(x) dx;

∫ �=2

x0

f(x)g(x)%(x) dx ≥ f(x0)
∫ �=2

x0

g(x)%(x) dx;

13îÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÁÓØ ÄÌÑ C = 1 Ó ÏÃÅÎËÏÊ f(x) ≤M(1 + ‖x‖).



ÏÔËÕÄÁ ∫ �=2

0
f(x)g(x)%(x) dx ≥ f(x0)

∫ �=2

0
g(x)%(x) dx = 0:

÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÒÕÇÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ: Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÓÌÕÞÁÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. æÕÎËÃÉÑ �(x) =

∫ x
0 g(t)%(t) dt × ÐÒÅÄÐÏÌÏ-

ÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ g% ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÁËÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: �(0) = �(�=2) = 0,
�(x) ≤ 0 (ÅÓÌÉ �′(x0) = g(x0)%(x0) = 0, ÔÏ �′(x) ≤ 0 ÐÒÉ x ≤ x0 É �′(x) ≥ 0 ÐÒÉ x ≥ x0 ÉÚ-ÚÁ
×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ g). éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ

∫ �=2

0
f(x)g(x)%(x) dx = −

∫ �=2

0
f ′(x)�(x) dx ≥ 0:

÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÒÅÔØÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÏÊÎÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× (ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÅ ÎÁ
ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ á. ôÒÅÐÁÌÉÎÙÍ).

3. ïÔ×ÅÔ: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ |
• ÌÉÂÏ b1 = b2 = c1 = c2 = 0,
• ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ c1; c2 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ É ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ b1 É b2 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ GCD(c1; c2).
4. ïÔ×ÅÔ [Z]. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÄÈÏÄÉÔ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ËÒÉ×ÏÊ

x = 12 cos�+ cos 2�+ 1
2 cos 4�; y = 12 sin�− sin 2�+ 1

2 sin 4�:

õËÁÚÁÎÉÅ. õÂÅÄÉÔØÓÑ × ÜÔÏÍ, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÓËÏÍÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ (ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍÕ ÕÇÌÏÍ �) ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ É ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ ÐÏÐÏÌÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÄÌÉÎÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÞÅÒÅÚ 2l(�), Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÞÅ-
ÒÅÚ (x(�); y(�)). îÁÐÉÛÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÆÉÇÕÒÙ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ
ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÊ x, y, l:

1. l ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �.
2. ðÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÆÉÇÕÒÕ ÐÏÐÏÌÁÍ, ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÒÉ×ÏÊ (x(�); y(�)).
ðÒÉÍÅÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ x É y, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ 2, ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ × ×ÉÄÅ

n∑
k=0

(ak cos k�+
bk sin k'). (äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÒÑÄÁÍÉ æÕÒØÅ ÐÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÅÎ.) ðÏ-
ÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ak; bk (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ l), ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑ 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ l ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÊ.

5. õËÁÚÁÎÉÅ. Take the graph whose set of vertices is W , and two vertices are joined by an
edge if the distance between them is 1. ôÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ ÏÃÅÎËÁ 2n−1 ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ
ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÝÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ: if for each k vertices of a graph with v vertices there is
an edge joining two of the k vertices, then the number of edges is at least (k− 1)q(q− 1)=2, where
q :=

[ v
k − 1

]
. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÃÅÎËÉ 2n ÎÕÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍÙÅ

ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ n+2 ÔÏÞÅË
× n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn Ó ÐÏÐÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ 1.

òÅÛÅÎÉÑ É ÕËÁÚÁÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ 2009 ÇÏÄÁ.
1. ïÔ×ÅÔ: n = 5.
ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ≥ 5 ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ x1 + · · · + xn = n − 2 ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ (n −

1)-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ In =
{

(x1; : : : ; xn) ∈ Rn : |xi| ≤ 1
}

. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ:
ÔÏÞËÉ

(
1; n− 3
n− 1 ; : : : ;

n− 3
n− 1

)
É

(−1; 1; : : : ; 1
)

ÜÔÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ x1 = 1 É
x1 = −1 ËÕÂÁ In, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. üÔÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ
ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ ÎÅ£ ÒÁ×ÎÏ
n− 2√n > 1.



îÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉ n = 4 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÷. ûÍÁÒÏ×ÙÍ; ÓÌÕÞÁÊ n ≤ 3 ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÞÔÏ ÎÁÛÌÁÓØ
ÔÁËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ a1x1 + · · ·+a4x4 = b ÄÌÑ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ I4. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉ-
ÔÁÅÍ, ÞÔÏ a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ a4 ≥ 0 É b ≥ 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÁÎÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎØ
x1 = −1, ÉÍÅÅÍ −a1 + a2x2 + a3x3 + a4x4 = b ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x2; x3; x4 ∈ [−1; 1]. ôÏÇÄÁ
0 ≤ b ≤ −a1+a2+a3+a4 ≤ a3+a4; ÐÏÜÔÏÍÕ b2 < (a3+a4)2 = a2

3+2a3a4+a2
4 ≤ a2

1+a2
2+a2

3+a2
4:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÛÁÒ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
2a. õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ H1; : : : ; H2k−1 | ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1; 2; : : : ; k}, ÉÍÅÀÝÉÅ

ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÏÌÏÖÉÍ
Ms := {(a1; b1; : : : ; ak; bk) ∈ {−1; 0; 1}2k : (ai; bi) = (±1; 0) ÐÒÉ i ∈ Hs, (ai; bi) = (0;±1) ÐÒÉ i 6∈ Hs}:
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∪2k−1

s=1 Ms É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 22k−1 ×ÅËÔÏÒÏ×.
2b. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 80 ≤ m(4). ÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅËÔÏÒÙ
• e1; : : : ; e5, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ +1, ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÑÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÒÁ×ÎÁ +1; Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ;
• e6; : : : ; e10, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁ×ÎÙ +1, ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÑÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÒÁ×ÎÁ −1; Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ;
• f1; : : : ; f30, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÒÁ×ÎÙ +1 É ÏÄÎÁ ÎÕÌÀ, Á

ÓÒÅÄÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÑÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÒÁ×ÎÙ +1 É ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ÎÕÌÀ.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ ei · ej ≥ 2, fk · fl ≥ 1 and ei · fk ≥ 2− 1 = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÙ

e1; : : : ; e10;−e1; : : : ;−e10; f1; : : : ; f30;−f1; : : : ;−f30

ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.
2b. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á m(4) ≤ 140. (üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÷. áÒÕ-

ÔÀÎÏ×Õ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÷. ÷ÁÎÏ×ÓËÉÊ.) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÚÉÃÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅ ÏÒÔÏÇÏ-
ÎÁÌØÎÙ, Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ "ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ" (Ô.Å. ÎÅ ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

(8
4
)

= 70 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ. åÓÌÉ, ×ÏÐÒÅËÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ 141 ÔÁËÉÈ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ
5 ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÅ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ.

íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÏÚÉÃÉÉ ÓÕÔØ 1,2,3,4 É ÞÔÏ (1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0) | ÏÄÉÎ
ÉÚ ÐÑÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ×. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ
ÞÅÔÙÒÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ −1. îÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ −1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ (1; 1; 1; 1; 0; 0; 0; 0)). îÅ ÂÏÌÅÅ
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ −1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ Ä×Á
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ 1. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ zk1 ; : : : ; zkn ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ k-ÇÏ n-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, É zk := (zk1 ; : : : ; zkn) ∈ Cn. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ zk1 + · · ·+ zkn = 0.

÷ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏÜÔÏÍÕ z2 = A1z1

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, z3 = A2z2, z4 = A3z3 É Ô.Ä. ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉÃ
A2; A3; : : : . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

1. ÷ÅËÔÏÒÙ vi = (1; e2�i=n; e4�i=n; : : : ; e2(n−1)�i=n) ÄÌÑ i = 0; : : : ; n − 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÁÔÒÉÃÙ Ak ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k.

2. ïÄÎÏ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÔÒÉÃÙ Ak ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.
3. åÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ vn−k.
õÓÌÏ×ÉÅ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÁÔÒÉÃÕ Ak ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

Cn ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ
ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ k. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃ An−2An−3 : : : A2A1 ÚÁÄÁÅÔ



ÐÒÏÅËÃÉÀ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á z1 + · · · + zn = 0 ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÚÁÄÁÀÝÅÅ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ n-ÕÇÏÌØÎÉËÉ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ T . ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÏÔÉ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A 6= 0, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ T (A) = 0. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A + B ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ
(ÄÏËÁÖÉÔÅ!). ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÄÁÅÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

0 = detB = detT (B) = det(T (B) + T (A)) = detT (A+B) 6= 0:
5. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f1 : R → [0;+∞), ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ C > 0 É ÌÀÂÙÈ ÅÄÉ-

ÎÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ K É ÔÏÞËÉ x ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) ≤ C + C
∫
K f(x) dx: ôÏÇÄÁ

f1(x) ≤ C + C
∫ x
x−1 f1(y) dy: îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï çÒÏÎÕÏÌÌÁ ÎÕÖÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ!!!.

ðÒÉ x ≥ 1=2 ÏÎÏ ÄÁÅÔ ÏÃÅÎËÕ

f1(x) ≤
(
C + C

∫ 0

−1=2
f1(y) dy

)
eCx ≤

(
C + C

∫ 1=2

−1=2
f1(y) dy

)
eCx:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ×ÅÒÎÁ É ÐÒÉ x < −1=2, ÞÔÏ × ÉÔÏÇÅ ÄÁÅÔ

f(x) ≤
(
C + C

∫ 1=2

−1=2
f1(y) dy

)
eC|x|;

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ |x| ≤ 1=2 ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ.
ðÕÓÔØ x ∈ R2 É |x| > 1=2. ðÏ×ÅÒÎÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁË, ÞÔÏ x = (0; x2), ÇÄÅ ÔÏÞËÉ

x ∈ R2 ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ x = (z; x2), z ∈ R âÅÓÓÍÙÓÌÉÃÁ. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ?. íÏÖÎÏ
ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x2 > 1=2. ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ �(t) :=

∫ 1=2
−1=2 f(z; t) dz. éÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ

supK f(x)=C ≤ 1 +
∫
K f(y) dy ÐÏ [−1=2; 1=2] âÅÓÓÍÙÓÌÉÃÁ. ëÁË ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ? ÎÁÈÏÄÉÍ

�(t)=C ≤ 1 +
∫

[−1=2;1=2]×[t;t−1]
f(y) dy = 1 +

∫ t

t−1
�(u) du;

ÞÔÏ ÐÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÄÁÅÔ

�(t)=C ≤
(

1 +
∫ 1=2

−1=2
�(s) ds

)
eC|t| =

(
1 +

∫

[−1=2;1=2]2
f(x) dx

)
eC|t|:

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

f(0; x2)=C ≤ 1 +
∫

[−1=2;1=2]×[x2−1;x2]
f(y) dy = 1 +

∫ x2

x2−1
�(t) dt ≤ 1 +C+CeC|x2|

∫

[−1=2;1=2]2
f(y) dy;

ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.
äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ (ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÄÌÑ C = 1): f(x) ≤ 2 + max
y∈K

f(y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ K É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x, ÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 1× 1

2 , ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÍÓÑ
Ó K ÐÏ ÏÂÝÅÍÕ ÒÅÂÒÕ.

óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
ðÕÓÔØ f : Rd → [0;+∞) | ÌÏËÁÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

ËÕÂÁ K Ó ÒÅÂÒÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É x ∈ K ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) ≤ C1 +C2
∫
K f(y) dy,

ÇÄÅ C1 É C2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ K. ôÏÇÄÁ f(x) ≤M exp(C2|x|), ÇÄÅ

M = C1 + C1C2 + max(C2
2 ; 1) sup

A∈SOd

∫

A([−1=2;1=2]d)
f(y) dy:
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