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÷.é.âÏÇÁÞÅ×, á.í.òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, á.â.óËÏÐÅÎËÏ× É î.á.ôÏÌÍÁÞÅ× 2

áÎÎÏÔÁÃÉÑ. ÷ÅÌÉËÉÊ ÕÞÅÎÙÊ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÄÏ ÔÒÉÄÃÁÔÉ ÌÅÔ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÕ ÒÁÚÕÍÎÅÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. á ÚÎÁÞÉÔ, ÕÍÅÎÉÅ
ÒÅÛÁÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÄÌÑ ÍÏÌÏÄÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. ÷ ÜÔÏÊ
ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏÐÙÔÅ ÐÏÄÄÅÒÖÁÎÉÑ ÐÒÅÓÔÉÖÁ ÕÍÅÎÉÑ ÒÅÛÁÔØ ÔÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Á
ÔÁËÖÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ É ÍÅÖËÁÆÅÄÒÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÉÍÅÎÉ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏ-
ÎÏÓÏ×Á. ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÌÉÍÐÉÁÄ É ÓÅÍÉÎÁÒÁ (ÔÅÍÁ `ÔÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ' ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÁ × [Sk]).

óÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ.
ðÒÉÍÅÒÎÏ Ó 2001 ÇÏÄÁ ÎÁ ÍÅÈÍÁÔÅ íçõ ×ÏÚÏÂÎÏ×ÌÅÎÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÒÁÄÉÃÉÑ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ

ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ. ïÔÄÅÌØÎÙÅ ËÁÆÅÄÒÙ ÐÒÏ×ÏÄÑÔ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ É ÚÁÏÞÎÙÅ ËÏÎËÕÒÓÙ ÐÏ
ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (http://mech.math.msu.su/probab/olimpia/olimpia.htm),
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (http://dfgm.math.msu.su/�les/skopenkov/geomolym.pdf [OS07]),
ÁÌÇÅÂÒÅ (http://www.math.msu.su/department/algebra/olymp-06.html),
ÁÎÁÌÉÚÕ, ÍÅÈÁÎÉËÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÍÉ.
âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÓÏÒÅ×ÎÏ×ÁÎÉÊ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× 1-2 ËÕÒÓÁ É ÐÏÍÏÇÁÀÔ ÓÔÕ-

ÄÅÎÔÕ ×ÙÂÒÁÔØ ËÁÆÅÄÒÕ. ðÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ | ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ,
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÁÑ ðÉÆÁÇÏÒÕ (2004 É 2005, [AM]), É úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÕÒ ×ÓÅÍÅÈÍÁÔÏ×ÓËÏÊ ÏÌÉÍ-
ÐÉÁÄÙ (Ó 2006; ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌØ ÖÀÒÉ ÚÁ×. ÏÔÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÁËÁÄ. òáî á. ô. æÏÍÅÎËÏ,
ÚÁÍ. ÐÒÅÄÓÅÄÁÔÅÌÑ ÖÀÒÉ ÐÒÏÆ. ÷. é. âÏÇÁÞÅ×). ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ
ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÕÞÁÓÔÉÅ × ÎÉÈ ÐÏÍÏÇÁÅÔ (Á ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ) ÓÔÕÄÅÎÔÕ ÎÁÞÁÔØ ÎÁÕÞÎÕÀ
ÒÁÂÏÔÕ [Sk03, Ef06].

ëÏÍÁÎÄÁ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ × ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ-
ÐÉÁÄÅ IMC (http://www.imc-math.org), ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÕÞÁÓÔÉÅ ÏÐÌÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÏÎÓÏÒÁÍÉ. ó 2006
ÓÐÏÎÓÏÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ðÏÐÅÞÉÔÅÌØÓËÉÊ óÏ×ÅÔ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ, Á ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÅÍ ËÏÍÁÎÄÙ î. á.
ôÏÌÍÁÞÅ×. ðÏÂÅÄÉÔÅÌÉ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÐÒÉ-
ÇÌÁÛÅÎÉÑ ÕÞÉÔØÓÑ × ÐÒÅÓÔÉÖÎÅÊÛÉÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ ÍÉÒÁ, ÎÏ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÏÔËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ
ÏÔ ÎÉÈ × ÐÏÌØÚÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × íÏÓËÏ×ÓËÏÍ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÍ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ. 3

úÁÄÁÞÉ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÕÒÏ× | ÐÌÏÄ ËÏÌÌÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÔÒÕÄÁ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ
(ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÚÁÄÁÞ ÇÏÔÏ×ÑÔÓÑ ÷. é. âÏÇÁÞÅ×ÙÍ). üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÉÖÅ
É × [ABZPRS]. òÁÂÏÔÙ ÐÒÏ×ÅÒÑÀÔ Á×ÔÏÒÙ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÉ É ÁÓÐÉÒÁÎÔÙ

1ðÏÌÎÙÊ ÏÂÎÏ×ÌÑÅÍÙÊ ÔÅËÓÔ: http://dfgm.math.msu.su/�les/skopenkov/stolymp.pdf
2á×ÔÏÒÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁÍÉ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ çÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, á.í.òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ æÉÚÉËÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ É
á.â.óËÏÐÅÎËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏÍ îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ É íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ éÎÓÔÉÔÕÔÁ
ïÔËÒÙÔÏÇÏ ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. áÄÒÅÓ ÄÌÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ: skopenko@mccme.ru

3óÏÓÔÁ×Ù ËÏÍÁÎÄ: (2001) ìÉ×ÛÉÃ å., îÉËÏËÏÛÅ× é., ðÏÑÒËÏ× á., óËÏÐÅÎËÏ× í. É þÅÒÅÐÁÎÏ× å.
(2006) åÆÉÍÏ× á. (ÇÒÁÎ-ÐÒÉ), ëÁÌÉÎÉÎ í. (1 ÐÒÅÍÉÑ), ëÏÚÌÏ× ð. (1 ÐÒÅÍÉÑ) É óÍÉÒÎÏ× ó. (3 ÐÒÅÍÉÑ) (áÓÔÁÈÏ×
÷. ÐÒÏÛÅÌ × ËÏÍÁÎÄÕ, ÎÏ ÎÅ ÓÍÏÇ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ).
(2007) áÓÔÁÈÏ× ÷. (1 ÐÒÅÍÉÑ), âÁÒÁÎÏ× ä. (1 ÐÒÅÍÉÑ), åÆÉÍÏ× á. (ÇÒÁÎ-ÐÒÉ), ðÅÒÅÐÅÞËÏ á. (1 ÐÒÅÍÉÑ) É
óÍÉÒÎÏ× ó. (1 ÐÒÅÍÉÑ) (ðÒÁÓÏÌÏ× í. É áÂÒÁÍÏ× ñ. ÐÒÏÛÌÉ × ËÏÍÁÎÄÕ, ÎÏ ÎÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ ××ÉÄÕ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÑ ÚÁÇÒÁÎÐÁÓÐÏÒÔÏ×).
(2008) áÓÔÁÈÏ× ÷. (1 ÐÒÅÍÉÑ), áÒÕÔÀÎÏ× ÷. (1 ÐÒÅÍÉÑ), åÆÉÍÏ× á. (ÇÒÁÎ-ÐÒÉ), óÍÉÒÎÏ× ó. (2 ÐÒÅÍÉÑ),
ðÒÁÓÏÌÏ× í. (ÇÒÁÍÏÔÁ).
(2009) áÓÔÁÈÏ× ÷. (1 ÐÒÅÍÉÑ), çÏÒÉÎÏ× å. (1 ÐÒÅÍÉÑ), äÅ×ÑÔÏ× ò. (1 ÐÒÅÍÉÑ), åÆÉÍÏ× á. (ÇÒÁÎ-ÐÒÉ), ëÕÄÙË
î. (ÇÒÁÍÏÔÁ), ðÅÒÅÐÅÞËÏ á. (1 ÐÒÅÍÉÑ).
÷ ÎÅÏÆÉÃÉÁÌØÎÏÍ ËÏÍÁÎÄÎÏÍ ÚÁÞÅÔÅ ËÏÍÁÎÄÁ ÚÁÎÉÍÁÌÁ II ÍÅÓÔÁ × 2006{2008 ÇÏÄÁÈ É III ÍÅÓÔÏ × 2009 ÇÏÄÕ.
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ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. íÙ ÐÒÉÇÌÁÛÁÅÍ ×ÓÅÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÐÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÷. é. âÏÇÁÞÅ×Õ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ
ÏÌÉÍÐÉÁÄ (ÎÅ ÐÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÐÏÞÔÅ!).

ïÔÂÏÒ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÅÈÍÁÔÁ ÎÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÕÒ É ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÕÀ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ ÐÒÏ-
ÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÞÅÔËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ É ÐÕÂÌÉÞÎÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ, ÓÍ.
http://dfgm.math.msu.su/�les/skopenkov/rules.pdf. ðÒÉÚÙ ÖÄÕÔ ×ÓÅÈ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌÅÊ úÁËÌÀÞÉ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÕÒÁ (× Ô.Þ. ÎÅ ÐÒÏÛÅÄÛÉÈ ÎÁ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÕÀ ÏÌÉÍÐÉÁÄÕ). 4

íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ í. óËÏÐÅÎËÏ×Á ÚÁ ÐÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ä. ÷ÅÌØÔÉÝÅ×Á É í. ÷ÅÌØÔÉÝÅ×Á
ÚÁ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ×ÅÒÓÉÊ ÒÉÓÕÎËÏ×, Á ÔÁËÖÅ á. íÏÓË×ÉÎÁ, ò. á×ÄÅÅ×Á É ó.
ëÏÎÑÇÉÎÁ ÚÁ ÐÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó×ÏÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞ 1, 2 É 4 2006 ÇÏÄÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

íÅÖËÁÆÅÄÒÁÌØÎÙÊ ÓÅÍÉÎÁÒ.
ôÒÁÄÉÃÉÑ ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ (ÐÒÏ)ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏ×, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÉÚÕ-

ÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÕÚËÏÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ,
×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë á.ó. ëÒÏÎÒÏÄÕ (1950-Å) É å.í. ìÁÎÄÉÓÕ (1970-Å); ÎÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó 2006
ÇÏÄÁ. îÁ ÎÅÍ ÒÅÛÁÀÔÓÑ É ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ: ËÁË ÐÒÏÓÔÙÅ ËÌÀÞÅ×ÙÅ, ÔÁË
É ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÅ É ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÅ). ðÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÍ ÂÏÌØÛÉÎ-
ÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ ÄÏÓÔÕÐÎÏ ÄÁÖÅ ÐÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÁÍ (ÚÎÁÀÝÉÍ ÔÅËÕÝÉÊ ÌÅËÃÉÏÎÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ), ÎÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÉÈ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÏÖÎÙ. ôÁËÉÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ÎÁ ÓÔÕ-
ÄÅÎÞÅÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ, É × ÎÁÕÞÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. üÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÈ
ÒÅÛÅÎÉÑ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÐÏÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ×ÁÖÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÎÑÔÉÑÍÉ É
ÔÅÏÒÉÑÍÉ. áËÔÉ×ÎÙÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÐÏÚÎÁËÏÍÑÔÓÑ Ó ÉÄÅÑÍÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉËÉ (ÂÅÚ ÄÏÌÇÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÉÈ ÑÚÙËÁ). éÚÕÞÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ×ÅÝÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÍ
ÑÚÙËÅ ÐÏÍÏÖÅÔ ÇÒÁÍÏÔÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÕÞÎÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ É ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ.

îÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÜÔÉÍ ÎÁÛ ÓÅÍÉÎÁÒ
ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ). úÁÎÑÔÉÑ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÔÓÑ × ÃÉËÌÙ ÉÚ 1{2 ÚÁÎÑÔÉÊ, Ó×Ñ-
ÚÁÎÎÙÈ ÏÂÝÅÊ ÔÅÍÏÊ ÉÌÉ ÉÄÅÅÊ. üÔÉ ÃÉËÌÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ (ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ
ÉÚÕÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÃÉËÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÕÄÅÎÔÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ). ôÅÍ ÂÏÌÅÅ ÚÁÎÑÔÉÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÚÁÎÑÔÉÊ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ÓÅÍÅÓÔÒÁ! îÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ
http://dfgm.math.msu.su/materials.php.

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÑÔÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÏÒÕ-
ËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍÉ óÅÍÉÎÁÒÁ (×ÅÓÎÁ 2006 | á. á. þÅÒÎÙÊ, ÏÓÅÎØ 2006 | á. á. ëÌÑÞËÏ ÍÌ. É
÷. à. ðÒÏÔÁÓÏ×, ×ÅÓÎÁ 2007 | á. ñ. âÅÌÏ×-ëÁÎÅÌØ É ü. â. ÷ÉÎÂÅÒÇ). íÙ ÐÒÉÇÌÁÛÁÅÍ ×ÓÅÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÐÒÉÓÙÌÁÔØ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÚÁÎÑÔÉÊ óÅÍÉÎÁÒÁ.

óÅÍÉÎÁÒ ÎÁÚ×ÁÎ ÉÍÅÎÅÍ ×ÅÌÉËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ á.î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌ Ó×ÏÊ
ÐÕÔØ × ÎÁÕËÕ × 19 ÌÅÔ Ó ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÒÕÄÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ï ÒÑÄÁÈ æÕÒØÅ, Á × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×ÎÅÓ
×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ×ËÌÁÄ × ÒÁÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ: ÔÅÏÒÉÀ
×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÔÅÏÒÉÀ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÇÉÄÒÏÄÉÎÁÍÉËÕ É ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÉ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÕÒÏ× ×ÓÅÍÅÈÍÁÔÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ. 5

2001-1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÅÓÌÉ a > b > 0, ÔÏ aba > bab : (ð. âÏÒÏÄÉÎ)
2001-2. îÕÖÎÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÔ ÷. é. âÏÇÁÞÅ×Á!!! äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÏÒÑÄËÁ n > 2, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ, ËÒÏÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ,
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n−2, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ 1. (ü. ÷ÉÎÂÅÒÇ?)

2001-3, 2006-4. ðÕÓÔØ k1; : : : ; kn | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). äÏ-
ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ∏n

j=1(1− zkj) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ
2n. (ó. ëÏÎÑÇÉÎ)

4ðÏ ÒÅÛÅÎÉÀ ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÁ ìÅÔÎÅÊ ûËÏÌÙ 'óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ' (http://www.mccme.ru/dubna) ÏÄ-
ÎÉÍ ÉÚ ÐÒÉÚÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓ×ÏÂÏÖÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× × ËÏÍÁÎÄÕ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ 12 ÞÅÌÏ×ÅË) ÏÔ ÏÒÇ×ÚÎÏÓÁ ÄÌÑ
ÕÞÁÓÔÉÉ × ÜÔÏÊ ÛËÏÌÅ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ Ó×ÏÅ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÑ ÁÎËÅÔÙ).

5ðÏÓÌÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ × ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁÍÉÌÉÑ ÐÒÅÄÌÏÖÉ×ÛÅÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Á×ÔÏÒÏÍ ; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁÍÉÌÉÉ ÕÔÒÁÞÅÎÙ. úÁÄÁÞÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÕÒÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ 2001 ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × [ABZPRS].
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2001-4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ [0; 1] ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÞÔÏ

1∫
0

dx
|f(x)− a| = ∞. (ó. ëÏÎÑÇÉÎ)

2001-5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ-
ÅÍÏÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ
×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË, ÕÓÌÏ×ÉÑ |f(x)| ≤ 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ (−∞;∞)
É |f(x)f"(x)| ≤ 1 ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ f"(x) ×ÌÅËÕÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f ′(x)| ≤ C ÄÌÑ
×ÓÅÈ x ∈ (−∞;∞)?

2001-6. ðÕÓÔØ G | ÇÒÕÐÐÁ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ 2001. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ⊂ G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 20 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
G ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S.

2006-1. ðÕÓÔØ f | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ [0;+∞), ÐÒÉÞÅÍ ∫ T
0 f(x) dx ≤

T ÄÌÑ ×ÓÅÈ T ≥ 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x)
1 + x2 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÐÏ [0;+∞).

2006-2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ Ä×Á ÔÁËÉÈ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × R3, ÞÔÏ ÎÅÔ
ÂÁÚÉÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉÃÙ ÏÂÏÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÍÅÀÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Õ ÆÏÒÍÕ? (á. ïÛÅÍËÏ× É á.
óËÏÐÅÎËÏ×)

2006-3. óÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ ðÅÔÅÒÓÅÎÁ-íÏÒÌÉ [Sk07', §3].
2006-5. äÁÎ ÎÁÂÏÒ 11-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 5 ÎÕÌÅ×ÙÈ É 6 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÉÁÍÅÔÒ ÎÁÂÏÒÁ (Ô.Å. ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÏÐÁÒÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ)
ÒÁ×ÅÎ

√
8.

(a) ëÁËÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ?
(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 18 ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ

ÄÉÁÍÅÔÒÁ.
(á. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ)
2006-6. äÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁ R2. ðÕÓÔØ U | ÔÁËÏÊ ÏÔ-

ËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ, ÞÔÏ
∫ ∫

U

|f(x)− f(y)|
|x− y|3 dx dy <∞; ÇÄÅ |f(x)− f(y)|

|x− y|3 := 0 ÐÒÉ x = y:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ U . (÷. âÏÇÁÞÅ×)
2007-1. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {t: |P (t)| ≤ c} ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2dc1=d. (÷. âÏÇÁÞÅ×)
2007-2. (i) ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÙÂÒÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á Ã×ÅÔÁ, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÏÅ ×ÙÂÒÁÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÍ.

(ii) ôÏ ÖÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÑ 'ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ
Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×' ÎÁ 'ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÉËÁËÉÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ
ÜÌÅÍÅÎÔ'.

(á. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ)
2007-3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ A = (aij)i;j≤n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | det(I + A)| ≤ exp
(
traceA+ 1

2
∑n
i;j=1 a2

ij
)
: (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÁÒÌÅÍÁÎÁ)

2007-4. äÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ an. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ
� ∈ (1; 2) ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a[�n] , ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ. (úÄÅÓØ [r] | ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ
ÞÉÓÌÁ r.) ïÂÑÚÁÎÁ ÌÉ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÓÁÍÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an}? (á. þÅÒÎÙÊ)

2007-5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ×Ù-
ÐÕËÌÙÊ), ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ? ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ É ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ
ÓÍ. × [Do, ÓÔÒ.4. ÓÔÒÏËÁ 2 ÓÎÉÚÕ]. (í. óËÏÐÅÎËÏ×)
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õËÁÚÁÎÉÑ É ÒÅÛÅÎÉÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ×ÓÅÍÅÈÍÁÔÏ×ÓËÉÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄ.
2006-1. ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ g(T ) := ∫ T

0 f(t)dt. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 0 ≤ g(t) ≤ t
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t > 0. äÌÑ M > 0

∫ M

0

f(t)dt
1 + t2 =

∫ M

0

g′(t)dt
1 + t2 =

∫ M

0

dg(t)
1 + t2 = g(t)

1 + t2 |
M
0 +

∫ M

0

2tg(t)dt
(1 + t2)2 :

ïÃÅÎÉÍ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ. ðÅÒ×ÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ
M →∞. ðÏÄÙÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ [0;+∞) ÆÕÎËÃÉÅÊ: 0 ≤ 2tg(t)dt

(1 + t2)2 ≤
2t2

(1 + t2)2 . úÎÁÞÉÔ, ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÍÅÅÔ
ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ M →∞. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

2006-2. ïÔ×ÅÔ: ÄÁ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÁ-

ÔÒÉÃÁÍÉ:

A =




1 1 0
0 1 0
0 0 1


 ; B =




1 1 2
0 1 0
0 1 2


 :

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÉÊ ÂÁÚÉÓ (e1; e2; e3), × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ

Ë ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ. õ ÍÁÔÒÉÃÙ B Ä×Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É 2, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ e1 = (�; 0; 0)T É e3 = (2�; 0; �)T . ðÏÓËÏÌØËÕ × ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÁ-
ÔÒÉÃÙ B ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÖÏÒÄÁÎÏ×Á ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 2× 2 Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 1 É e1 |
ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÍÁÔÒÉÃÙ B c ÓÏÂ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ×ÅËÔÏÒ e2 = (�; �; 
), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (B−E)e2 = e1.
éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÐÏÌÕÞÁÅÍ e2 = (�;−�; �)T .

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e1 É e3 | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ
ÚÎÁÞÅÎÉÀ 1. ÷ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÏÊ ÆÏÒÍÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÔÏÖÅ ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2 Ó
ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒ (A − E)e2 = (−�; 0; 0)T ÒÁ×ÅÎ ÌÉÂÏ e1, ÌÉÂÏ e3.
üÔÏ ÎÅ ÔÁË (ÐÏÓËÏÌØËÕ � 6= 0). ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

2006-4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÒÅÚ f(z). ôÁË ËÁË f(1) = 0, ÔÏ
f(z) =

r∑
j=1

zmj − r∑
j=1

zlj ; ÇÄÅ ÎÉËÁËÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ËÁËÉÍ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÕÌÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 2r. äÁÌÅÅ,
f ′(1) = : : : = f (n−1)(1) = 0. ðÏÜÔÏÍÕ

r∑
j=1

mp
j =

r∑
j=1

lpj ; p = 1; : : : ; n − 1: úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÍ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: �i(m1; : : : ;mr) =
�i(l1; : : : ; lr); i = 1; : : : ; n−1. åÓÌÉ ÂÙ r ≤ n−1, ÔÏ ÎÁÂÏÒÙ (m1; : : : ;mr) É (l1; : : : ; lr) ÓÏ×ÐÁÄÁÌÉ
ÂÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, É ÔÏÇÄÁ f(z) ≡ 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ r ≥ n.

2006-5-a. ïÔ×ÅÔ: C4
10.

11-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ 5 ÎÕÌÅ×ÙÈ É 6 ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ-
ÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 11-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ëÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ
×ÅËÔÏÒÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× ÔÅÈ ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ-
ÂÏÒÕ ÉÚ 11-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ

√
8, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 11-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁÖÄÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ôÅÐÅÒØ ×Ï-
ÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

ËÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 11-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ?

ðÒÉÍÅÒÏÍ ÉÚ C4
10 ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ 11 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z11 := {1; 2; :::; 10; 11}.
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ïÐÒÅÄÅÌÉÍ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á

As(�) := {�(s); �(s+ 1); �(s+ 2); �(s+ 3); �(s+ 4)}; ÇÄÅ � ∈ S11 É s ∈ Z11:

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï As(�) ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÉ Ó As+5(�), ÎÉ Ó As+6(�). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ
ÎÁÂÏÒ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 11-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z11, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÑÔÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ A1(�); A2(�); :::; A11(�). ÷ÓÅÇÏ 5-
ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× C5

11. úÎÁÞÉÔ, ÞÉÓÌÏ 5-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × ÎÁÛÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 5

11C5
11 = C4

10:
2006-5-b. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ 11-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁ 16 ÐÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ
× ÐÅÒ×ÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÏ×ÎÏ 16. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×Å-
ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

√
7 <

√
8.

2006-6. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ Ä×ÁÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÒÁÚÎÏÓÔØ f(y)−
f(x)− f ′(x)(y− x) ÅÓÔØ O(|x− y|2). ôÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ |x− y|−1 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ U ×U ××ÉÄÕ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ |x|−1 ÎÁ U (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ × ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ),
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ |x − y|−3f ′(x)(y − x) ÎÁ U × U . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ
ËÁÖÄÏÍ x ∈ U ÆÕÎËÃÉÑ y 7→ |x − y|−3f ′(x)(y − x) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÐÏ U . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ f ′(x) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ
v ÆÕÎËÃÉÑ z 7→ |z|−3(v; z) ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ×ÏÒÏÔÏÍ
ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ, ËÏÇÄÁ v = ce1, e1 = (1; 0). ÷ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÍÏÄÕÌÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ cr−1| cos �| ÐÏ (0; r0) × [0; 2�], Ô.Å.
ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ. éÔÁË, f ′(x) = 0 ÐÒÉ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x ∈ U , ÏÔËÕÄÁ f ′(x) = 0 × U , Ô.Å. f { ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÚÁÄÁÞÅ 2006-6. äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÔ f
ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ (ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏ-
ÔÒÅÎ × [Br02]). ôÁËÏÊ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ÐÏÍÏÝØÀ
Ó×ÅÒÔÏË f�(x) = ∫

U f(x+�u)%(u) du; x ∈ (1−�)U; � ∈ (0; 1); ÇÄÅ % { ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ
ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ × U É ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 1. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ " > 0
É � < " ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÏÔ |x−y|−3|f�(x)−f�(y)| ÐÏ (1−")U× (1−")U ËÏÎÅÞÎÙ (ÔÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÉ f�
ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ × (1− ")U , ÚÎÁÞÉÔ, ÉÈ ÐÒÅÄÅÌ f ÒÁ×ÅÎ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ). üÔÏ
ÑÓÎÏ ÉÚ ÏÃÅÎËÉ

∫ ∫

(1−")U
|f�(x)− f�(y)|

|x− y|3 dx dy ≤
∫ ∫

U

|f(x)− f(y)|
|x− y|3 dx dy;

ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f� Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x + �u; y + �u ∈ U ÐÒÉ
x; y ∈ (1− ")U , u ∈ U , � < ".

2007-5. ïÔ×ÅÔ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÓËÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÓÒÅÄÉ ÎÅ×ÙÐÕËÌÙÈ

(É ÄÁÖÅ ÎÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÛÁÒÕ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ÷ÏÔ ÎÁÂÒÏÓÏË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ "ÔÏÒÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ" ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ÷ÏÚØÍÅÍ
ÍÎÏÇÒÁÎÎÉË × ÆÏÒÍÅ "ÒÁÍËÉ", ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÓÅÞÅÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÙÈ
ÐÉÒÁÍÉÄ, Ó ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÅÅÎÎÙÍÉ ÂÏËÏ×ÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. ïÎ ÉÍÅÅÔ 16 ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÕÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÈÏ-
ÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 8 ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É "ÓÒÅÚÁÔØ" ÉÈ ÍÁÌÙÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ (Á ÄÌÑ ÔÅÈ
ÒÅÂÅÒ, Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ �, ÎÕÖÎÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, "ÎÁÒÁÓÔÉÔØ" ÍÎÏÇÒÁÎÎÉË).
ðÏÌÕÞÉÍ 8 ÎÏ×ÙÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ É ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÏÌÕÞÉÍ ÛÅ-
ÓÔÉÕÇÏÌØÎÕÀ, ÔÏ ÅÓÔØ Õ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÂÕÄÕÔ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÐÏÄÓÞÅÔ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÐÏËÒÙÛËÉ. (á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ)
ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f(n) ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁ-

ÍÅÔÒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 × Rn.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

f(n) = max



min{f : 
 = 
1∪: : :∪
f ; diam
i < diam
 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i}; ÇÄÅ diam 
 = sup
x;y∈


|x−y|:

çÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒÓÕËÁ. f(n) = n+ 1 [BG65, Sk96, Ge99, Sk99, Ra01, Ra04, Ra06].
1. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ⊂ R2 ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ

ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 1 ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.
(b) òÁÚÂÅÊÔÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÉÚ (a) ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ

√
3

2 . ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÐÒÁ-
×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÙ âÏÒÓÕËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

(c) (ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (b)). ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ
ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ <

√
3

2 .
2. òÁÚÂÅÊÔÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ
(Á) < 1, (b) =

√
3+
√

3
6 .

3. òÁÚÂÅÊÔÅ n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ ÎÁ n+ 1 ÞÁÓÔØ ÄÉÁÍÅÔÒÁ
(Á) < 1, (b) ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.
4. (a) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ àÎÇÁ: ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ⊂ Rn ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ

ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ
√ n

2n+2 [DGK68].
(b) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ àÎÇÁ, ÞÔÏ f(n) ≤ 2n.
5*. ôÅÏÒÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ - ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ - ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
(a) ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ [BG65].
(b) n-ÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ [LS30].
äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(n) ÕÖÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï U ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á


 ⊂ Rn ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ', ÞÔÏ 
 ⊂ '(U).
úÁÄÁÞÁ 1a ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÉ × R2 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 1 ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ.
6. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÏÊ (× Rn) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B1∩B2 ⊂ Rn,

ÇÄÅ B1 | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ
√ n

2n+2 É B2 | ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÛÁÒÁ B1.
(b) ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ (a), ÞÔÏ f(n) ≤ 2n−1 + 1.
(c)* íÏÖÎÏ ÌÉ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (b)?
(d)* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B1 ∩B2 ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.
7. (a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏËÔÁÜÄÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÏÊ × ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔÉ 3, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1 (Ô.Å. ÅÓÌÉ ÏËÔÁÜÄÒ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ |x|+ |y|+ |z| ≤ √

3=2).
(b) ïÔÓÅÞÅÍ ÏÔ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÉÚ (a) × ÔÒÅÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ÔÒÉ

ÐÉÒÁÍÉÄÙ; ÏÔÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ
É ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 0.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ 11-ÇÒÁÎÎÉË
U1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÏÊ.

(c) òÁÚÂÅÊÔÅ 11-ÇÒÁÎÎÉË U1 ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ < 1. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ
ÇÉÐÏÔÅÚÙ âÏÒÓÕËÁ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

(d) òÁÚÂÅÊÔÅ 11-ÇÒÁÎÎÉË U1 ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ≤ 0:9888.
8*. òÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒÏÍ ÚÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË × R3 ×ÉÄÁ (±1;±1;±1) (×ÏÓÅÍØ ×ÅÒÛÉÎ) É (0; 0;±2) (ÛÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ). üÔÏ
Ä×ÅÎÁÄÃÁÔÉÇÒÁÎÎÉË, ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÔØ ÒÏÍÂÙ.

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÉ × R3 ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁ-
ÜÄÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.

6



(b) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏËÒÙÛËÏÊ, ÅÓÌÉ
ÏÔÓÅÞØ ÏÔ ÎÅÇÏ "ÛÁÐÏÞËÉ" ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÉÎÃÉÐÕ, ÞÔÏ É × ÚÁÄÁÞÅ 7b.

(c) òÁÚÂÅÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÚ ÛÁÐÏÞÅË ÉÚ (a) ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ < 1.
(d) òÁÚÂÅÊÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÚ ÛÁÐÏÞÅË ÉÚ (a) ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ≤ 0:98.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ U1 É U2

9. 11-ÇÒÁÎÎÉË U1 ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ × ÚÁÄÁÞÅ 7b. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË U2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏÔÓÅ-
ËÁÑ ÏÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÏËÔÁÜÄÒÁ ÛÅÓÔØ ÐÉÒÁÍÉÄ ÛÅÓÔØÀ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌØÎÙÍ ÓÅÞÅÎÉÑÍ ÏËÔÁÜÄÒÁ. ôÒÉ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ (×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ) ÐÒÏÈÏÄÑÔ
ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 0.5 ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÏËÔÁÜÄÒÁ, ÔÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÔÏÖÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉ-
ËÕÌÑÒÎÙÅ) | ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 0.525.

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ⊂ R3 ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ
', ÞÔÏ ÌÉÂÏ 
 ⊂ '(U1), ÌÉÂÏ 
 ⊂ '(U2).

(b) òÁÚÂÅÊÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× U1; U2 ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ < 1.
(c) òÁÚÂÅÊÔÅ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× U1; U2 ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ≤ 0:9843.
10*. ðÒÏÂÌÅÍÁ çÜÊÌÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R3, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 4

ÞÁÓÔÉ ÄÉÁÍÅÔÒÁ < 0:9?
11*. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒÓÕËÁ
(Á) × R4, (b) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÔÏÞÅË × R4?
12*. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË Ä×ÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ

Ä×ÕÍÑ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ {a; b}. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÇÉÐÏÔÅÚÁ âÏÒ-
ÓÕËÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈÄÉÓÔÁÎÃÉÏÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

(Á) × R4, (b) × Rn?
úÁÄÁÞÉ 10, 11 É 12b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÍÉ.
13. [YB51] ÷ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ⊂ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ,

ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÐÏÒÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ (Ô.Å.
ÐÒÑÍÙÍÉ ÄÌÑ n = 2) ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ. ðÒÉÍÅÒÙ: ËÒÕÇ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË òÅÌÏ.

(a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ⊂ R2 ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 ÐÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ 1 (É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1).

(b) ôÏ ÖÅ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ R2 ÎÁ Rn.
(c) äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅÎÃÁ: n-ÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ

ÎÁ n ÞÁÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒÁ.
14. ðÒÏÂÌÅÍÁ çÒÀÎÂÁÕÍÁ. [Gr71] ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ g(n) (ÏÔ-

ËÒÙÔÙÈ) ÛÁÒÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÄÉÁÍÅÔÒÁ 1 × Rn. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

g(n) = max



min{g : 
 ⊂ B1 ∪ : : : ∪Bg; diamBi = diam 
 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i}:
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(a) îÁÊÄÉÔÅ g(2).
(b) îÁÊÄÉÔÅ ÉÌÉ ÏÃÅÎÉÔÅ g(3).
(Ó) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(n) > n+ 1. îÁÊ-

ÄÉÔÅ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n, × ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÔÁË.
(d) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g(n) > n+ 1 ÐÒÉ n ≥ 4.
(e)* äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ g(n) > Ón ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c > 1.

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË òÅÌÏ

çÒÁÆÙ É ÉÇÒÙ. á.í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ
éÇÒÁ üÒÅÎÆ£ÊÈÔÁ. äÁÎÙ ÇÒÁÆÙ G = (V;E) É H = (W;F ). ôÁËÖÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ t > 0. ä×ÏÅ - äÏÂÙÔÞÉË É ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ - ÉÇÒÁÀÔ × ÉÇÒÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
EHR(G;H; t). ÷ÓÅÇÏ × ÉÇÒÅ t ÒÁÕÎÄÏ×. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÁÕÎÄÅ ÓÐÅÒ×Á ÄÅÌÁÅÔ ÈÏÄ äÏÂÙÔÞÉË,
ÚÁÔÅÍ ÎÁÓÔÁÅÔ ÞÅÒÅÄ ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌÑ. ÷ÓÑËÉÊ ÒÁÚ äÏÂÙÔÞÉË ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÐÏ Ó×ÏÅÍÕ ÕÓÍÏÔÒÅÎÉÀ
ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÁÆÏ× É ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÏÄÎÕ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-
ÚÏÍ, ÎÁ i - ÏÍ ÒÁÕÎÄÅ ÉÇÒÙ äÏÂÙÔÞÉË, ÄÅÌÁÑ Ó×ÏÊ ÈÏÄ, ÂÅÒÅÔ ÌÉÂÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ
xi ∈ V , ÌÉÂÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ yi ∈ W . ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ ×ÓÌÅÄ ÚÁ äÏÂÙÔÞÉËÏÍ ÔÁËÖÅ
ÄÏÌÖÅÎ ÄÏÓÔÁÔØ ÉÚ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÇÒÁÆÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ; ÔÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ ÕÖÅ ÎÅÔ ÔÁËÏÊ
Ó×ÏÂÏÄÙ ×ÙÂÏÒÁ, ËÁË Õ äÏÂÙÔÞÉËÁ, É Ó×ÏÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÏÎ ÏÂÑÚÁÎ ÂÒÁÔØ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ
ÅÇÏ ÐÒÏÔÉ×ÎÉË ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÇÒÁÆÏÍ H, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ÷ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÏËÁ-
ÖÕÔÓÑ x1; : : : ; xt ∈ V É y1; : : : ; yt ∈ W . íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ ×ÙÉÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÅÍÕ
ÕÄÁÌÏÓØ ÔÁË "ÓËÏÐÉÒÏ×ÁÔØ" ÄÅÊÓÔ×ÉÑ äÏÂÙÔÞÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÇÒÁÆÙ G|{x1;:::;xt} É H|{y1;:::;yt} ÂÙÌÉ
"ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ". úÄÅÓØ G|{x1;:::;xt} = ({x1; : : : ; xt}; E ′), ÔÁË ÞÔÏ (xi; xj) ∈ E ′ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (xi; xj) ∈ E. çÒÁÆÙ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ËÏÌØ ÓËÏÒÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ
(xi; xj) ∈ E ′ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (yi; yj) ∈ F ′.

1. ðÕÓÔØ × ÇÒÁÆÅ G ÅÓÔØ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, Á × ÇÒÁÆÅ H ÔÁËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÔ. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ äÏÂÙÔÞÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; 2).

2. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ K4 (ÐÏÌÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ,
ÞÔÏ × H ÔÁËÉÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× ÎÅÔ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ t Õ äÏÂÙÔÞÉËÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ
×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t)?

3. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ K5. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÇÒÁÆ H ÐÌÁÎÁÒÅÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ t, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ Õ äÏÂÙÔÞÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t)?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ÇÒÁÆÁ. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ x; y
ÇÒÁÆÁ G = (V;E) ÄÌÉÎÕ d(x; y) ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÒÅÂÅÒÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ.
äÌÑ x ∈ V ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ e(x) = max

y∈V
d(x; y). òÁÄÉÕÓÏÍ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r(G) = min

x∈V
e(x).

4. ðÕÓÔØ r(G) ≤ 2, Á r(H) > 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ t, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ Õ äÏÂÙÔÞÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ
×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t)?

5. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t > 0 ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ× G;H, ÞÔÏ Õ ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌÑ ÅÓÔØ
×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t).
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ñÚÙË ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×. áÌÆÁ×ÉÔ ÑÚÙËÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ
ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× x; y; : : :, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ.
äÁÌÅÅ, ÉÍÅÀÔÓÑ ÚÎÁÞËÉ " = " É " ∼ "; ÚÄÅÓØ ÐÏÄ x ∼ y ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ
x; y. åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÔÉÐÁ Ë×ÁÎÔÏÒÏ× ∀ É ∃, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ,
ËÏÎßÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚßÀÎËÃÉÉ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ É ÐÒ. æÒÁÚÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ.

6. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ" ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
7. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÇÒÁÆ ÓÏÄÅÒÖÉÔ K4" ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
8. úÁÐÉÛÉÔÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ ÒÁÄÉÕÓ ≤ 2" ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ.
9. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÇÒÁÆ Ó×ÑÚÅÎ"?
10. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÇÒÁÆ ÎÅ ÐÌÁÎÁÒÅÎ"?
11*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ

ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÇÒÁÆ H ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ t = t(A), ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ äÏÂÙÔÞÉË ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t).

CÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ n ÐÏÌÏÖÉÍ Vn = {1; : : : ; n}
É ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ p = p(n) ∈ (0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (
n;Bn; Pn), ×
ËÏÔÏÒÏÍ 
n = {G = (Vn; E)}, ÔÁË ÞÔÏ |
n| = 2C2

n , Bn = 2
n É Pn(G) = p|E|(1 − p)C2
n−|E|.

îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ 
n ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ × ÍÏÄÅÌÉ G(n; p). íÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ
ÜÔÏ ÔÁË: × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁ ÄÁÎÎÙÈ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÅÂÒÁ ÐÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ
ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÓÈÅÍÅ âÅÒÎÕÌÌÉ Ó C2

n ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ
ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍÉ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ G ∈ 
n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A, - ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ∈ Bn ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×
G ∈ 
n, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ. íÙ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ G ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A
(ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ) ÐÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ (Ð.Î.), ÅÓÌÉ limn→∞ Pn(G ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ A) = 1.

12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = o
(

1
n

)
ÇÒÁÆ Ð.Î. Ä×ÕÄÏÌÅÎ.

13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = o
(

1
n

)
ÇÒÁÆ Ð.Î. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p ≥ 3 logn
n ÇÒÁÆ Ð.Î. Ó×ÑÚÅÎ.

15. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ p = p(k) ∈ (0; 1), G - ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × ÍÏÄÅÌÉ G(n; p(n)), Á H -
ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × ÍÏÄÅÌÉ G(m; p(m)). ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, A - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ p É ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ t ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

limn→∞ limm→∞P (ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ × ÉÇÒÅ EHR(G;H; t)) = 1:

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 11∗ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï A ÌÉÂÏ Ð.Î. ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ,
ÌÉÂÏ Ð.Î. ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

16. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G = (V;E) ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Fs (ÇÄÅ s | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ),
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ a; b, a+ b ≤ s, É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ u1; : : : ; ua; v1; : : : ; vb ∈ V ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ x ∈ V , ÞÔÏ x ÓÍÅÖÎÁ Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ui, i = 1; : : : ; a, É x ÎÅ ÓÍÅÖÎÁ
ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ vj, j = 1; : : : ; b. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÙ G É H ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ
Fs. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ðÏ×ÔÏÒÉÔÅÌØ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔ ×ÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ × ÉÇÒÅ
EHR(G;H; t) c ÌÀÂÙÍ t ≤ s.

17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = const É s = const Ð.Î. ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Fs.
18. C ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÚÁÄÁÞ 15, 16 É 17 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÍ

p ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ: ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÌÉÂÏ Ð.Î. ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÌÉÐÏ Ð.Î. ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

19*. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ p = n−�, � ∈ Q, ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ
ÄÌÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. (îÕÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ
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ÐÒÉÍÅÒ ÞÉÓÌÁ �, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×
ÍÏÄÅÌÉ G(n; p) ÎÅ ÅÓÔØ ÎÉ 0, ÎÉ 1.)

20**. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÄÁÞÉ 18 ×ÅÒÅÎ ÐÒÉ ×ÓÅÈ p = n−�, � 6∈ Q.
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