
План исследований

1. Проведенные исследования.

Важнейшим понятием топологии и её приложений в функциональном анализе явля-
ется понятие компактности. В связи с задачами функционального анализа и задачами
общей топологии необходимо исследовать такие компакты и “близкие” к компактным
пространства которые можно реализовать как подпространства тех или иных функци-
ональных пространств. Например, такими компактами являются компакты Эберлейна
(т.е. компактные подмножества банаховых пространств в слабой топологии), компакты
Корсона и компакты Гулько.

Настоящий проект можно логически разделить на две части: первая посвящена изу-
чению пространств “близких” по тем или иным свойствам к компактным пространствам;
вторая к изучению топологических свойств функциональных пространств, наделенных
множественно-открытой топологией и исследованию в таких пространствах компактных
или “близких” к компактным подмножеств.

Часть 1.

Хорошо известно, что любой компакт замкнут в любом объемлющем хаусдорфовом про-
странстве. Естественным обобщением этого свойства было определение П.С. Алексан-
дровым и П.С. Урысоном [1] нового класса пространств — H-замкнутых пространств.
Изучению различных свойств H-замкнутых пространств посвященно достаточно много
работ как российских так и зарубежных математиков (например работы [7], [8], [9], [10],
[15], [16], [18], [34], [30], [31] ,[33], [39], [41], [52], [53], [54], [70], [71], [84], [85] и др.). Осипов
А.В. в своей кандидатской диссертации продолжает исследования различных видов за-
мкнутостей в объемлющих пространствах, наделенных более сильными чем аксиома T2

отделимости условиями отделимости (S(n)-отделимость). В своих работах [62], [63] и [64]
получены ответы на открытые вопросы Д.Дикроняна и Е.Гиули [39].

Теорема 1.1. Существует S(n)-пространство, которое является S(n)-замкнутым,
но не S(n)-θ-замкнутым пространством, которое в полурегулярной топологии τs —
S(n)-θ-замкнутое пространство.

Теорема 1.1 решает проблему (Problem 2) Д.Дикраняна и Е.Гиули [39] о S(n)-θ-
замкнутости пространства у которого полурегулярная топология является S(n)-θ-замкнутым
пространством для любого n > 1.

Теорема 1.2. Cуществуют два урысоновских U -θ-замкнутых пространства, таких,
что их произведение не f -компактно.

Теорема 1.2 решает проблему (Problem 5, Dikranjan и Giuli [39]) о f -компактности
произведения двух U -θ-замкнутых пространств.
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Любое компактное пространство X обладает свойством: любое уплотнение на хаусдор-
фовое пространство является гомеоморфизмом. Класс пространств обладающих этим
свойством называется классом неуплотняемых пространств. Катетовым M. [52] был при-
веден замечательный критерий неуплотняемости: пространство неуплотняемое тогда и
только тогда, когда оно H-замкнутое и полурегулярное. Изучение неуплотняемых про-
странств можно найти например в работах [7], [8], [47], [10], [18], [32], [42], [74], [78], [31]
,[33], [39], [81], [52], [53], [54], [69], [88], [84], [85] и др.

Используя технику, полученную Грызловым А.А. [8] для n = 1, Осипов А.В. в [17]
получил критерий S(n)-неуплотняемости пространства через S(n)-сходимость.

Теорема 1.3. Пусть X-S(n)-пространство, тогда следующие утверждения эквива-
лентны:

1. X — S(n)-неуплотняемое пространство;
2. Любое бесконечное множество A ⊆ X S(n)-сходится к множеству своих точек

θ(n)-накопления B, и если существует точка x ∈ B такая, что A не S(n)-сходится к
B \ {x}, то x есть точка полного накопления A.

Отметим, что любое непрерывное отображение компактного пространства являет-
ся замкнутым. Пространство обладающее этим свойством называется функционально
компактным (функционально замкнутым). Пространство у которого любое непрерыв-
ное отображение с компактными прообразами точек замкнуто называется компактно
функционально-компактным (CFC-пространство). Изучение функционально-компактных,
конечно-функционально компактных, компактно функционально компактных можно встре-
тить в работах [8], [38], [73], [51], [74] и др.

Осиповым А.В. [19] в начале 2009 года была решена проблема 1984 года о произ-
ведении компактно функционально-компактных пространств, поставленная Дакманом
Р.Ф. и Портером Д.Р. [38]: будет ли произведение CFC-пространств являться CFC-
пространством?

Теорема 1.4. Для того, чтобы тихоновское произведение X =
∏

α∈A

Xα было CτFC-

пространством, необходимо и достаточно, чтобы каждое Xα было Cτ FC-пространством.

Проблема, поставленная Дакманом Р.Ф. и Портером Д.Р., была включена в список
актуальных проблем по топологии Topology Proceedings [72].

Отмечу, что обсуждение актуальности этой проблемы и предоставление некоторых
полезных материалов происходило в личной переписке с Д.P. Портером — за что ему
огромное спасибо!

Часть 2.

На множестве C(X) всех вещественнозначных функций на X можно рассмотреть три
классические топологии: топологию равномерной сходимости, топологию поточечной схо-
димости и компактно-открытую топологию.

Топология равномерной сходимости задается базой в каждой точке f ∈ C(X). Эта
база состоит из всех множеств

{
g ∈ C(X) : sup{|g(x)−f(x)| < ε : x ∈ X}

}
. Естественным
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обобщением этой топологии является топология равномерной сходимости на элементах
семейства λ (λ-топология), где λ — фиксированное семейство непустых подмножеств X.
Базу λ-топологии в точке f ∈ C(X) образуют все множества вида:
{g ∈ C(X) : ∃a < ε∀x ∈ F |f(x)− g(x)| 6 a}, где F ∈ λ, ε > 0.

Если в качестве семейства λ взять все конечные подмножества X, то получившаяся
топология называется топологией поточечной сходимости; если все компактные подмно-
жества X — топологией равномерной сходимости на компактах, или компактно-открытой.
Компактно-открытую топологию впервые определил Р.Фокс [75] , как топологию, пред-
базу которой образуют все множества вида {f ∈ C(X) : f(F ) ⊂ U}, где F — компактное
подмножество X, а U открытое подмножество числовой прямой.

Обобщением компактно-открытой топологии и топологии поточечной сходимости яв-
ляется множественно-открытая топология на семействе λ непустых подмножеств X (λ-
открытая топология), введённая впервые Р.Аренсом и Ж.Дугунджи [25]. Предбазу λ-
открытой топологии образуют все множества вида {f ∈ C(X) : f(F ) ⊂ U}, где F ∈ λ, U
открытое подмножество числовой прямой.

В результате при заданном семействе λ подмножеств X на C(X) возникают две то-
пологии: λ-топология Cλ,u(X) и λ-открытая топология Cλ(X). Заметим, что для тополо-
гии поточечной сходимости и для компактно-открытой топологии выполняется: Cp(X) =
Cp,u(X) и Cc(X) = Cc,u(X). В общем случае λ-топология и λ-открытая топологии раз-
личны.

Когда λ состоит из компактных подмножеств X, взаимосвязи этих топологий иссле-
довались Р.Маккоем и И.Нтанту [57].

Теорема 2.1. (Маккой, Нтанту). Если λ состоит из компактных множеств, то
Сλ,u(X) > Сλ(X). Если дополнительно λ наследственно замкнуто (т.е. вместе с каж-
дым своим элементом содержит все его замкнутые подмножества), то эти топологии
совпадают.

В работе Нохрина С.Э. и Осипова А.В. [14] был получен фундаментальный результат
о совпадении множественно-открытой топологии и топологии равномерной сходимости в
общем случаи.

Теорема 2.2. Пусть λ состоит из R-компактных множеств и вместе с каждым
своим элементом содержит все содержащиеся в нём R-компактные подмножества.
Тогда Cλ,u(X) = Cλ(X).

Теорема 2.3.Пусть Cλ(X) = Cλ,u(X). Тогда семейство λ состоит из R-компактных
множеств и для любого элемента A ∈ λ и любого его R-компактного подмножества
B множества 〈B,U〉 и 〈f,B, ε〉 открыты в этих топологиях при всех U открытых
в R, f ∈ C(X) и ε > 0 (то есть можно полагать, что в семейство λ входят все
R-компактные подмножества его элементов).

Теоремы 2.2 и 2.3, показывают, что R-компактность является существенным свой-
ством при рассмотрении вопросов о совпадении множественно-открытой топологии и то-
пологии равномерной сходимости на семействе λ. Заметим, что любое компактное под-
множество является R-компактным, поэтому изучение R-компактных подмножеств вы-
зывает особый интерес.

Осиповы А.В.в [21] и [20] были изучены различные свойства R-компактных подмно-
жеств и доказан следующий критерий R-компактности.
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Теорема 2.4. Множество A является R-компактным подмножеством X тогда и
только тогда, когда из любого счетного функционально-открытого покрытия множе-
ства A можно выделить конечное подпокрытие.

В рамках классической Cp-теории были хорошо изучены условия двойственности
между топологическими свойствами пространства X и пространства Cp(X). Особого вни-
мания заслуживает задача о поиске общих топологических свойств между пространства-
ми X и Y при условии, что Cp(X) топологически, линейно или равномерно эквивалентно
Cp(Y ). Методы применяемые в изучении Cp(X) активно применяются Осиповым А.В.
для изучения топологических свойств Cλ(X) в работе [20].

2. Проект будущих исследований.

Основной задачей проекта является задача установления соответствий между свой-
ствами топологического пространства X и свойствами пространства Cλ(X). Причем Cλ(X)
может рассматриваться в зависимости от семейства λ не только как топологическое про-
странство, но и как топологическое кольцо, топологическая группа или как топологиче-
ское векторное пространство.

Основные задачи.
2010 год:
1. Выделить свойства пространства X, которые характеризуются только топологиче-

скими свойствами Cλ(X).
Рассмотреть основные кардинальнозначные характеристики топологических пространств

X и Cλ(X), и найти между ними взаимоотношения (двойственность).
Прежде всего это относиться к таким кардинальнозначным характеристикам как ха-

рактер, вес, сетевой вес, иньективный вес, плотность, число Суслина, число Линделефа.
Выяснить когда Cλ(X) является σ-счетно-компактным и σ-псевдокомпактным?
2. Выделить свойства семейства λ и свойства X при которых Cλ(X) обладает линейно-

топологическими свойствами.
Выяснить при каких семействах λ пространство Cλ(X) является топологической груп-

пой или топологическим векторным пространством.
3. Выяснить какие более слабые топологии пространства X сохраняют тот же набор

всех R-компактных (псевдокомпакных, счетно компактных, секвенциально компактных,
ограниченных, функционально-компактных) подмножеств пространства X.

Термин k-лидер впервые встречается в работе А.В. Архангельского [21] , где впервые
проведено систематическое изучение k-лидеров.

Если компактные подмножества в определении k-пространства заменить наR-компактные
(ограниченные), то какими свойствами будут обладать соответстующие λ-лидеры ?

4. Можно ли обобщить теорему Асанова М.О. о числе Линделефа пространства Cp(X)
на пространство Cλ(X) ?

2011 год:
1. Пусть Cλ(X) и Cλ(Y ) одинаковы в том или ином смысле как топологические про-

странства, как линейные топологические пространства или как алгебраические кольца.
Выяснить какие свойства пространств X и Y тогда будут общими?

2. Пусть дан класс P топологических пространств. Охарактеризовать внутренним
образом класс H(P ) всех пространств Y , для которых существует X ∈ P такое, что Y
гомеоморфно некоторому подпространству пространства Cλ(X).
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3. Выяснить при каких условиях на пространство X cуществует погружение (гомео-
морфное вложение) X в компактно функционально-компактное пространство Y .

4. При каких семействах λ пространство Cλ(X) является регулярным? тихоновским?
нормальным?

5. Планируется изучение поведения нормальности при отображении сужения про-
странств функций.

2012 год:
1. Изучить различные свойства семейств λ при которых существуют уплотнения про-

странства Cλ(X) на пространства Cp(X) и Cс(X).
2. Исследовать погружение пространства X в Cλ1(Cλ2(X)) при различных семействах

λ1 и λ2.
3. Исследовать топологические свойства пространств Cλ,n(X).
4. Исследовать компактные, выпуклые, относительно-компактные подмножестваCλ(X).
5. Можно ли обобщить теорему Архангельского-Пыткеева о тесноте пространства

Cp(X) на пространство Cλ(X) для некоторого семейства λ состоящего из подмножеств
“близких” к компактным подмножествам.

6. Выяснить при каких семействах λ секвенциальная компактность Cλ(X) совпадает
со свойством Фреше-Урысона.

В июле 2009 года на международной конференции по топологии и ее приложении,
проходящей в г.Брно, О.Г.Окуневым и А.Г.Лейдерманом были предложены автору про-
екта ряд интересных вопросов :

1. Когда пространство Cλ(X) является µ-пространством ?
2. Является ли свойство быть bf -пространством t-инвариантом ?
3. Как можно модифицировать топологию на X так чтобы X ⊂ Cc(Cр(X)) ? или в

общем X ⊂ Cλ(Cp(X)) ?
4. При каких семействах λ из того что t(Cλ(X)) 6 ω0 следует, что t(Cp(X)) 6 ω0 ?
Благодарю авторов этих вопросов за уделенное внимание, и считаю нахождение от-

ветов на эти вопросы частью своего проекта.

3.Преподавательский опыт.

С 2004 года Осипов А.В. работает доцентом кафедры математического анализа и тео-
рии функций Уральского государственного университета им.Горького, читает лекции и
проводит семинарские занятия по математическому анализу, функциональному анализу,
общей топологии и топологическим векторным пространствам.

Осипов А.В. является соавтором семинаров организованных Н.В.Величко поCp-теории
и теории размерности.

С 2005 года работает доцентом на кафедре информационных систем в экономике
Уральского государственного экономического университета, читает лекции и проводит
семинарские занятия по общей топологии и функциональному анализу.

С 2006 года организатор ежегодного специального семинара (для сотрудников отдела
алгебры и топологии ИММ УрО РАН и магистров УрГУ) по множественно-открытой
топологии.

Под руководством Осипова А.В. ведется написание магистерских диссертаций.
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